6 Oscilace

6.1 Vykonové spektrum

lokalni studium —zanedbévame zakiiveni povrchu —planparalelni geometrie —rozklad signalu @ (k, t) (radialni
rychlost, intenzita, ...) do Fourierovskych komponent

@(k,t):// dzdy dt ® (z, 3, 1) exp [—i (wt — k- )] (1)

globalni studium —nezanedbavame zakiiveni povrchu —rozklad do baze kulovych funkei ¥, (funkce P/™ (6, ¢)
jsou Legendreovy polynomy)

B (1,m, w) :///ded¢dtq>(e,¢,t) Y™ (6, 6.1) (@)
V" (0, ¢,t) = P" (0, ¢) exp (—iwt) 3)
Vykonové spektrum P (k,t) je z definice rovno
P (k,t) = ® (k,t) D" (k,t). (4)
e rezonance ve vykonovém spektru svédéi o stojatém vinéni (viz Obrazek [
e rezonance koresponduji odspoda s f modem a dale zvukovymi mody

e signal na nizkych frekvencich koresponduje s konvekci, v téchto frekvencich bychom pozorovali g mody
vin

e u modu s nizkym [ se pozoruje velki a malé separace: velka je citlivd na stifedni hustotu, mala na rychlost
zvuku v blizkosti jadra, mnozstvi vodiku v blizkosti jadra, vék hvézdy

e typicka frekvence oscilaci 2,5-4,5 mHz (5 minut)

e frekvence vyssi nez 5,3 mHz se neodrazeji zpét pod povrch, ale unikaji do atmosféry
e viny nam poskytuji integralni informaci o podminkach podél drahy viny

e sféricka symetrie =P # P (m)

e pozorujeme jen polokouli, na ni nejsou kulové funkce ortogonélni —vznikaji falesné mody
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Obréazek 1: Vykonové spektrum oscilaci Slunce.
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6.2 Vzorkovaci teorém

Predpokladejme spojity 2D signal f (z,y), ktery budeme vzorkovat. Jak husté musi byt vzorkovani reprezento-
vané polem delta funkei s (z,y) s kroky Az a Ay

s(ey)= Y > d(z—idn,y—jAy), (5)

1=—00 j=—00

abychom neztraceli informaci (tj. byli schopni pfesné zrekonstruovat puvodni spojitou funkci)? Vzorkovany
signal d (x,y) je roven

d(m,y):f(x,y)s(m,y). (6)

Prevedenim do Fourierova prostoru (odpovidajici veli¢iny budou zna¢eny velkymi pismeny) a vyuzitim kon-
volu¢niho a 8kalovaciho teorému dostavame pro vzorkovany signal D (u,v) a pole delta funkei S (u, v):

D (u,v) = F (u,v) * S (u,v) (7)
S(u,v):l_z_: _z_: 6<u—ié,v—j%y) (8)

1 1
Grafickd podoba D (u,v) je takova, 7ze v bodech, které jsou vzdaleny A Ve sméru z a Ve sméru y je
T y

umisténa F (u,v) (viz Obréazek 2)). Naslednym vyFiznutim obdélnikovou funkei H (u,v) (funkce nabyva hodnoty
1 kolem jednoho spektra, jinde je 0) ziskdme z D (u, v) funkei F' (u, v). Inverzni Fourierovou transformaci (IFT)
obdrzime celou spojitou funkci f (z,y). V redlném prostoru koresponduje s inverzni Fourierovou transformaci
interpolace. Neboli

£ (u,v) = TFT [D (uyv) H (u,0)] = d (w,9) * h (2,1) . (9)
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Obrézek 2: Funkce D (u,v), modfe jedno spektrum F (u,v), fialové obdélnikova funkce H (u,v).

To nadm mimo jiné ika, Ze idealni interpolace je konvoluce vzorkovaného signdlu s inverzni Fourierovou
transformaci obdélnikové funkce (tzv. sinc funkce). Pokud ma ale funkce omezeny nosi¢/spektrum v real-
ném/Fourierové prostoru, bude mit neomezené spektrum/nosi¢ ve Fourierové/redlném prostoru. Proto se k
interpolaci nepouZiva sinc, kterd ma neomezeny nosi¢ (v disledku toho se v interpolaci libovolného bodu musi
do vypottu zahrnou vSechny vzorkované body d (x,y)), ale funkce ji podobné.

Tento postup nelze aplikovat vzdy. Hlavnim problémem je ptekryv funkei F (u,v) ve funkei D (u,v). Pokud
mé F (u,v) omezené spektrum (f (u,v) ma neomezeny nosi¢), da se tento problém vy¥esit hust§im vzorkovanim
danym Nyquistovymi nerovnicemi. Pro vyfiznuti pouze jednoho spektra musi platit

ﬁ > 2MW,. (10)

Aiy > 2w, (11)
1

Az < WL (12)

By < - (13)

kde W,, a W, jsou suprema frekvenci F' (u,v). Pokud F (u,v) nema omezené spektrum (libovolna fotka), budou
se spektra prekryvat vzdy. VyFiznutim jednoho spektra F' (u,v) soucasné vyfizneme i ¢ast sousedniho spektra
F (u,v), ¢imz vznikaji falesné frekvence (aliasing) a ztracime informaci o vysokofrekvenénim signalu (detaily,



hrany). Problému se d4 zabranit za cenu ofiznuti vysokych frekvenci F (u,v) tak, aby se pii daném vzorkovani

jiz. neptekryvaly (ofezéava se jesté pred Fourierovou transformaci f (z,y)).

snizovat delsimi pozorovacimi fadami. Naopak nejvyssi rozliSitelna frekvence wy, je pfi vzorkovani s frekvenct
7T ~ N sz tvvs . . 2 ~ .

At rovna Awyny = AL Vsechny vyssi frekvence se vzorkuji do niz§ich (aliasing). Konkrétné o co je frekvence

vy$8i nez Nyquistova w = wny + dw, o to se tato frekvence bude vzorkovat do nizsich frekvenci w = wy, — dw.

6.3 Zakladni mod oscilaci

Zakladnim modem oscilaci budeme rozumét vlnu §ifici se rychlosti zvuku cs; a majici vinovou délku rovnou
praméru Slunce A = 2R . Dale budeme piedpokladat adiabatickou aproximaci a pokusime se odhadnout ¢asovou
§kalu pruchodu viny Sluncem tam a zpét. Rychlost zvuku muZeme spocitat z rovnice

Cs = -, 14
5 (14)

<3

kde P a p jsou st¥edni hodnota tlaku a stfedni hodnota hustoty. Pro st¥edni hodnotu hustoty plati:

3 Mo

— (15)
47 R%

ﬁ:

St¥edni hodnotu tlaku odhadneme z rovnice hydrostatické rovnovéhy, kterou hrubé diskretizujeme (povrch -
stied):

OP GM 0—P GM, - GM?
om 4r R Ms -0 4mRe, 4r R
Cas pruchodu vlny 7 spoc¢itdme z rovnice:
A 4R 2 _
r=92 _ © _ (Gp) 1/2 (17)
Cs G Mo AT
3 Ro

Pokud dosadime, vyjde zhruba 45 minut. Redlné ¢asy jsou okolo 15 minut, protoZe rychlost zvuku smérem
do centra roste.
6.4 Linearni adiabatické oscilace nerotujiciho Slunce
6.4.1 Piedpoklady a zakladni rovnice
Piedpoklady:
e poruchy (indexované ¢arkou) jsou malé viadi pozadovym hodnotam (indexované nulou)

e linearni: v/ < ¢4

P
adiabatické: — = konst.

sféricky symetrické pozadi
e zanedbavame magneticki pole, tenzor napéti, rotaci
e vg=0,p0=po(r), Po="o(r)

Resené rovice:

dp B
D4 (ow) = (18)
Jv
e +(v-V)v=-VP-Vdp (19)
L konst. (20)
p’Y
Ad = 47Gp (21)



Déle vime, ze A® = g je gravitacni zrychleni. Na stavovou rovnici aplikujeme tplnou ¢asovou derivaci:

d (P dP 1 1 dp dpP 1dp\ 1
dt <pV> dt p7 ’ypV“‘l dt <dt ,Yp dt) P (22)

P
Navic ¢? = 7 Celkem dostavame:
p

dP 5dp
= 2z 2
at ~ “dat (23)
. , « . P / / d€ / / . . .
Do rovnic zavedeme Eulerovské perturbace (¢arkované) p', v’ = TR P’ a ®'. S Lagrangeovymi perturbacemi
(6) souvisi vztahem
A=A 4. (24)
N "oor

6.4.2 Linearizace rovnic a Cowlingova aproximace

Hustotu, tlak, rychlost a gravita¢ni potencial si rozdélime na pozadovou hodnotu a poruchu. Budeme piedpo-
kladat, Ze pozadové hodnoty spliuji rovnice (I8)—(21I).
Linearizace rovnice kontinuity:

W5 (o) =0 (25)

%—il+V <p0%> =0 (26)

Ot ¥ (8 = V- (652) = =V 167 (povo) 1)

Posledni rovnice je ale ve skuteCnosti rovna nule, protoze jsme piedpokladali % = 0 (popfipadé vy = 0).

Rovnici integrujeme pies libovolny ¢as dt. Aby byla splnéna pro libovolny ¢as, musi platit
P+ V- (po€) = 0. (28)

Linearizace ostatnich rovnic je trivialni. Stavovou rovnici v8ak méame zapsanou pomoci tplnych derivaci,
tedy Lagrangeovych poruch. Pomoci pfevodniho vztahu mezi Lagrangeovymi a Eulerovskymi poruchami (24)) a
integraci pfes libovolny ¢as odvodime pozadovany tvar. Linearizované rovnice nabyvaji tvaru:

P+ V- (po€) =0 (29)
avl / / /
PO = —VP —V®py — gerp (30)
0P, 0
Plt&—2 = <p’+§r§> (31)
AD = 4rGp’ (32)

Pro zjednodu$eni rovnic budeme piedpoklddat, Ze malé poruchy zpusobené vinami maji za nasledek pouze
zanedbatelné poruchy gravitatniho pole (Cowlingova aproximace). Tim fakticky skrtneme Poissonovu rovnici a
jeden ze ¢leni v pohybové rovnici. Timto zjednodusenim se dopoustime odchylky jen nékolika jednotek procent
od feSeni plnych rovnic.

Zbylé rovnice prevedeme do sférickych soutfadnic. Napiiklad £ = &.e, + §;,. Pfi lokdlnim piistupu slozka
r koresponduje se slozkou z a slozka h se slozkami x a y. V dalSich upravach budeme potiebovat operator
divergence ve sférickych souradnicich (tthlovou ¢4st nemusime rozepisovat):

10

r2 Or

V-A= (T2AT) + %Vh <Ay (33)

Hydrodynamické rovnice pievedeme do sférickych soufadnic, pohybovou rovnici rozdélime na radialni a
ithlovou ¢ast a ze stavové rovnice vyjadiime p':

1
P+ Vi (po&r) + ~Vi - (po€n) =0 (34)
10 Po
P+ Zor (7“2pofr) + 7vh &, =0 (35)



o’

pogr = VP —gerp (36)
02 0%, 02 1
Poa—tf = po < atg + 0t€2h> =-V,P — ;Vhpl —geyp (37)
0%, oP'
PoE = gy 9P (38)
0? 1
af;h = —;th’ (39)
P
Preft - (i e ) (40)
P’ 1 5P 5]
V=g teag b (41)
r’ 1 8P0 apo
”=z§+5<azﬁ“‘5; (42)
P’ po 0Py Opo
/
_ 9% Opo 4
p c2 e (’yP or or (43)
P &po 1 0Py 1 0po
r_ T - ) _ -7 44
P c2 * g ~vPy Or  po Or (44)
P’ -
p/:c_2+§ngN2 (45)

N? v poslednim vztahu je Brunt-Viisilova frekvence. Z teorie smésovaci délky vime, Ze

N2 9| () O (46)
P0 or ).q Or]’
0 0P,
ale pro adiabatické pfiblizeni muZeme za (ﬂ) dosadit 2222 Tim dostavame
or ) .q vPy or
0P, dpo 10InPy, OJdlnpg
N2 — 9 (_Po 90  Opo = — — . 47
('yPO or or v  Or or (47)
Celkem méame nyni k feSeni 4 rovnice:
10 P
P+ 2o (rpo&r) + 70Vh £, =0 (48)
0%, oP’
Po 12 Z—W—gpl (49)
0? 1
Po af;h = ——VaP' (50)
P’ NZ2p
pl =3 + —Ogr (51)
Cs g

Reseni prostiednich dvou budeme hledat ve tvaru & o exp (—iwt), &, x exp (—iwt), ¢imz obdrzime soustavu
rovnic:

19 Po
p’ + ﬁa (7’2/7057«) + 7Vh . éh =0 (52)
OP’
2 y=———gp 53
w”po§ 5 9P (53)
1
—w?pok), = f;VhP/ (54)
P N2
p=m+=" (55)
Cs g

Pro fesSeni navic budeme pifedpokladat néasledujici okrajové podminky:

E(r=0)=0 (56)
SP(r=Ry) =0 (57)

Prvni z nich je podminka stabilniho stfedu Slunce, druhé Fika, Ze nejsou zadné externi sily (napiiklad atmosféra).



6.4.3 ResSeni v separovaném tvaru

Reseni budeme hledat v nasledujicim separovaném tvaru:

pH(r.0,¢) =0 (r)f(0,9), (58)
"(r,0,0) =P'(r) f(0,9), (59)
& (r,0,0) =& (1) f(0,9), (60)
& (1,0,0) = &, (r) Vaf (0,0), (61)

kde f (0, ®) je neznama funkce thlovych soufadnic. Navic budeme pfedpokladat regularni FeSeni na polech. Po
jednoduchém dosazeni (B8)—(GI) do (G2)-(E3) se budeme zajimat nejprve o rovnici kontinuity:

+ _aﬁ (T2PO£T) f (9, ¢) + %é‘hAhf (9, qﬁ) =0 (62)

Pokud budeme hledat FeSeni v separovaném tvaru, musime z rovnice vykratit f (6, ¢). TakZe musi byt splnéna
rovnice

Ahf (9, ¢) = Oéf (9, ¢) ’ (63)
kde « je konstanta. Vlastni funkce thlové ¢asti Laplaceova operatoru jsou kulové funkce a vlastnimi Cisly
jsou =1 (I +1). Laplaceuv operator ve sférickych soufadnicich miZzeme formalng zapsat jako A = A, + A} =

A, + —2Ah. Po dosazeni do rovnice ([63) dostavame vztah pro velikost horizontalniho vinového vektoru ky:
r

Budeme predpokladat lokalni pfistup, kdy muZzeme zanedbat zakfiveni povrchu a vlastni funkce Laplaceova
operatoru jsou imaginarni exponencialy (pfechod od kulovych funkei k Fourierové bazi). Neboly:

i (K 4+ ky) = —1(1+1) (66)
kip = k3 + k) (67)

1(+1
by = VD (68)

Z horizontalni ¢asti pohybové rovnice vyjadiime &, a dosadime spolu se stavovou rovnici do (62)):

—poky = VP (69)
P/
—w?po€, Vi f (0,9) = ——Vhf( . D) (70)
Pl
—w Poéh = *7 (71)
P/
£h = w2p07“ (72)
10 1(1+1
P+ 29 (r’po) — @é‘h =0 (73)
T (74)
T T T CLJ
% gT N2 1ap\ P II+1)e]
(97" =+ &, (7 + %E) + p002 |:1 - B2 :| =0 (75)

N2 190 1 9P, 10 10 1 9P
__;’__ﬂ:__o__ﬂ_;’__ﬂ:__o (76)
g po Or yPy Or po Or po Or yPy Or

Navic predpokladame,ze pozadi je v hydrostatické rovnovaze, tj. Ze plati
0P,
— = —gpo. 7
o gpo (77)

LI +1)c

Pro zjednoduseni podoby rovnic zavedeme Lambovu frekvenci S7 = 5 s . Vysledny tvar rovnice ([{3) ma
r

podobu:

+2

! 2
O 4ol _to P (SN (78)
or r 2 poc



V dalsi aproximaci budeme predpokladat lokilni pfistup, kdy se r ani &, p¥iliS neméni a jejich podil miazeme
viiéi derivaci &, podle r zanedbat.

o &g P [ S
— 1—-— =0 79
or 2 + Poc? w? (79)

Zbyva jestd upravit radialni ¢ast pohybové rovnice. Do té dosadime stavovou rovnici (55]).
9 /
—Wipobr =~ - 90 (80)
oP’ P’

e (V) =0 1)

S

Spolu s rovnicemi ([9) a [®I) mame piedepsany okrajové podminky (B6) a (B1). Rovnici (51) upravime a
dosadime za poruchu tlaku z rovnice (2)):

0P,

5P:Pl+§rW:Plffr9p0:07 (82)
w?por€y, = gpo&r, (83)
3 g

6.4.4 JWKB feSeni (Jeffreys—Wentzel-Kramers—Brillouin)

Resent rovnic (79) a (BI) muZeme v lokalnim piistupu, kdy pfedpokladame, ze v ramci oscilaci se méni zejména,
hustota hledat ve tvaru tzv. JWKB aproximace:

& = Apg " exp (ikir) (85)
P = Bpé/2 exp (ikyr) , (86)

kde A, B a k, jsou konstanty (k, se méni pomalu s r). Po dosazeni do rovnice (79) a jejim nasledné vynasobent

1/2 -
Po/ dostavame:

1/2 2
o 172 1 _3/0p0 9 . —1/2  Bpg SEN _
A (Zkrpo — 5[)0 W) — C_QAPO + W - F =0 (87)
. 110py g B S?
. 109dpy —1 1 . . N
Oznatme — — = — tlakovou §kalu. Vysledna rovnice piejde na tvar:
pPo OT p
) 1 g B S?

Podobné upravime i rovnici (&I)):

. 1 _1/20p g _
B (mrpé” + 50 1/28—:> + 500 "B+ pdpy * (N —w?) =0 (90)
1 g
A(N? -+ Blik,— [ — -2 )| =0 91
(2 =) + B ik~ (537~ o1)

Hledame netrivialni feseni pro A a B. Determinant matice tvofené rovnicemi (89) a ([@I) musi byt 0.

: R A P T A A 5 oy _
it (o - 8)) [ (e 8)| - (5 a0y =0 @

KifZové ¢leny v hranatych zévorkich se ode¢tou, cilem bude vyjadreni k2 z této disperzni relace.

1 g\’ N?2—w? 52
2 l 2 2\ _
‘kr‘(ﬁ‘g) @ togWoe) =0 (53)
a 2
w2 N2 S 4 g 2
2 1z~ 2 T, S 2 2
k2 = 2 e (N? —w?). (94)



Zbyva upravit N2:

1 0P 10 1 10PR 1 — 1 2
N2g<__0_ﬂ>g<___0+_)g<_g+_>g_2+i (95)

~Py Or  po Or c¢2po Or  H, ¢ H, 2 H,
2
Zavedeme akustickou hrani¢ni frekvenci w? = 425’2. Ta u povrchu nabyva hodnoty piiblizné 5,3 mHz (viz
P
Obrazek [I)). Finalni tvar rovnice (94)):
2 2 2
2 W —Ww S 2 2
by = 2 - w2c2 (N —w ) (96)

Z tvaru, v jakém jsme hledali feSeni navic vidime, Ze pro k. < 0 se bude porucha exponencialné utlumovat, pro
k. > 0 se porucha bude §ifit ve tvaru vlny.

6.4.5 Disperzni relace pro p a g mody

P mody (zvukové vlny) se mohou v zévislosti na S; §i¥it velmi hluboko do zony za¥fivé rovnovahy. Nicméné tyto
mody (s nizkym S;) se obtizné pozoruji. Pro mody §ifici se pouze v konvektivni z6né muZzeme v rovnici (98]
zanedbat N? oproti w?. Rovnice se zjednodusi na tvar:

2 2 2

2 W — W, Sl
k2 = = a2 (97)

SEL(+1) )
P k? (98)
k22 = w? —w? —kic? (99)
k= k2 + k2 (100)
w? =w? + k%2 (101)

Vlna se §ifi pod povrchem a diky rostouci rychlosti zvuku smérem k centru se lomi od kolmice. Ve spodnim
odrazném bodé nastava uplny odraz. Pro odrazné body r; a ry plati k. = 0, protoze v misté odrazu se vina
nesifi v radidlnim sméru. Pro spodni odrazny bod navic plati, Ze w? muzeme zanedbat vici w?. Neboli:

k2 = ”202“3 w‘zl; (N? —w?) =0, (102)
k2 = % + w];—% (N? —w?) =0, (103)
- 109
n=22, (105)
% _ csgl), (106)

kde jsme oznacili L = 4/l (I + 1). Pro horni odrazny bod r miZeme naopak zanedbat S; oproti w. a plati
w = we, ale diky strmému poklesu hustoty smérem k povrchu miizeme pro zjednoduseni pozadovat 1o = Rg.

Na rozdil od p modi se g mody (gravita¢ni mody) nesifi v konvektivni zong, ale jen ve vrstvé zafivé rovnovahy.
Tam miZeme zanedbat w? oproti S7 a rovnice ([@6) se zjednodusi na tvar:

52 w?
2 __ l 2 2 c
kr = w2C§ (N — W ) — C_g (107)
N2 w2
2 _ 1.2 c
k2 =k} (F — 1) 2 (108)
N2 2
2=k — k} — << (109)
w S
2 2
9, We N
k2
w. =
2 N2"h (111)
k2 + %5
w? = N?cos? 0 (112)



2
V posledni rovnici jsme si vybrali jen ty vlny, kde k? >> ﬁ—g a oznadily 6 thel mezi horizontalnim vinovym

vektorem a, celkovym vinovym vektorem. Diky cos? @ se tyto mody &ii'i hlavné horizontalng.

6.4.6 Disperzni relace pro f mod

F mody jsou gravita¢ni mody $itici se na povrchu. Analogicky vindm na vodni hlading budeme proto predpo-
kladat P = 0. Pro odvozeni disperzni relace budeme vychazet z rovnic (79), (8I)) a ([24)). Nejprve pro obecnost
nebudeme poklddat P = 0. Z rovnice ([24) vyjadiime (s vyuzitim hydrostatické rovnovahy pozadi) P':

P' = 6P+ &pog (113)

Tento vysledek dosadime do zbyvajicich dvou rovnic:

9% g&  oP SE\ [ g6 &egl(l+1)
— 1-— 2L - = 114
or c2 + Poc2 w? * c2 r2w? (114)
o0& 6P S? Egl(l+1)
1— B LA S A 11
or + PoC? ( oﬂ) r2w? 0 (115)
OoP  0&, 0 oP &,
2P, X pog+ &9 + 5 L ST e (V- w?) =0 (116)
or or 2 2
. e 0&
7 rovnic vylou¢ime ——:
or
AP g?pol (1 +1) gépr Sl 8
or + r2w? &= 02 1= &g,
oP
+g +§rg p0+p0§r(N27w):0 (117)
AP g?pol (1 +1) goP S} dpo
or + r2w? & F 2 w? &g or
+& gp0+po§r( —w?) =0 (118)
P 1 N2 2 1
P 1<l+>5 et _r? O gr gl D] (119)
or g g po Or ¢ w?3r
N2 1 0Py 1 0po 1 1 Opo g 1 apo
Do G O g9 (120)
g ~vPy Or po Or Poc? po Or ¢ po or
2
a5 P l(l+1)5P £Tgpo gl+1) ] (121)
or w?r g

l{l+1 2
grry ( 2+ ) — ﬂ} = 0. Disperzni relace pro f mod nabyva tvaru:

Tato rovnice se da splnit pro 6P =0 a [
w?r g

gl(l+1) rw?

= 122
5 ; (122)
4 g9
wh=251(+1) (123)
wr=2 0+ (124)
r
w? = kng (125)
Dosazenim tohoto feseni do (IT3) spolu s podminkou 6 P = 0 odvodime FeSeni pro &,:
0¢, - 1
& &oll+l) (126)
or  rg/1(1+1)
o0&, I(I+1
R (127)
or
&r
6 kg =0 (128)
or
Tato rovnice mé exponencialni feSeni ve tvaru
& xexp [kn (r — Rg)], (129)

ze kterého je patrny rychly pokles s hloubkou. Jde tedy skuteéné o povrchovy mod.



7 Helioseismologie

7.1 Rezonance a Duvalliv zakon

Rezonanéni podminka pro stojaté viny mezi odraznymi body r; a ro se da zapsat ve tvaru
ro
/drszﬂ(n—i—a), (130)
r1

kde n je fad viny a a fazova zména pii odrazu. Ta zavisi pouze na vlastnostech prostiedi. Specialné pro p mody
s vysokymi frekvencemi, pro které miZeme zanedbat w. dostavame:

R

(n+a)= /Gdrw (lQ - L—Q)m (131)

Cs
T1

Pl ~Tre [y (42" i

2 riw?

Spodni odrazny bod zavisi podle vztahu (I06) pouze na poméru % Stejné tak integrand zavisi pouze na poméru
n—+ o

%. Celkoveé se obecna 2D disperzni relace w = w (n,!) rozpadéa na 1D disperzni relaci mezi poméry % a

Tato skute¢nost je zndméa jako Duvalliiv zadkon. Plati pfiblizné pro 1 < 250 s hodnotou a =~ 1,5. Jinymi slovy
pii uhadnuti spravné konstanty o muzeme rezonan¢ni frekvence p moda popsat jedinou funkci. Zaroven nam
hodnota a napovida o vlastnostech v okoli mista odrazu viny.

7.2 Inverzni tlohy

7.2.1 Inverze rychlosti zvuku

L2 2
Rychlost zvuku v zévislosti na r mazeme odvodit p¥imo 7 rovnice (I32). Zaved me substituce u = — a { = 7“_2:
w c?
(nta) dl
T(n+a« 1/2 dInr
F =—2=/[d — o 133
@) =T~ fag (-0 S (133)
kde jsme oznatili £ = € (Rg). Po zavedeni funkce G = Inr piejde integral na Abeliv:
(n+a) [ G
T(n+ o 1/2
F =——==/d — — 134
) =T fag 6 -0 G (134)
ktery ma analytické feSeni. Zderivujeme rovnici podle w:
dG / d§
Resenf této rovnice je:
€
-2 dF/du
69 -6 == [ (136)
/
J g
©
a po vraceni proménné r odvodime implicitni rovnici pro rychlost zvuku r (¢;):
2 i dF/d
r=rgexp | — /du % (137)
T (u—¢)

Rovnice se da invertovat jednoznatng, protoZe ¢, (r) je monoténni funkce. Takto odvozena rychlost zvuku
souhlasi s modelem Slunce v oblasti » > 0,4Rs a méa okolo r ~ 0,7Rg ,hrb“, ktery koresponduje s hranici
konvektivni zény. Ve vétsich hloubkach se inverze s modelem Slunce neshoduje kvali malému poctu vin, které
do této hloubky pronikaji a s jejich obtiznym méifenim.

10



7.2.2 Perturbace modelu

Cilem inverznich metod je odvodit vylepSeni modelu Slunce, které minimalizuje rozdil mezi odvozenymi a
pozorovanymi frekvencemi oscilaci. Budeme piedpokladat pouze perturbace rychlosti zvuku dcg, kterd vyvola
perturbaci pozorované frekvence dw. Navic pfedpokladame, ze ob& perturbace jsou malé. Rozvoj rovnice (I32)

dcs 1]
podle % a podle had by v takovém piipadé mél byt shodny.
¢ w

S
Rovnici (I32) zapiSseme obecné s perturbacemi ve tvaru:

Ro 5?12 1/2
7r(n+a):/dr lotow) L2 (138)
(cs + dcs) r
r1
Nejprve polozime dcs = 0 a udélame rozvoj integrandu ve frekvencich:
1/2 1/2
(w+6w)® L2 Cw? 14 sw\> L2 B
2 r2 | e w r2 n
wiw N\ 1/2
w? 20w 2742 w2 L2 2wéw\Y? w2 L2 %
Sl e Tl\eteEtrte) e =te_z) <
w? L2
A= E ) (139)
wéw wéw —1/2
2 c2 ow LQCE
A(”@)f” o 1/2A+c_s<1w2r2> (140)
V druhém piipadé polozime dw = 0 a rozvineme integrand podle poruchy rychlosti zvuku:
" 1/2
w? 2] e 1 2| {bﬂ (1 2608) L2] v
(cs +0cs)® 12 c? (1 n %)2 72 2 Cs 2
2¢ 1/2 w2 c
B (w2 L? 2w26cs)1/2 jw? L2 . % _al1 %
2 r2 c3 2 r? UZ_g — f_j 02_22 _ 5_22
w? e —1/2
< e des w L%
A— = =A-—==(1-—==2 141
R () asn
Cs w?r?
Vysledky rovnic (I40) a (I41) musime porovnéavat pod integralem. A se odecte:
Ro _1/2 Ro ~1/2
ow L2c? / dcs w L%
dr—(1-— 5 =—[d 11— 5 142
/ " Cs ( w27°2) / " Cs Cs < w2r2> (142)
Ro _1/2 Ro ~1/2
ow 1 L% / dcs 1 L2
— [ dr—(1- == =— [dr—=—(1-== 143
w rcs ( wQTQ) / " Cs Cs ( w27’2) (143)
T1 T1

Cs

Z pozorovani zndme —, cilem je odvodit . Integral na levé strané ozna¢ime 7. M4 vyznam neporuseného
w

S

. 1 L2c2\ /2

cestovniho ¢asu viny. Cast — <1 - — ;) oznatime Ks.. a nazveme ho citlivostnim jadrem pro poruchu
Cs w?r cs

dcs [ cs. Citlivostni jadro kvantifikuje perturbaci cestovniho ¢asu referenéniho modelu Slunce za p¥itomnosti dané
poruchy modelu (v tomto pfipadé poruchy rychlosti zvuku). Je to jeden ze vstupt do inverzni tlohy a vyhodou
je, ze se d& z modelu predpocitat, coz inverzi velmi urychli. Podobnym zptisobem se mohou pocitat citlivostni
jadra i pro jiné poruchy referenéniho modelu. Cely integral na pravé strané ma vyznam prumérné perturbace
rychlosti zvuku podél paprsku. Celkem ziskidvame tvar:

Ro
5 1 5cs
o :f—/dr % K se (144)

w T Cs
T1
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Zbyva ukazat, Ze 7 je skuteéné neporuSeny cestovni ¢as viny (p modu se zanedbanim w.). Odvodime i

d d d d
trajektorii viny (v paprskové aproximaci). Trasu paprsku v, = &r _ &Y nizeme rozlozit na radialn — = =
dt dk dt  dk,
de d
a uhlovou v % ¢ast. Z radialni ¢asti vyjadiime dt a budeme integrovat pies trajektorii paprsku.
h
dr dw d k. 2k
— = = csq/k?+k2) = cs Ul =27 145
dt — dk,  dk, ( h VEZ R, w (145)
w dr w 1 w 1 dr L3c2 12
df: Ek—r :d?"c—gi(w2 L2)1/2 :d?“é B (1 L2C§)71/2 = Z (1— w27’2) (146)

" b dr 122\ Y2
J— — S
Tt Tt
P . ) dg ) ) o )
Zbyvé urcit, jak se méni thel 6 s hloubkou. Vyraz L upravime nasledujicim zpusobem:
T

o _ dodt  dw dw k7 (148)
" T ak Ak R e 2

+

7.3 Primé metody
7.3.1 Seismicky polomér

Jednoduchym vypoc¢tem mizeme 7 disperzni relace pro f mod odvodit polomér Slunce, protoZe w (1) zname z
pozorovani.

(149)

Takto odvozeny polomér se od skute¢ného lisi asi o 0,3 Mm. To je zpusobeno zejména Spatnym modelem
podpovrchové konvekce a faktem, Ze jsme pii odvozovani disperzni relace pro f mody zanedbali vnéjsi sily.

7.3.2 Vypocet citlivostnich jader

Alternativni vypocéet citlivostnich jader Citlivostni jadra se daji pocitat i z cestovnich ¢asa. Mé&jme

Ro
1 L2 2\ —1/2
7= /dr - (1 - w;;) , (150)

Tt

kde ¢, je funkci vSech nezavislych perturbovanych veli¢in ¢, indexovanych a. Z pozorovanych radidlnich rychlosti
® (x,y,t) si nejprve pomoci vhodného filtru F (w, k) vybereme vlny, které budeme chtit studovat. Nejcast&jsi
jsou hiebinkové filtry, které izoluji jednotlivé mody a fazové-rychlostni filtry, které filtruji mody se spodnim
odraznym bodem ve stejné hloubce. Vysledna dale zpracovavana data ¢ (w, k) = @ (w, k) F (w, k) se vyuzivaji
pro odvozovani ,,pozorovanych® cestovnich ¢asi. Necht x; a x5 jsou dva rizné body na povrchu Slunce. Z bodu
1 putuje vina pod povrchem a v bodé x5 se znovu vynoii na povrchu. Tam vyvola patfi¢nou odezvu. Jako
cestovni Cas je oznacen takovy ¢as 7, ktery maximalizuje kros-korela¢ni funkci C' (1, 22, 7) definovanou jako

T

C(SCl,SCQ,T):/dt/’l/)(al‘l,t/)’l/)(.’BQ,t/+T), (151)
0

kde T je celkovid doba pozorovani. Naslednou minimalizaci rozdilu ,,pozorovaného” a modelem spocteného
cestovni ¢asu pro vSechna pozorovéani indexované a dojdeme k jinému vztahu pro citlivostni jadra:

1 obsh 2
=5 Ea (1o — 72%) (152)
2 . obs o a __
ox* = g (Ta —75°%) o g =0 (153)

a
T(l

Pravé vyraz — muZeme oznacit za citlivostni jadro pro perturbaci ¢®.

q
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Obecna rovnice pro vypodéet citlivostnich jader Pro forméalni odvozeni obecnych rovnic popisujicich
citlivostni jadra si nejprve odvodime obecnou linearni perturbaci disperzni relace. Kvadraty frekvenci jsou

vlastni ¢isla funkci g, takZe obecné disperzni relace je zadéna rovnici

WQQa =£ (Qa) ) (154)
kde £ je formalni zapis pro linedrni operator rovnic stavby. Rovnici vynasobime ¢ a vyintegrujeme pfes objem
Slunce:

f d®r L (o)
2 O]
- B (155)
f d3r 4540
o

Porucha parametri g, se pies operator rovnic stavby promitne v poruchu w?. Pro opravu prvniho Fadu nahra-
dime w? = w? 4 0w? a £ — £+ £1. Pro ,,poruchy nultého fadu* budeme piedpokladat, Ze splituji neporusené
rovnice. Potom rovnice prvniho fadu bude ve tvaru:

g d®r 7oLl (qa)

f d3r 45 4a
©

dw? = = 2wiw (156)

Linearni operator £; v sobé zahrnuje poruchy vSech parametri g, a lze je od sebe odseparovat. Rovnici
[56) jeste vydelime 2w?:

b ) oc?
_‘“:/d% (Kap p+K5c§ 025+Kv~v+~~~> (157)
w C

©

Nesmime zapomenout, ze jsme se omerzili jen na line4drni poruchy a napiiklad magnetické pole je pfi libovolné
nenulové intenzité nelinedrni porucha.

Jak ale vlastné citlivostni jadra pocitat? Vezm&me si dva vektory nezavislych parametra (nap¥iklad hustotu,
rychlost zvuku a zastoupeni helia, rychlosti toki plazmatu) @ a Y. Tyto vektory jsou spolu svazany rovnicemi
stavby (zde zapsané pomoci hermitovské matice A):

Az =Y (158)
Jiz ale vime, ze plati
5—w:/d3er~m:<Kz-a:>, (159)
w
O]
5_w:/d3TKy.y2<Ky.y>, (160)
w
O]

kde jsme formalné zavedli st¥edovani pies objem Slunce. Rovnici (I58) nejprve zprava vynasobme Ky a poté
vystiedujme:
(KyY)=(KyAx) = (A*Kyx) = (K x) (161)

Z porovnani poslednich dvou vyrazi plyne A* Ky = K. Neboli rovnice popisujici citlivostni jadra jsou hermi-
tovsky sdruzené rovnicim stavby.

7.4 Inverzni metody

7.4.1 Time-distance

Obecnéji miuZeme rovnici pro cestovni ¢as a pozorovani a zapsat takto:

79 (r) = /d2r’ dz Z K§(r' —r,z2) ¢ (', 2) + n®(r) (162)

o} p=1

kde 7’ je horizontalni polohovy vektor, z vertikilni slozka polohového vektoru, P pocet perturbovanych pa-
rametri, a indexuje uvazované geometrie §ifeni vin a n® (r) ndhodny Sum, ktery se dad odhadnout z mnoha
pozorovani. Rovnici diferencujeme a tim predepiSeme tvar pro perturbaci cestovniho ¢asu (citlivostni jadro v
perturbované rovnici jiz neni kompletni, ale linearizované):

P
57 (r) = /d2r' dz Z K§(r' —r,2)5¢° (r',2) + n® (r) (163)
o) p=1
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Poruchu cestovniho ¢asu zname diky porovnéani s modelem, ke kterému chceme hledat vylepSeni, a ve kterém jsou
zarove po¢itana citlivostni jadra. Existuji dvé hlavni metody, jak z této rovnice odvodit parametry ¢ (r/, 2),
které nas zajimaji.

RLS (Regularised Least-Squares) Metoda RLS spo¢iva ve fitovani parametrii 6¢° (7', z) v rovnici (I63).
Cilem je minimalizovat rozdil pozorovanych a modelem spoc¢tenych cestovnich Casii za soucasného potlaceni
nepfirozenych FeSeni (tzv. regularizace). Celkem se hled4 minimum x? viéi dg* ve tvaru

2

P
1
2= Z s o — /d2r’ dz Z K§(r' —r,2) 6q® (r',2) | + pL (6¢%), (164)

a ® B=1

kde L je regulariza¢ni operétor, kterym miuZeme potlac¢ovat nefyzikalni vlastnosti feSeni a p je uZivatelem na
zékladé zkuSenosti voleny parametr, ktery zvysuje nebo snizuje vyznam regularizace. Vyhodou této metody je
malé ¢asova narocnost inverze. Metoda ale neni dostateéné robustni.

SOLA (Subtractive Optimally Localised Averaging) Metoda SOLA je zejména pro vétsi datové sety

¢asové naro¢néjsi nez RLS, av8ak jejim vysledkem jsou lépe lokalizovana a snadngji interpretovatelna primérovaci
jadra a nizs$i mira systematickych chyb, zptusobend Spatnou lokalizaci pramérovacich jader okolo zkoumané
oblasti. SOLA hled4 FeSeni (IG3) v bodé (rg, z9) ve tvaru konvoluce neznamych vahovych funkei w a poruseného
cestovniho ¢asu. Za 7% dosadime z rovnice (I63)):

5 7’0,20 ZZw 7’!’0,20) ot (’I"Z) (165)

8q¢* (ro,20) = /d2r’ dz Z lZZw — 10, 20) K§ (r' — i, 2)| 6¢° (v, 2)
—+ ZZU} To,Zo) na (Tz) (166)

Clen [] oznatime Kg (', 2,20) a nazveme ho prameérovaci jadro. Jeho vyzname je citlivost metody na zménu
parametru 0¢® p¥i zméné parametru 6¢° jako funkce polohy. V idealnim piipadé je primérovaci jadro Gmérné
delta funkci. Rovnici ([I66)) jests rozdélime na ¢len 8 = « a €Eleny 8 # a:

P
8q¢® (ro,20) = /d2r’ dz Z K§ (v, 2,20) 66° (v', 2) + Z ng‘ (ri — 1o, 20) n® (7;) (167)
B=1 % a

5q* (ro, 20) = /d2r’ dz K (v, 2, 20) 6q“ (7', 2 +/d2r’ dz Z K§ (r',z,20) 6¢° (v', 2)
® B#a

—+ ZZw — To,Zo) na (Tz) (168)

Funkce w se odvozuji z minimalizace x2 ve tvaru:

X2 = /d2’l"/ dz [Icg (’I‘/,Z,Zo) 77‘(7’/72720 +u Z ’I"“ZO Aa ( 7Tj)wl? (’I’j,Zo)

® i, J,a,b

+v Z /d%a/ dz [K§ (7', 2 Zo)} + EZ[ (74, 20)] Z)\B /d%«’ dz K§ (', 2, 20) — 03 (169)

B#a g a,i

V této rovnici je T (', 2, z9) uZivatelem volena funkce (cilova funkce), ktera je lokalizovana kolem vysetfovaného

mista, jinde je nulova (nej¢astéji gaussian), u, v a € jsou (podobné jako u RLS) volené kompromisni parametry,

které potladuji nefyzikalni feseni (typicky se napoc¢ita cela fada modeli pro rtzné hodnoty u, v a € z nichz se

nésledné vybere nejlepsi kombinace) a A% (r; — r;) = cov [n® (r;),n® (r;)] je Sumova kovarianéni matice. Do

rovnice (I69) se navic ptidévaji normalizaéni podminky V3 : [ d?r’dz K (r',z,20) = 65 pripojené pomoci
®

Lagrangeovych multiplikatori \2.
Prvni ¢len v rovnici (I69) mé vyznam odchylky primérovaciho jadra od cilové funkce (tzv. misfit), ¢len
imérny p minimalizuje pFispévek nadhodného Sumu, ¢len tmérny v minimalizuje tzv. cross-talk. To jsou nechténé
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piispévky do hodnoty §¢® z hodnoty d¢” (napiiklad nechceme, aby se ¢ast rychlosti tokii plazmatu piicetla k
rychlosti zvuku). Posledni ¢len amérny e ma za tkol lokalizovat vahové funkce okolo pocatku soufadnic.

Hled4 se minimum y? viiéi w® a Lagrangeovu multiplikitorum M. Vyhodou je vyuziti planparalelni geo-
metrie a feSeni inverze ve Fourierové prostoru. Vysledkem inverze jsou vahové funkce. Jejich aplikaci na rovnici
([@I63) odvodime kyzené poruchy referenéniho modelu.

Na obrazku Bl mizete vidét piiklad inverze pro slozku x vektoru rychlosti podpovrchovych tokt v hloubce
0,5 Mm. Ve ve stupni Sedi zobrazeno primérovaci jadro. Cervena krivka je 50 % maximalni hodnoty cilové
funkce, zluta kiivka je 50 % maximélni hodnoty priimérovaciho jadra v hloubce 0,5 Mm, a modra respektive
zelena je plus respektive minus 5 % maximalni hodnoty prameérovacich jadra v hloubce 0,5 Mm. V hornim
rfadku je zobrazen fez 3D prumérovacim jadrem v hloubce 0,5 Mm pod povrchem, ve spodnim fadku naopak
fez kolmo na osu symetrie. V prvnim sloupci je zobrazen hlavni p¥ispévek do misfitu (tj. kvalita nafitovant
prumérovaciho jadra na cilovou funkci). V ostatnich sloupcich vidime p¥isp&vek cross-talku. Cross-talk mezi v,
a viemi ostatnimi veli¢inami je zanedbatelny. V ,cross-talkovych® sloupcich je cilova funkce identicky nulova,
tyto hodnoty jsou tedy také soucasti misfitu. Na obrazku muZete také vidét hodnoty pouZzitych kompromisnich
parametru pro tuto inverzi a chybu vysledné veli¢iny.

Na obrazku M vlevo jsou zobrazeny vahové funkce w® pro vektor toku a poruchu rychlosti zvuku. Prvni a
posledni sloupec popisuji vSesmérovou citlivost na p¥itomnost vin, druhy sloupec na vlny ve sméru vychod-
zépad a tieti sloupec na vlny ve sméru sever-jih. V pravé ¢asti obrazku je zobrazena mapa rychlostnich poli v
hloubce 0,5 Mm, v okoli rovniku a mimo aktivni oblasti. Barevna mapa koresponduje s vertikalni rychlosti, §ipky
pak s horizontalni rychlosti. Referen¢ni §ipky v levém spodnim rohu odpovida horizontélni rychlosti 250 m/s.
Pokud bychom vykreslili pouze oscilace vertikalni rychlosti, byla by patrn4 silna divergence horizontalnich toku
ve stoupavych proudech a silnd konvergence horizontédlnich toku v klesajicich proudech. Po pfidani stfedni
hodnoty vertikalni rychlosti to jiz tak patrné neni. Stale ale plati, Ze divergentni horizontalni toky se objevuji
tam, kde je vertikilni rychlost vy$si a konvergentni toky tam, kde je vertikilni rychlost nizsi. Chyby jednotlivych
inverzi jsou uvazovany pii cestovnich ¢asech priamérovanych po 24 hodin.
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Obréazek 3: Priklad inverze slozky x rychlosti toki v hloubce 0,5 Mm. Ve stupni Sedi zobrazeno prumeérovaci
jadro. Cervena kiivka je 50 % maximéalni hodnoty cilové funkce, zluta kf¥ivka je 50 % maximalni hodnoty
priumé&rovaciho jadra v cilové hloubce, a modra respektive zelend je plus respektive minus 5 % maximaln{
hodnoty pramérovacich jadra v cilové hloubce. V hornim fadku je zobrazen fez 3D prumérovacim jadrem v
cilové hloubce, ve spodnim fadku fez kolmo na osu symetrie.
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Obrazek 4: Leva ¢ast: Priklad vahovych funkci pro jednotlivé inverze. Prvni a posledni sloupec popisuji vSe-
smérovou citlivost na pfitomnost vin, druhy sloupec na vlny ve sméru vychod-zapad a tieti sloupec na viny ve
sméru sever-jih. Prava ¢ast: Mapa rychlostnich poli v hloubce 0,5 Mm, v okoli rovniku a mimo aktivni oblasti.
Barevni mapa koresponduje s vertikalni rychlosti, 8ipky pak s horizontélni rychlosti. Referenéni ipky v levém
spodnim rohu odpovida horizontalni rychlosti 250 m/s. Uvedené chyby jsou za pfedpokladu cestovnich casii
prumérovanych 24 hodin.
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