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0.1 Hydrodynamika srazek asteroidu

Pri srazkach pevnych téles se potykame s nasledujicim problémem: télesa na zacat-
ku zabiraji jen omezeny prostor a okolo je vakuum. Po srézce se vSak rozpadnou
na ulomky, které odlétaji vysokou rychlosti. Vypocetni doména by tak musela
byt zbytecné velikd a kdyby se ukazalo, ze tlomky leti ,do Prcic“, byli bychom
tamtéz. Proto je mnohem vyhodnéjsi pro srazky pouzit popis lagrangeovsky, pri
kterém se pozorovatel pohybuje s proudénim kamkoliv.

0.1.1 Lagrangeuv popis

Sepisme nejprve potfebné rovnice. Rikali jsme, Ze sledujeme pohyb, ¢li na le-
vé strané pouzivame zasadné totalni casové derivace. Rovnice kontinuity je tedy
(v jednotkdch kgm—2s~1):

dp
B A VAR 1
7= "V (1)
Navierova—Stokesova rovnice (ms~2):
dv 1 1
Y IVP-V®+-V-§ 2
g7 p +3 ; (2)
1. véta termodynamickd (Jm=3s71):
dUu
o = PVovas g [Vv (V)] (3)
Poissonova rovnice (J kg™ ' m~2):
V20 = 4nGp,

stavova rovnice pro pevnou latku (Tillotson 1962; Pa)!:

A(£71)+B(£*1)2+GPU+% pro U < Uiy ,
Top2 1
P= (4)
apU + Ubiigﬂ + A(p% - 1) e_ﬁ(%o_l) e_a(%_l) pro U > Uy,
U o2

konstituéni rovnice pro pevnou latku (Hooketiv zédkon; Pas™!):

ds
I =21 L [V + (V)] + (p2 — 2111) V- v . (5)

L piiblizns zohlednuje i fazové prechody, ostatné ¢len pU odpovida idedlnimu plynu; dokonalejsi
stavovou rovnici by byla ANEOS (Melosh 2000), ale tato neni volné dostupna.



Znaceni jest nasledujici: p hustota, v rychlost, P tlak (izotropni ¢ést), S ten-
zor napéti (deviatorickd ¢éast), U mérnad vnitini tepelnd energie, po hustota pii
nulovém tlaku, Uy vnitini energie pri nulovém tlaku, Ui, pfi poc¢inajicim vyparo-
vani, U, pii Uplném vypareni, A, B, a, b, a, B dal$i parametry stavové rovnice,
p1 dynamicka (prvni) viskozita, po objemova viskozita, I jednotkovy tenzor.?:3

Kdybychom chtéli konstituéni rovnici rozepsat maticoveé, vidéli bychom, ze:

Ovy ;(m+m) l(@+%>
q Sll 5'21 5'31 861:1 ) 2 61‘; Oxo 2 Zwl 21:3
_ — 1(0vy 4 Ouy Vo 1 0vs |, Ovy
dt S12 522 S32 - 2/1’1 2 <8x1+8x2) Oxa 2 (8:82 Bacg) +
S13 523 Ssa 1(0vg 4 Ov ) 1(0duvg | vy dvg
2 82‘,‘1 8.’£3 2 8372 81‘3 amg
Ovy | vy | Ovs
8I1+31’2+313 5 g 5 0
_ 2 Ovy | Ova | Ouz
+ (M2 3/1’1) 0 811+8x2+0m3 0 5
Ovy | Qv | Ovg
0 0 8$1+8a:2 Oxs

Vsimnéme si, Ze se zde tenzor napéti S velmi lisi od tekutin! Napéti je v pevné
latce pritomno, i kdyz pohyb ustane. V tekutinach by napéti existovalo pouze
pii vzajemnych pohybech; konstituéni rovnice by proto byla bez ¢asové derivace
vlevo, tzn. § = py [Vv + (Vv)T] + (u2 — 2p1) V- v 1.

0.1.2 Elasticita, plasticita a praskliny

U pevnych latek musime byt obezietni, nebot platnost Hookeova zdkona je omeze-
na. Plati pouze v elastické oblasti (viz obr. 1), ve které je vztah mezi deformaci (tj.
relativni zménou délky) a napétim linedrni, schematicky ¢ = Eo; kde E oznacuje
Youngtv modul pruznosti.

Pak ovsem nasleduje plastickd oblast, kde deformace rostou i pti takrka kon-
stantnim (velkém) napéti. Toto popisuji poddajné vztahy (angl. yielding), na-
pifiklad von Misesovo kritérium. Jde o horni mez pro tenzor napéti, resp. jeho
neizotropickou ¢ast:

2

$§=1fS, f:min[y

—.1 Jy = SPges 6
3J27:|7 2 ) ()

kde Y oznacuje mez pruznosti.

2 Symboly Vv, (Vv)7T jsou tenzory druhého Fadu se slozkami Viv;, resp. V;v;.

3 Faktor f%,ul je pred V -v proto, Ze izotropni pusobeni jiz bylo vy¢lenéno jako tlak, resp. VP,
¢ili zde ho musime odecist! V Navierové—Stokesové rovnici, tzn. po provedeni V -§, by odpovidal
faktoru +%u1.



Hydrodynamika srazek asteroidi 0.1

Nakonec musime uvazit mez pevnosti, po jejimz prekroceni se nepatrné poru-
chy v materialu rozvijeji jako praskliny, rostouci fadové polovi¢ni rychlosti zvuku.
Grady a Kipp (1980) pro popis téchto jevii zavedli parametr poskozeni D (an-
gl. damage), 0 < D < 1, a provadéji logickou tpravu celkového tenzoru napéti
pro pripad stlacovani nebo roztahovani:

o _{_P5a6+(1_D)Sa/3 pro P >0, (7)
*P 7\ = (1=D)Pbas+ (1 —D)Sas pro P <0.

Zcela zni¢eny materidl (rozuméj rozdrceny na prach) s D = 1 nevykazuje zadnéd
napéti ani se nijak nebrani roztahovani.

Souvisejici a neméné dilezitou vlastnosti materialu je koncentrace poruch, re-
spektive jeji rozdéleni (Weibull 1939):

n(e) = ke™ (8)
dle aktiva¢ni meze ¢, nad kterou se zacnou poruchy rozvijet v praskliny; k, m

jsou materidlové parametry. Podrobny popis této slozité problematiky je uveden
v Benz a Asphaug (1994).
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Obr. 1 — Typickd zavislost mezi napétim a deformaci pro pevné latky. Prevzato z Maindl

(2013).

0.1.3 Metoda hlazena éasticova (SPH)

Pro numerické vypocty se Casto pouZivd metoda SPH (z angl. smoothed par-
ticle hydrodynamics), ¢ili metoda hlazend ¢asticova. Namisto kontinua uvazuje-
me mnozinu vzajemné interagujicich ¢astic. Hustota je prosté dana jejich poctem
v daném objemu. Pohybuji se jako by slo hmotné body (dle lagrangeovskych rov-
nic), ale maji samozfejmé piisouzeno vicero vlasnosti (v, U, P, §). Mozné bychom
jim proto neméli fikat castice, ale radéji ,numericka vozidla“.



Vezméme nejprve rovnici kontinuity (1). Jde ndm o to, abychom se elegantné
zbavili prostorovych derivaci, konkrétné V-v. Za¢neme obdobné jako pfi konvoluci
s ¢ funkei:

v(r):/Qv(r’)é(|r—r'|,h)dﬂ,

ale tato nespojita funkce pro nas evidentné neni vhodnéa. Proto provedeme vyhla-
zeni konvoluci s funkci W zvanou kernel:

vio) = [ v W = rl.na. (9)

kde Q oznacuje oblast prostoru, h hladici délku; jde o aproximaci s presnosti
O(h?). Pak vyjadiime divergenci:

V.v(r)= /Q[Vr/ v W (lr —r'|,h)dQ =
= / Ve - v YW (Jr —r|, h)]dQ —/ v(r') - V. W(lr—r'|,h)dQ =
Q

Q

= 0 na hranici

/_/% .
/ vl YW(lr—r|,h)dl — ... =
o9

—/ v(r') - V. W(lr—r'|,h)dQ = / v(r') -V, W(lr—r'|,h)d2, (10)
Q Q

kde jsme vyuzili derivaci sou¢inu, Gaussovu vétu a skutecnost, ze na hranici je
kernel W roven nule Poznamenejme, Ze operator V nejprve piisobi na 7/, ale
na konci jsme uplatnili antisymetrii VW. Derivace samoziejmé nezmizely Gplné;
zustal nam zde ale jakysi vazeny priumeér gradientu W, ktery lze pii zvoleném W
predpocitat.

Diskretizace v prostoru spoc¢iva v nahrazeni integralu sumou:

Nokolo
Vovi= Y v VW (r —nLh)% (11)

j=1 J

pfi¢emz séitame pouze pres ¢astice nachazejici se v okoli |r; — rj| < h.
Nejjednodussi diskretizace v Case by zfejmé byla:
dt At
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vysledné explicitni integra¢ni schéma je pak:

= = At v W (I = sl )
j J

Pro Navierovu—Stokesovu rovnici (2) bychom potfebovali V P:
VP(r):/[VT/P(r)] (Jr=r'|,h)dQ = / YV W(lr—r'|,h)dQ
Q

coz po diskretizaci vede na:

VE =Y PVW(r — 1l )L (13)
- Pj
J
Tento vyraz vsak neni symetricky vzhledem k i, 7, coz se ukazuje jako nebezpecné
z hlediska numerického. Obdobné musime vyjadfit V - S:

V-S(r) = /Q Y, - S W (|r — '], h)dQ = /Q S(F) - VW (| — |, h)dQ

¢éili:
. m;
V-8§=> 8 VW(r—rj|,h)—, (14)
A Pj
J
s touz poznamkou.
Pro energetickou rovnici (3) bychom potfebovali jesté znat diskretizaci tenzoru

(pséno radéji ve slozkéch):

m
Vavs = [ (TavalW(Ir = | a2 = 3 03, Tal (s = 5], )™
Q - j
J
Cela metoda SPH by tedy mohla vypadat takto (piSeme ovSem strucnéji W;;(h)
namisto W(|r; — rj|, h)):

M.

= At} Y v Wy ()2
j J
. At .
vitl oy - 2 ZP”VW”( W 20N s T (h)
i ; Pj pi 5 Pj
Urtt = Up — AP Y v VW ()
J Pi
A ) 9 m;
n 1 n n J
+ az::l 2 Sap 3 Xj: Vg; @Wij(h) + Vg @Wm(h)pﬁ?



Pro jednoduchost jsme si dovolili vynechat gravitacni zrychleni (—V®), abychom
nemuseli fesit Poissonovu rovnici, nicméné viz Canup (2004).

0.1.4 Alternativni vyjadreni prostorovych derivaci

Existuji ovSem i alternativni lepsi formulace (ekvivalentni az na O(h?)), které
jsou numericky stabilngjsi (Cossins 2010, Price 2008). Vychézeji z lagrangidnu
nebo z nasledujici vektorové identity, resp. gradientu soucinu:

VPp® = p?VP + Pap® 'Vp,

odkud:

VP = p—la [VPp* — Pap®'Vp| .

Specidlné pro a = 1:
1
VP = p [VPp—Pp~'Vp|,

coz by mimochodem ptesné fesilo konstantni P. Pro a = —1 bychom obdrzeli:
VP =pVPp '+ Pp~tvp,

coz by naopak zachovévalo celkovou hybnost. Tlakovy ¢len by mél po provedeni
prislusnych diskretizaci podobu bud:
1

VR = > (= Py) Wij(hym,
o

nebo:

P P
VP; = p; Z <2 + %) Wij(h)m ;

T \Pi P
obzvlasté posledni je krasné symetricky.

0.1.5 Kernel ¢ili hladici funkce

Idedlné by mél kernel W splitovat tyto pozadavky: i) normalita, ii) kompaktnost,
iii) limita pro h — 0 je ¢ funkce, iv) pozitivita, v) byt ryze klesajici, vi) symetrie,
vii) hladkost. Splnit vSech sedm najednou je takika nemozné, naptiklad Gaussova
funkce postrad4 ii). Nicméné nejpouzivanéjsi kubicky spline na tom neni Spatné,
lze mu vytykat jen vii) (obr. 2):

3 %—4R2—|—4R3 pr00§R<%,
W(Rh) = =5 3 —4R+4R* — 3R pro 3 <R <1, (15)
0 pro R>1.
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Jeho prvni derivace je:

5 — 8+ 12R? pro0 < R < 3,
_ 1
W'(R,h) = 573 —4+8R—4R* pro3 <R<1, (16)
0 proR>1,

druhé je lomena a tieti nespojita. Volba hladici funkce mtize ovlivnit pfesnost
feSeni a je nutné ji vénovat zvySenou pozornost, obzvlasté v piipadech derivaci
vyssich rada.

Obr. 2 — Kubicky spline W (R, h) dle rovnice (15).

0.1.6 Pocatecni a okrajové podminky

Vytvoreni pocatecnich podminek pro simulace srazek je jednoduché — spociva
generovani pozadovaného poctu ¢astic SPH, jejich rozmisténi uvnit¥ koule, resp.
simulovaného télesa, pfifazeni pocateénich pg, vy, Up. Casto se pouziva rovno-
mérné rozmisténi ¢astic; nelze pouzit zcela ndhodné, protoze by vznikaly nerealné
velké gradienty. Mozné je optimalni néco mezi tim (viz Diehl aj. 2012).

Okrajové podminky jsou jesté jednodussi, nebot okolo je vakuum, ¢ili nemusime
délat nic. Ostatné metoda SPH je pro tento ptipad zvlasté vhodna.

V opa¢ném (horsim) pfipadé bychom museli vytvaret virtudlni édstice s vhod-
nymi vlastnostmi, které by vymezovaly hranici. Pfipisuje se jim odpudiva sila,
ktera brani unikdni normaélnich ¢astic z daného prostoru. Druhou moznosti je
pouziti ducharskijch castic, které aktualni stav ¢astic uvnitt prostoru zrcadli vné.

0.1.7 Fragmentad¢ni faze

Po kontaktu projektilu a terce zac¢ind prvni faze srazky, a to fragmentace terce.
Pro terce o velikosti planetek (D < 100km) lze simulaci provadét metodou SPH
(Benz a Asphaug 1994) bez vlivu gravitace, tzn. bez feseni Poissonovy rovnice.



Pozadujeme, aby jeji trvani odpovidalo pfinejmensim dobé priichodu razové viny
teréem tam a zpét, At = 2D /vjyp. Pribéh jedné takové simulace zachycuje obr. 3.
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Obr. 3 — Simulace srazky mezi teréem o pruméru D = 100km a projektilem s D = 30km,

s impaktni rychlosti vimp = 15km/s a thlem @i, = 30°. Graf ukazuje polohy (z,y) pfiblizné
1.56 - 105 SPH é&astic; jejich barvy odpovidaji logaritmu mérné vnitini energie U (v jednotkach
ergg™1). Integrace byla ¥izena Courantovym ¢islem C' = 1.0, typicky casovy krok byl tedy
At ~ 1075 s trvani tstop = 6.0s. Materidlové parametry pro bazalt (Benz and Asphaug 1999):
hustota p¥i nulovém tlaku po = 2.7 gcm ™3, objemovy modul A = 2.67-10'! erg cm ™3, nelinearni
tlakovy ¢len B = 2.67-10'! erg cm—3, Tillotsonovy parametery Uy = 4.87-10'2 ergg™1, a = 0.5,
b=15 a=5.0,a8 = 50, poéinajici vypatovani U;, = 4.72 - 101%ergg—!, uplné vypateni
Uey = 1.82 - 10 ergg™!, modul pruznosti ve smyku p = 2.27 - 10' ergecm ™3, mez pruznosti
Y = 3.5-10%ergg~!, mérna energie taveni Uy = 3.4 - 1010 ergg—1, parametry Weibullova
rozdéleni poruch k = 4.0-10%° cm =3, a m = 9.0. Po¢itano programem SPH5 (Benz and Asphaug
1994).

0.1.8 Reakumulaéni faze

Druhou navazujici fazi je reakumulace. Tu je moZzno v prvnim piibliZzeni pocitat
naopak bez jakékoliv hydrodynamiky, jako ¢isté gravita¢ni interakci fragmenti
poéitanou N—¢asticové (Richardson et al. 2000). Vysledek hydrodynamického vy-
poctu se ovSem musi néjak transformovat do podoby pocatecnich podminek pro
pevné Castice. Dalsimi obvyklymi zjednodusujicimi pfedpoklady jsou: i) vSech-
no jsou koule; ii) p¥i prvnim dotyku se koule spojuji do vétsi koule. Ztrécime
tim samoziejmé jakékoliv informace o rotaci nebo tvaru fragmentt. Navic, aby
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byla tloha vypocetné zvladnutelnd, pouziva se metoda k—d stromu (konkrétné
t¥irozmérného stromu), ¢ili pusobeni vzdalenych ¢éstic se nepocité jednotlive, ale
hromadné.

Vysledek celé simulace (obr. 5) lze porovnévat naptiklad s pozorovanym rozdé-
lenim velikosti ¢lenti dané rodiny asteroidi (Durda aj. 2007, Benavidez aj. 2012),
pfipadné s pozorovanym rychlostnim polem (Nesvorny aj. 2006). Musime samo-
ziejmé uvazit, ze oboji mohlo byt zménéno pii dlouhodobém orbitalnim vyvoji
rodiny a sekundarnich srazkach.
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Obr. 4 — Kumulativni rozdéleni velikosti N(>D) pro podmnozinu 30 riznych simulaci srazek

monolitickych asteroidti s primérem ter¢e D = 100km a impaktnim thlem ¢, = 45°. Jed-

notlivé simulace se li§i rozmérem projektilu d = 10, 14, 18, 25, 34 a 46 km (smérem shora doli)

a impaktni rychlosti vimp = 3, 4, 5, 6 a 7km/s (zleva doprava). To odpovidé rozsahu od pouhého

kraterovani po katastroficky rozpad, coz se projevuje i zfetelné odliSnymi histogramy N(>D).
Prevzato z Durda aj. (2007).
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Obr. 5 — Vlevo koneéné rychlosti téles po simulaci srazky ter¢e D = 100km a projektilu

d = 25km, s rychlosti vipmp = 5km s~1 a thlem ¢imp = 45°. Velikosti symboli odpovidaji

hmotnostem. Vpravo odpovidajici diferencialni histogram rychlosti vyhozu dN (vej), v porovna-

ni s jednoduchym modelem Farinelly aj. (1994). Vidime, ze vrchol histogramu je na hodnoté

srovnatelné s inikovou rychlosti vesc puivodniho materského télesa. Pocitano programem Pkd-
grav (Richardson aj. 2000).

0.1.9 Skalovaci zédkon

Z celé sady simulaci 1ze odvodit skalovaci zdkon QF () (Benz a Asphaug 1999),
¢ili zévislost pevnosti (v jednotkéch J kgfl) na poloméru r, kterd je nejduilezitéj-
§im vstupem pro statistické modely srazek (viz kap. ?7). Sta¢i pomoci interpolace
zjistit, pri jaké kinetické energii Fy projektilu dochazi k rozptyleni poloviny hmot-
nosti terce.

Prubéh funkce Ize vystihnout polynomem:

1
Qp = (Qor + Bpr’), (17)
Gfact

kde hodnoty parametrti pro rizné materialy shrnuje tab. 1 a funkci obr. 6. Fak-
tor gg.cy se uziva pouze tehdy, chceme-li vyjadrit, Ze pevnost je ¢ krat mensi nez
néjaky standardni materidl; jinak nemé smyslu. VSimnéme si, Ze a je zadporné a b
kladné. Davodem prvého je skutecnost, ze v malych balvanech je malo poruch
(prasklin), a tudiz jsou pevngjsi. Tato ¢ast Skdlovaciho zékona je ostatné ovére-
na laboratornimi experimenty. Divodem druhého je rostouci gravitac¢ni vazebna
energie F,, ale zavislost nebyva tak strmé jako b = —2, nebot nerozptylujeme
cely terc¢, nybrz pouze néjakou polovinu.

10
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Vimp Qo B a b
kms ergg~! ergcm® g2
basalt 5 9,0-107 0,5 —0,36 1,36
led 3 1,6-107 1,2 —0,39 1,26
Tab. 1 — Parametry $kalovaciho zdkona (17) pro basalticky a ledovy materidl s monolitickou

Obr.

strukturou. Pfevzato z Benz a Asphaug (1999).
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6 — Skalovaci zakon Q7 neboli zavislost pevnosti na priméru D, pro monoliticky basalt
a led a rizné hodnoty impaktni rychlosti vipyp. Podle Benz a Asphaug (1999).
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