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Titulni obrazek: Relativni plogna hustota (X — £(r))/E protoplanetarniho disku, v némz jsou
vnoreny vznikajici terestrické planety. Na ose x je polarni souradnice ¢, na ose y radidlni vzda-
lenost r (mezi 0,9 az 1,1 au); X je zobrazena barevnou $kélou (Cerna — fialova — ). Bilé linie
znazornuji proudnice plynu, ovlivnéné pfitomnosti protozemé (o hmotnosti 0,5 Mg ) a také soused-
nich protoplanet. V plynu jejich gravitacni ptisobeni zptisobuje jednak spiralni ramena a jednak
korotaéni zény. Naopak nerovnomérné rozlozeni plynu zpiisobuje migraci protoplanet. Vypocet
programem Fargo—Thorin (Chrenko aj. 2017).
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Slovo Giivodem

Hydrodynamika ma v astronomii vysadni postaveni. Dovoluje nam fyzikalné popi-
sovat jevy v jejich slozitosti a Gplnosti, a umoznuje nam tak proniknout k podstaté
véci. Pokud nés jako nejzazsi cil zajimé vznik planety Zemé — ktery ovSem tzce
souvisi se vznikem a vyvojem centralni hvézdy, ostatnich planet, asteroidi i komet,
jejich vzajemnymi srazkami, interakcemi s meziplanetarnim plynem, prachem, za-
fenim, atd. — bez hydrodynamiky se prosté neobejdeme.

Ucebnice Hydrodynamika v astronomii je ur¢itym pokracovanim Fyziky sluneéni
soustavy (vydané v roce 2013), ale zde se zabyvame obtiznéjsimi problémy a pokro-
c¢ilejsimi metodami. Zakladem jsou pojednani o protoplanetarnim disku, srazkach
asteroid® nebo vedeni tepla, coz jsou tlohy, na nichz se mizeme dobfe naucit eu-
lerovskému i lagrangeovskému popisu, a také vicero numerickym metoddm (FDM,
FVM, FEM nebo SPH).

Zaroven rozSifujeme ucebnici Stavba a vyvoj hvézd (vydanou v roce 2011).
Nejenze o hvézdach pojednavame jinym, obecnéjsim zptisobem — diskutujeme vitr
v atmosfére, prenos zafeni — ale pro popis prvnich hvézd ve vesmiru potiebuje-
me znat i kosmologicky kontext, abychom mohli hydrodynamiku aplikovat na téch
nejvétsich meéritkach.

Uvédomme si jiz nyni, ze néas cekaji opravdu zdsadni obtize. Vyjadieno ctyr-
mi slovy: i) turbulence, ii) nevratnost, iii) chaos a iv) stochasticita. Vicero slovy:
hydrodynamické rovnice vykazuji nékolik nevyhnutelnych nestabilit, které se pro-
jevuji jako turbulence. Procesy jako srazky téles jsou termodynamicky nevratné,
¢ili rovnice nelze integrovat zpét v case; méreni pocate¢nich podminek v c¢ase t = 0
— ktery ani nezname a priori — je zhola nemozné. I v jednoduchych systémech
N téles vznikd deterministicky chaos, ovliviiujici vyvoj celého systému. A konecéné,
nékteré udélosti jsou ziidkavé a bud nastanou, nebo ne; uvazit ovSem musime obé
moznosti.

Podékovani za spolupraci v poslednich letech patii prinejmensim: Ondfeji Chren-
ko, Pavlovi Seveckovi, Jakubovi Rozehnalovi, Davidovi Vokrouhlickému, Petrovi
Harmancovi, Milosovi Bockovi, Tomasovi Zemanovi, Tomasovi Turkovi, Zdenku
Bardonovi, Josefu Durechovi, Josefu Hanusovi, Martinovi Lehkému. V této uceb-
nici jsme uplatnili poznatky ziskané pii feseni projektti Grantové agentury CR
(P209/13/01308S, P209/18/06083S) a Technologické agentury CR (TA 03011171).
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Oznaceni velicin

Vzhledem k velikému poctu fyzikdlnich veli¢in, které jsou v knize pouzité, neni
jejich oznaceni bohuzel unikatni. V jednotlivych kapitolach je ovSem vyznam patrny
z kontextu. Kromé veli¢iny je v tabulce uvedena jednotka v soustavé SI, i kdyz
v praxi mize byt obvykla jednotka jind (cgs, arcsec, pc, apod.).

« 1 parametr konvekce

« 1 viskdzni parametr

« Jkg™* meérna energie

Qlay 1 parametr umélé viskozity

Qg 1 parametr semikonvekce

Qn 1 parametr termohalinni cirkulace
ay 1 koeficient teplotni roztaznosti

B rads~'m™! derivace Coriolisova parametru
Bav 1 parametr umélé viskozity

~ ms~! systemicka rychlost

r 1 adiabaticky index

r 1 hranice oblasti

I, m~! Christoffeltiv symbol

1) 1 Diracova distribuce

0ij 1 Kroneckerovo delta

At s ¢asovy krok

Az m prostorovy krok

€ 1 deformace

€ 1 emisivita

€ Pa aktivacni mez

€ Wkg! meérny vykon

€y Wkg* meérny vykon neutrin

€nuc Wkg! mérny vykon termonuklearnich reakci
€ij st tenzor rychlosti deformace

€rs 1 tenzor deformace

€ijk 1 Leviho—Civituv symbol

n 1 parametr excentricity

Nik Minkowskiho tenzor

0 rad thel od osy

K m2kg ! integralni opacita

Ky m?kg ! monochromatické opacita

KX m2kg™! monochromatickéd opacita

k3PS m?kg ! monochromatickd opacita pro absorpci
R m? kg 1 monochromatickéd opacita pro rozptyl
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Oznadeni veli¢in

Kp m2kg ! Planckova opacita

KR m2kg ™! Rosselandova opacita

A m vlnova délka

A rad prava délka

A Pa Laméova konstanta

o rad stredni délka epochy

Alim 1 limiter toku

A m~2 kosmologické konstanta
A operator A iteraci

1 1 stfedni molekulovd hmotnost
1 1 smérovy kosinus

1 1 funkce stinéni

1 Pa Laméova konstanta

1 m3 52 soucin Gm

11 kgm~'s! dynamickd viskozita

12 kgm~'s! dynamické objemova viskozita
Hvac NA—2 permeabilita vakua

v Hz frekvence

v m?s~! kinematicka viskozita

v 1 funkce viditelnosti

v 1 Poissoniiv pomér

T 1 Ludolfovo ¢islo

w rad délka pericentra

IL;; m®s 2kg™! uméla viskozita

P kgm™3 hustota

Pe kgm™3 kriticka hustota

Pd kgm™3 hustota prachu

P kgm™3 hustota hmoty

Prel kgm™3 hustota zafeni a neutrin
PA kgm™3 hustota temné energie

ps kgm™3 hustota, ¢stic

PO Cm™3 nabojova hustota

o Pa napéti

o kgm™3 plosné hustota

oo Q tm! elektricka vodivost

OSB Wm2K™* Stefanova—Boltzmannova konstanta
0ij Pa tenzor napéti

T S Casova skala

T 1 optické tloustka

T, 1 monochromatickéa optické tloustka
10) rad azimutalni thel

10) 1 konformni faktor

P12 1 normalizovany profil ¢ary
oG 1 Gaussuv profil

14
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1 Hydrodynamika
protoplanetarniho disku

Mayjic urcitou predstavu, ze ve vesmiru existuji hvézdy a okolo nich plynoprachové
disky (Broz a Solc 2013), zkonstruujeme zde pomérné tplny fyzikalni model tohoto
disku. Budeme ptitom postupovat ,opacné nez kolega Komensky“, ¢ili od slozitého
k jednoduchému. Sepiseme nejprve vSechny relevatni rovnice, abychom je vidéli
v celé krase, a teprve poté budeme diskutovat jednoduché situace.

Disk si budeme predstavovat jako spojité prostredi, coz je zna¢né, nicméné obvyk-
1é zjednoduseni plynu, respektive plazmatu (obsahujiciho ionty, elektrony i neutralni
atomy a molekuly). Umozni ndm to pro fyzikalni veli¢iny pouzivat diferencovatelné
spojité funkce.

1.1 Magnetohydrodynamika s pfenosem zareni, Euleruv popis

Pro popis zvolime Euleriiv formalismus, tzn. statického pozorovatele, ktery sleduje
proudéni plynu okolo. Fyzikalni zakony, které nam popisuji vyvoj hustoty p dis-
ku, rychlosti v atd. od néjakého — zatim nezndmého — pocatecniho stavu, jsou
nésledujici. Rovnice kontinuity (neboli zdkon zachovani hmoty, napf. v jednotkach

kgm—3s71):!
derivace f(r,t)
expanze
dp . X
Y Vp=—pV-v, (1)

Navierova—Stokesova rovnice pro tekutiny (téz pohybova, ms™2):

konvekce gravitace Lorent viskozita
/_/—
v T 1 > 1 1 -
e +v-Vv= —;VP - Vo +;Nvac (V x B) x B—i—; [V-uiVv + V(pa+3 1) Vv,

(2)
rovnice tepelné rovnovahy (1. véta termodynamicka, Jm=3s~1):

konvekce expanze prace emise absorpce ozareni difuze
ou — — /—"‘“ — S
—+4+v-VU=-UV-v—- PV v—ﬁppcaT + kppcEraq —V - F,7+V - KVT |

ot
3)

1 pro pripomenuti, operator gradientu jest V = ( 9 0 0 ), divergence V- (tj. skaldrni sou-

dz’ dy’ 0z
¢in), rotace VX (vektorovy souéin); méjme na paméti jejich ¢eské vyznamy: stoupédni, rozbihavost
a stadeni, jez mohou pochopeni rovnic napomoci; viz téz dodatek A
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1 Hydrodynamika protoplanetarniho disku

rovnice prenosu zaieni (Jm=3s71):2
difuze .
emise absorpce
—_—~ A
aEr A im i
ad =V A VE;aq + KPpcaTAL - K’PPCErad y (4)
ot KRp
indukéni rovnice (Ts™1):3
advekce difuze
0B
E:VX(VXB)‘FV'WmagVBv (5)
Poissonova rovnice (Jkg™ ' m~2):
GM,
V. védisk = 4T[Gpa b= , + (I)planet + (I)disk 5 (6)
stavova rovnice pro ideédlni plyn (Pa):
P
P=(I-1)U= kT, 7
-1 =L @

rovnice pro tok zafeni od hvézdy (véetné zeslabovéni opacitou prachu a plynu;

Js im=2):
RN\? _. v
F*://BV(T*) — e ™ dvdw, 7'1,2/ Kypdr. (8)

Zmaceni veli¢in je standardni: ¢ Cas, r polohovy vektor, p hustota, v rychlost,
U vnitini energie plynu (na jednotku objemu), Fy.q hustota energie zafeni, B mag-
netické pole, ® gravitacni potencial, P tlak, T' termodynamicka teplota, F} zafivy
tok (od hvézdy), p1 dynamické (prvni) viskozita, ue dynamickd objemova viskozita,
kp Planckova opacita, kg Rosselandova opacita, a radia¢ni konstanta, ¢ rychlost
svétla, K tepelnd vodivost, Ay, limiter toku (¢islo % az 0), Nmag magneticka difu-
zivita (nepfimo Gmérna vodivosti o a magnetické permeabilité pivac), G gravitaéni
konstanta, I' adiabaticky index, p stfedni molekulova hmotnost plynu, my hmot-
nost atomu vodiku, k& Boltzmannova konstanta, B, Planckova funkce (pro intenzi-
tu), v frekvence, w prostorovy thel, T, efektivni teplota hvézdy, R, jeji polomér,
7, opticka tloustka, x, monochromatické opacita.

Jedné se o soustavu 10 nelinedrnich parcialnich diferencialnich rovnic druhého
fadu (plus 3 algebraickych), jez obsahuji 13 nezndmych funkei (skalarnich): p(r,t),
v(r,t), U(r,t), Eyaa(r,t), B(r,t), ®(r,t), P(r,t), T(r,t), F.(r,t); které jsou zavislé

2y difuzni aproximaci omezené tokem zafeni (FLD; Levermore a Pomraning 1981)

3 zahrnujici Maxwellovy rovnice a Ohmuv zakon pro kvazineutralni plazma
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Magnetohydrodynamika s pfenosem zareni, Euleriiv popis 1.1

na 4 nezavislych veli¢inach: r, t. Dale zde mame volné parametry: M,, R., Tk,
Mplanets [1, [12; Tmags M, I'; a dané funkce (slozité, ale dané): kp(p,T), kr(p,T),
Ku(psT)y Mim(Frad, VErad), To(F, ki, p). Soustavu je obvyklé oznacovat zkratkou
MHD.

K jednotlivym rovnicim si dovolime nékolik praktickych pozndmek. Rovnici (1)
je mozno rozumeét intuitivné: méjme vlevo hustotu velkou a vpravo nulovou. Pokud
vektory rychlosti sméfuji zleva doprava, budeme mit za chvili vpravo néjakou latku
(a vlevo nic, respektive to, co bylo vlevo od leva). Kladna rozbihavost rychlosti
V -v by pfitom odpovidala rustu (elementarniho) objemu dV, ¢ili zfedéni a poklesu
hustoty p.

V rovnici (2) vystupuje na pravé strané zejména gradient tlaku VP, neboli
makroskopicky projev elektromagnetickych sil mezi mikroskopickymi ¢asticemi ply-
nu. Predstavme si naptiklad, ze vlevo mame vyssi tlak, vpravo nizsi, tudiz na plose
rozhrani jsou dvé rizné velké tlakové sily opac¢ného sméru, které zptisobuji zrychleni
-iyp.

p

Lorentzuv ¢len odpovida klasickému vztahu F = ¢(E + v x B), kde ovSem obecné
V = Visboji 7 Vplynu! V plazmatu je makroskopické elektrické pole E = 0 a hustotu
proudu j = pgv lze vyjadiit z Ampérova zadkona fiyacj =V X B.

Viskdzni ¢len se zde objevuje proto, Ze mezi vrstvami tekutiny proudicimi rtz-
nymi rychlostmi vznikaji tfeci sily; sila na jednotku plochy se oznacuje jako napé-
t7 (s jednotkou Pascal). Pro obvyklé (newtonovské) tekutiny je pritom tieni Gmérné
rozdilu rychlosti, ¢ili 11 Vv. Napéti od vrstvy horni ma vSak opaény smér nez od
dolni; teprve kdyZ se jejich velikost méni (tzn. nenulovou 2. derivaci rychlosti),
vznika zrychleni %V -1 Vv.

Rovnice (3) jest obdobou (1), jen zde namisto hustoty hmoty p vystupuje hustota
energie U. Pak jsme museli dle 1. véty termodynamické (dU = —dW +dQ) pripsat
mechanickou praci vykonanou plynem (—PdV) na tkor U a vSechny zdroje tepla.

Rovnice (4) Skutecnost, ze pfi emisi zafeni hraje roli opacita, se muze zdat pode-
ziela, ale to je zptisobeno skutecnosti, ze emisni koeficient je za predpokladu lokalni
termodynamické rovnovahy dan Kirchhoffovym zédkonem, j, = k, B,. V popisu stie-
dovaném pres vSechny frekvence se pouziva opacita bud Planckova, tzn. stfedovanda
pres hustotu zarivé energie, nebo Rosselandova, stfedovana pres zatrivy tok, podle
toho, jaky jev pravé popisujeme.

Tok tepla je podle Fourierova zdkona timérny gradientu teploty, Breat = —KVT ,
nebot teplo tece z mista s vyssi teplotou do mista s nizsi teplotou. Pokud se tok navic
rozbiha (V-(i;heat je kladnd), déje se tak na tkor vnitini energie U, proto je vysledné
znaménko ¢lenu v (3) +. Toto plati obecnéji pro difuzi ¢ehokoliv, nejen tepla, ale téz
zafeni, ¢astic, magnetického pole. Kdybychom chtéli, lze ze (3) odvodit klasickou
rovnici vedeni tepla. Pro statickou pevnou latku by totiz bylo v = 0, p = konst.
(jde pak o parametr), téz V = konst. Stacilo by psét %—(t] = KV2T a pouzit jinou
stavovou rovnici, U = pcy T
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1 Hydrodynamika protoplanetarniho disku

V rovnici (4) neni advekce, protoze zifeni neni prendSeno plynem v podobé
Faq, nybrz prostiednictvim U. Emise a absorpce jsou zde pochopitelné s opa¢nym
znaménkem nez v rovnici (3), kterd se tyka plynu.

Gravitaéni potencidl v rovnici (6) je zaveden tak, Ze zrychleni @, = —V®.

Uvédomme si, ze vySe uvedené rovnice jsou velmi obecné! S vyjimkou kvantovky
a relativity v sobé zahrnuji (témé¥) celou klasickou fyziku, popisujici vétsinu jevii
v nasem okoli i ve vesmiru. Nicméné i tak musime byt obezfetni, protoze nékteré
¢leny jsou platné pouze ve stavu (lokdlni) termodynamické rovnovahy.

1.2 Vliv ¢&astic a dalsich fyzikalnich jeva

P1i numerickém feSeni rovnic mame vzdy omezené rozliSeni, coz si obvykle vynucuje
odligeni ,malych® pevnych ¢astic (prachu, balvant, planetesimél, planet) od plynu
(tzn. spojitého prostiedi).

Obcas musime pridat dalsi rovnice, respektive ¢leny v rovnicich, abychom postihli
,méné dilezité“ fyzikalni jevy, které vSak mohou byt v dané situaci (pro vysvétleni
urc¢itého pozorovani) zcela zdsadni, napiiklad:

0. neinercialni ¢leny, pokud bychom pracovali néjaké v neinerciadlni soutradnicové
soustavé, napriklad rotujici thlovou rychlosti Q:

odstredivé Coriolis
_—
Opcinercialnf = — §2 X (Q X r) —2Q X v, (9)

—

kde prvni ¢len je opravdu —Q3 x (3 xr) =Q x (rx Q) =rQ-Q—Q0-r=Q2%r,
podle vektorové identity ,bac minus cdb* (331);
1. pohyb ¢astic, jejich vzajemna gravitace:

GM;
a =3 -5, (10)

it

pro jejiz feseni je dobré pouzit symplekticky integrator. Pokud by ¢éastic bylo ob-
rovské mnozstvi, zavadéji se sledovaci ¢astice, reprezentujici vzdy ucitou skupinu
¢astic na podobnych trajektoriich;

2. vazba Castice <> plyn, skrzeva gravitaci a@gsstice = f disk —
tfeni dle Epsteinova nebo Stokesova zakona:

GdM
3

r, a aerodynamické

ARpstein = —Spur (U — V) pro D </, (11)

1
Stokes = —ECSp\u—v|(u—v) pro D >/, (12)

kde S oznacuje prurez ¢astice, D prumeér, C' koeficient odporu, vy termalni rych-
lost (plynu), u rychlost ¢astice, v rychlost plynu a ¢ stfedni volnou drdhu molekul
(plynu);
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Vliv &astic a dalsich fyzikélnich jevd 1.2

3. vzdjemné srazky castic, prislusna fragmentace nebo akrece, popsané relacemi
(M), S¥(M), pouzivaji se simulace Monte-Carlo nebo samostatna hydrody-
namika;

4. tlak zéfeni P,q = %aT‘l, P= Pga.s + Prag;

5. radia¢ni zrychleni, @,,q = %@rad, pri¢emz tok uz zname, (I)rad = c?}:;“ VE:ad;

6. viskézni ohiev, ¢ili §-3[Vv+(Vv)T], kde tenzor napéti § je tyz jako ve viskéznimu
¢lenu 1 oV S

7. re21st1vn1 ohfev, j-E = — 1 j = e (V x B)?, dle Ohmova a Ampérova zakona,
kde j oznacuje hustotu proudu a E elektrické pole;
8. anizotropni vedeni tepla a jeho saturace, V- Fpeat, Fheat = v +|F| F,.F= KHb(b

VT)+ K [VT —b(b-VT)], Fst = 5¢pcd, kde b = m, Cs = ,/F%—IPD oznaduje
rychlost zvuku a ¢ < 1 je volny parametr;

9. radiaktivni rozpad, pedecay(X,Y, Z), se zménami abundanci 2 W Zk

10. ¢asticova difuze, %—? =V-DVn, D = gﬁvT, kde n oznacuje koncentra(:l, D di-
fuzni koeficient, ¢ stfedni volnou drahu, vy termélni rychlost;

11. fazové premény, depozice plynu a sublimace pevnych ¢astic;

12. chemické reakce, pripadné jejich katalyzace zadfenim nebo povrchy;

13. Halluv jev, ¢li élen —V x (Lj x B) v indukéni rovnici (5) (Armitage 2010);

14. ambipolarni difuze, +V x ( - (J x B) x B) tamtéz, v ¥idSim prostredi, tj. pii
nizsi frekvenci srazek, se neutralm castice mohou pohybovat systematicky jinak
nez ionty, coz se projevi jako tteni, skrze koeficient v = (ov;) /(m; + my).

15. zmény ionizace a rekombinace, popsané rovnovaznou Sahovou rovnici:

3
X2 2m kT ?
ﬁne — (T[mm> e T (13)

kde X; oznacuje stupen ionizace, a x ionizacni energii atomu. Neptimo je ovliv-
néna i stavova rovnice prostiednictvim u(p, T, X,Y, Z) a tamtéz bychom méli
spravné zohlednit degeneraci elektronového plynu faktorem Ageg(p, T);

16. termonukledrni reakce véetné ztrat energie neutriny, penuc(p, T, X, Y, Z) — pe,,
a odpovidajici rovnice pro zmény chemického slozeni (abundanci X vodiku, Y he-
lia a Z t&z8ich prvki, resp. jednotlivych izotopii):4

X g6 W o 0L _ga

—_— — —. 14
ot - o; 0 Ot a; Ot — ay, (14)

4 Po zahrnuti posledné jmenovanych jeva jiz miizeme pocitat cely vyvoj hvézd, véetné jedno-
rozmérné hydrostatické aproximace, konvekce, hvézdného vétru, trojrozmérné struktury, rotace,
magnetického dynama, pfipadnych vnéjsich vlivii (2qvoj«, Favojx ). Na druhou stranu je nutné pii-
pustit, ze nékteré jevy, naptiklad erupce, rekonexe, vyboje, resp. pohyb svazku ¢éstic, jsou natolik
nerovnovazné, ze predpoklad LTE bychom museli opusit a mj. bychom nesméli viibec pouzivat
teplotu 7', nybrz , divoké“ distribu¢ni funkce jednotlivych veli¢in.
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1 Hydrodynamika protoplanetarniho disku

Ctenaf se prectenim tohoto fadku vzdava jakéhokoliv naroku na tplnost vyétu. ..

1.3 Vztah Eulerova a Lagrangeova formalismu

Alternativné bychom mohli pouzit Lagrangeuv formalismus, tzn. souhybného po-
zorovatele, ktery se liné nechava unaset proudici tekutinou. Neznamé jsou pak tra-
jektorie (nekoneéného mnozstvi) bodu kontinua r(ry, t), respektive p(ro,t), v(ro,t),
apod. pro dalsi veli¢iny, vSechny zavislé na case t a ,indexované“ napiiklad poca-
te¢nimi polohami ry (v ¢ase ¢t = 0).

Namisto parcidlnich derivaci 2 a vlastné celych levych stran bychom uzili to-

ot
talnich < jejichz vztah plyne z derivace funkce ¢(r,t) dvou proménnych:

dt>
Lagrange 'Ui Euler
dp 0¢ = 0¢ 8 0¢
Z;
— = 1
at ot Tom ot o VO (15)
Polohy r 1ze posléze spocist z v jako:
t
r(ro,t) =rg +/ v(rg,t)dt (16)

to

V dalsim ztstaneme u naseho Eulera, nicméné je dobré tusit, ze existuji kédy
vyuzivajici Lagrange.® Vyhodou Lagrangeova popisu mj. je, Zze nemusime piedem
konstruovat (zbytecéné rozlehlou) fixni sit bodu, zvlast kdyz pfedem nevime, kam se
body kontinua dostanou. Opac¢né feceno, vyhodou Eulerova popisu je, pokud nés
eminentné zajimé jen omezena oblast prostoru, nepocitame zbytecné trajektorie,
které stejné skon¢i mimo ni.

1.4 Kelvinova—Helmholtzova nestabilita

Reseni hydrodynamick§ch rovnic vykazuji nékolik zasadnich nestabilit, z nichZ nej-
zékladnéjsi je Kelvinova—Helmholtzova. Vznika jiz ve velmi jednoduché situaci®:
dvé vrstvy nestlacitelné kapaliny, jedna proudici tam a druhé zpét, bez gravitace.

Z celé soustavy (1) az (6) ndm zistanou jen dvé ,o¢esané” rovnice:

0=V v, (17)
ov

o TV V= ”vp (18)

Jak vidime z numerického FeSeni (obr. 1), jednd se o vyznamny zdroj turbulence
neboli viri. Kvalitativné je mozno Tici, Ze sledujeme-li proudnice ve sméru —z, tak

5 Aby se Euler a Lagrange nepletli, je potfeba se podivat na jejich podobizny. Lagrange se zda
hubenéjsi a asketictéjsi, nebude mu tedy délat problém jit sledovat trajektorie. Naopak Euler je
na prvni pohled 77tlust& a hnej51“ ten se za zadnou cenu nikam se nepohne
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Rayleighova—Taylorova nestabilita 1.5

nad kazdou vinkou jsou zhustené (jako nad kiidlem), kviili kontinuité je rychlost Vg
zdpornégjsi a tlak P mensi, nebot jediné, co mohlo tekutinu urychlit, Je 2 >0 (tj.
ostatné v naprostem souladu s Bernoulliho rovnici). Pod vlnkou je to presne naopak,

¢imz vzmka 2 <, vy kladné a vlnka roste. Neni mozno nevédét, ze viny na mori

jsou zpusobene pravé timto jevem.
U kazdé nestability bychom si méli také uvédomit, co omezuje jeji rtist. V tomto

pripadé je samoomezujici, velikost nejvétsiho viru je dédna pocatecnimi podminka-
mi a pfipadnymi dal$imi parametry problému (viskozitou, povrchovym napétim);
zaroven tézko muze byt vétsi nez okraj vypocetni domény.

t=0.3 t=07 t=6.0

IIIII |

x

density p

Obr. 1 — Vyvoj Kelvinovy—Helmholtzovy nestability z po¢atecni malé perturbace rozhrani. Po-

¢ateéni podminky (v bezrozmérnych jednotkéch): p1 = 1, po = 2, P1 = P> = 10, vi = (—1,0),
V2 = (+1,0). Okrajové podminky: vlevo a vpravo periodické, nahofe a dole 22 = 0, g;' =0,

= 0. Stavova rovnice v tomto pripadé odpovidala idealnimu plynu. Vypocet byl proveden

Bt
programem Pluto (Mignone aj. 2007) ve dvou rozmérech, v siti 100 x 200 bod.

Vertikalni st¥ihova nestabilita. V protoplanetarnim disku se rozviji zejména ve
svislém sméru, nebot v&tsi z znamend trochu vétsi » = /a2 + y2 + 22 od Slunce,

¢ili mensi keplerovskou rychlost vkep = /GM,/r nez v zékladni roving, coz vede
ke st¥ihu; proto se jinymi slovy nazyva vertikalni stfihova nestabilita (angl. VSI).

1.5 Rayleighova—Taylorova nestabilita

Pro vznik druhé, Rayleighovy-Taylorovy nestability je tfeba: hustsi nestlacitelna
kapalina nahorte, 1idsi dole, to vSe v gravitacnim poli. Pfislusné rovnice jsou:

0=V-v, (19)

@—f—v Vv:—%VP—VQJ. (20)

ot
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1 Hydrodynamika protoplanetarniho disku

t=3.0 t=55

t=1.5
2

1.5

&)
density p

0.5

-0.5 0 0.5

T

Obr. 2 — Vyvoj Rayleighovy—Taylorovy nestability z pocatecni malé perturbace rozhrani. Pro-
toze dochézi ke vzadjemnym pohybum tekutiny, nevyhnutelné se objevi i nestability Kelvinovy—
Helmbholtzovy. Pocateéni podminky: p1 = 2, po = 1, & = y, resp. g = —V® = (0,—1), P(y)
odpovidé hydrostatické rovnovaze, vi = v = (0,0). Okrajové podminky: vlevo a vpravo periodic-

ké, nahote a dole %% =0, % =0, % = 0. Stavova rovnice odpovidé idedlnimu plynu. Vypocet

programem Pluto ve dvou rozmérech, v siti 100 x 200 bod.

Nz

Vyvoji (obr. 2) je mozno rozumét nasledovné: jde o stav s vyssi energii, ktery samo-
volné piejde do stavu s nizsi energii a vy$si neusporddanosti (entropii). S ohledem
na Archiméduv zakon se tato nestabilita nazyva téz vztlakovd. Pokud bychom fesili
zaroven tepelnou rovnovéhu (3) a vidéli bychom transport vnitini energie, hovorili
bychom o konvekci.

Pii vyvoji nestability RT vzdy dochézi ke vzajemnym pohybtim tekutin, ¢ili se
nevyhnutelné objevi i nestabilita KH. Obé nestability (koufici komin) bézné kresli
déti v matetské skolce, rodice jim pouze zatajili, o¢ se jedna.

Nestabilitu obvykle omezuje az hranice (resp. okraj domény). V atmostéie byva
vytvarena prirozené teplotnim zvrstvenim ¢i zvratem.

Baroklinicka nestabilita. Jen trochu slozitéjsi variantou RT je nestabilita barokli-
nickd (Klahr a Bodenheimer 2003, Lesur a Papaloizou 2010), ve které mame kromé
kompresibilni rovnice kontinuity i difuzi vnitini energie a néjaky ohfev:

ap

at—f—v~V,o=—,oV-V, (21)
Ov 1

N v Vv=—-VP_Vd. 22
8t+v Vv pV \Y (22)
oUu .
E+V.VU:_Uv.y_PV-v+V~KVT—V~‘I>*T; (23)
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Magneto—rotacni nestabilita 1.6

jedna se evidentné o termodynamicky tepelny stroj, neustéle pohanéjici vifeni.
V protoplanetdrnim disku je podkritickd (lokalni) baroklinickd nestabilita (angl.
SBI) patrné hlavnim zdrojem turbulence.

Kvalitativné funguje takto: fluktuace posune bublinu plynu ,nahoru® (radialné,
proti ag), v okoli je (obvykle) nizsi P,, v bubliné se vidy udrzuje totéz P, = P,
nastédva viceméné adiabatickd expanze, pfi niz jak pp, tak Ty, klesaji (P o pT).
Pokud ale teplotni profil T, (r) klesé dostate¢né strmé, naptiklad proto, Ze prostiedi
je mizerné prthledné (k, velké), byva Ty, > To,, pp < po; profil je konvektivné
nestabilni. Bublina je baldn.

Nahote se ovSem okoli pohybuje jinou rychlosti viep1, bublina se proto posouva
whorizontalné*, ve sméru —é. Zde je ¢as na difuzi vnitini energie bubliny, ktera se
odevzda okoli, py,, T}, klesnou na droven p,, T,. Protoze si kontinuita a tlakovy c¢len
vynucuji dalsi pohyb, bublina pada zpét ,dolu“, dochazi k adiabatické kompresi,
pohybu ve sméru gﬁ, a prijimani tepla z okoli, ¢imz se cyklus uzavira.

V meteorologii se setkdvame s tymiz situacemi. V cyklénach nebo anticyklénéch,
roztocenych diky spoluptisobeni gradientu tlaku a Coriolisova zrychleni (viz Broz
a Solc 2013, str. 177), se chladny a teply vzduch vyskytuji takiikajic vedle sebe (roz-
hrani nazyvame fronty), pfi¢emz jejich rozpad byva zpusoben pravé baroklinickou
nestabilitou, kdyz chladny vzduch natece pod teply (fikdme, Ze nastala okluze).

1.6 Magneto—rotacni nestabilita

Treti nestabilita, magneto-rota¢ni (Balbus a Hawley 1991, angl. MRI) vyzaduje
prinejmensim toto nastaveni: nestlacitelna kapalina, bez gravitace, diferencialni ro-
tace, magnetické pole, bez difuze. Cili:

0=V v, (24)

@+v Vv = 1VP Vo, + (VxB)xB (25)
ot P “ 0 Plivac ’

%—f:Vx(va). (26)

Zakladnim principem je zamrznuti siloCar v plazmatu a jejich navijeni v diferen-
cidlné rotujicim prostfedi (se stfihem rychlosti), ¢ili zesilovani slabych perturbaci
magnetického pole. Ostatné magnetické dynamo v nitru Slunce nebo Zemé je to-
téz. Rozvoj nestability je zndzornén na obr. 3. Podotknéme, ze piedpoklad ,bez
difuze“ nutné znamena nemaly stupen ionizace latky, jinak by Lorentziv ¢len byl
irelevantni. Dostateény stupen ionizace je v blizkosti Slunce, daleko od Slunce (i di-
ky kosmickému zéfeni), téz na povrchu disku ozafovaného UV, ale neni jisté, zda
uprostfed. Tam mize existovat mrtvd zdna, v niz MRI nefunguje a disk neni (tak)
turbulentni.

Nestabilitu rozvijejici se za vyse uvedenych podminek omezuje az hranice (zde
tloustka disku) nebo diftzni ¢len, kdybychom ho méli. Pokud vSak dochdzi k am-
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1 Hydrodynamika protoplanetarniho disku

t=0 t_30 t=40

density p

-0.5 0 0.5
x

Obr. 3 — Vyvoj magneto—rotacni nestability z pocatecni malé perturbace magnetického pole B.

Pocate¢ni podminky: p =1, v = (0, —0.5z), B = (Bg sin(ny),0), ® = 0. Okrajové podminky: vlevo

a vpravo je jednoduse predepsan stiih rychlosti (proto nepotiebujeme ® # 0), nahore a dole peri-

odické. Stavova rovnice odpovida ideadlnimu plynu. Vypocet programem Pluto ve dvou rozmérech,

v siti 100 x 200 bodu. V ¢asech t > 30 se jiz projevuje numerickd viskozita, tzn. Spatné rozliseni
zejména ve sméru x; celistvost 1 buriky je pomérné silnou vazbou (v — o).

bipolarni difuzi, ¢ili ionty se pohybuji beze srazek s neutralnimi atomy, nestabilita
se rozviji pouze v plazmatu a jeji celkovy vliv je viceméné zanedbatelny.

1.7 Nestabilita dvou proudéni

Pozoruhodné nestabilita vznikd pro dvé proudéni s urcitou vazbou (Youdin a Jo-
hansen 2007, angl. streaming instability). V nasem kontextu jde o plyn a prach
a vazbou jest aerodynamické tfeni, oboji pod vlivem gravitace centra.

Prislusnéa nestabilita se nazyva téz ,dvoutekutinova“, popisujeme-li prach jako
tekutinu (s hustotou ps a rychlosti u).” Plyn nemusi byt nutné stlacitelny, ale prach
ano, coz zni podezrele, ale nejedna se samoziejmé o stlacovani zrn, nybrz o jejich
soustiedovani v prostoru:

0
%4‘" Vps = —psV -u, (27)
((99‘75' +u-Vu=-Vo, — Spvr(u—v), (28)
0=V-v, (29)
g—‘t, +v - Vv= ——VP Vo, + Spsvr(u—v). (30)

7 Nestabilita oviem pretrvava i pripadé, kdyz prach popiSeme jako Céstice.
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Gravitaéni nestabilita 1.8

V Navierové—Stokesové rovnici pro prach jsme pouzili Epsteintv zdkon a v rov-
nici pro plyn totéz s faktorem —£25, kviili zachovani hybnosti. Casto se namisto
globalnich simulaci provadéji lokalni, v korotujicim systému, s diferencialni rotaci.

Oscilace pg (i p) vytvéreji tak vysokd lokalni maxima, Ze v nich gravitaéni nesta-
bilita (kolaps) prachu nebo balvant muze vést ke vzniku planetesimal nebo rovnou
planetarnich embryi (viz obr. 4).

Je tu i jista analogie s Tour de France — cyklista na cele citi odpor vzduchu
o ostatni ,lenosi“ v zavétii ho snadno dojedou. V tomto specifickém pripadé nesta-
bilitu omezuje cil.

=3.0T,,

0.0 3.0

Iogl(,(Ep/<ZP>)

0.0 L /<X > 20.0

Obr. 4 — Nestabilita dvou proudéni (plynu a prachu). Znazornéna je plosna hustota o ¢4sti disku
Pievzato z Johansen aj. (2007).

1.8 Gravitac¢ni nestabilita
Pro kolaps jsou treba dvé véci: stlacitelny plyn, vlastni gravitace. Dale potfebujeme
rovnice:

dp

a—&—v-Vp:—pV-m (31)
ov 1
E—#v-va—;VP—V@, (32)

V20 = 4nGp, (33)

ze kterych je mozné odvodit jesté jednu (podstatnou) podminku, neboli Toomreho
kritérium pro nestabilitu (Toomre 1964):

CsN

Q= <1, (34)

TEG(T()

kde ¢s oznacuje rychlost zvuku, n = \/GM, /r3 stfedni pohyb na daném poloméru,
oo pocateéni plosnou hustotu disku (odvozeni viz Armitage 2010, str. 135).
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1 Hydrodynamika protoplanetarniho disku

Rist p, P, ® nade vSechny meze je sice teoreticky mozny, pak bychom vsichni
skoncili v ¢erné dife, ale obvykle se nakonec (v = 0) ustavi dosti velky hydrostatic-
ky VP.

1.9 Pocateéni a okrajové podminky

Vise uvedené rovnice vsak neobsahuji jednu veledilezitou véc: pocateéni podminky!
Navic Celime tfem takika nefeSitelnym problémim: (i) rovnice nelze integrovat
zpét v Case kvili termodynamicky nevratnym déjim (napiiklad difuzi, srazkam,
unikajicimu infradervenému zafeni) a deterministickému chaosu, ¢ili nemtizeme volit
¢as tg = dnes, kdy by bylo mozné néco méftit; (ii) sluneéni soustava vznikla v apriori
nezndmém Case to; (iii) v ¢ase t7 ddvno minulém beztak nelze méfit nic.

Nastésti je mozno vyuzit skutecnosti, ze: (i) chemické slozeni Slunce, planet
a meteoriti je totozné, az na tékavé prvky (zejména H, He); (ii) radiometrické stafi
primitivnich meteorit je okolo t = —(4,56 & 0,01) Gyr; (iii) minimalni po¢ateéni
plosnou hustotu disku lze odhadnou podle pozorovanych planet, rozprostienych
podél jejich drah a doplnénych o zminované tékavé prvky. Pak jiz lze rozumné volit
pocateéni podminky v ¢ase tg = —4,56 Gyr, integrovat rovnice doptfedu (dodnes)
a nakonec posoudit model dle souladu s pozorovanou sluneéni soustavou (obr. 5).

T T T T
1}
Sedna
0.8 4
Aten
Apollo
Amor -
o Mars crosser
2 06 main belt - |
B Cybele
= Hilda
< . Jupiter Trojans -
§ " . Neptune Trojans =
R Centaurs
@ 0.4 e B scattered disk 7
ot detached disk
K“L Kuiper belt =
L Plutino
Kreutz -
0.2+ . Jupiter family d
Chiron
Halley -~
te |
® o N
O Y i - 1 1 1
0.1 1 10 100 1000
semimajor axis a/ AU
Obr. 5 — Pozorovany stav slunecni soustavy zndzornény na grafu velkd poloosa a, excentrici-

ta e. Symboly a barvami jsou rozliSeny planety a jednotlivé populace malych téles: asteroidy jsou
oznaceny krouzky, transneptunické objekty ¢tverecky a komety kiizky. Tec¢kovand linie (nahore)
odpovid4 perihelové vzdalenosti rovné poloméru Slunce, ¢ = a(l — e) = Rg.

Poznamka na okraj: vnitini okraj disku (ve sférickych souradnicich) obvykle voli-
me r; ~ 0,1 AU kvili ptisobeni magnetického pole rotujici hvézdy. Hvézda totiz UV
zafenim ionizuje plyn, ktery by pod korotacni orbitou obihal rychleji, wkept > wrot,
ale je zde brzdén magnetickym polem, pada na hvézdu, ¢imz se vytvari mezera
v disku. Vnégjsi okraj ro ~ 40 AU musi byt dostateéné daleko, aby (pfilis) neovliv-
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Formalismus v programu Pluto 1.10

noval pohyb ve studované oblasti. Ve sférickych souradnicich by okrajové podminky

mohly byt voleny takto:

1. r =7y (vnitini okraj): v, = vy = 0, vy = /GM,/r1, tj. keplerovska rychlost;

2. r =1y (vnéjsi okraj): v, = vy =0, vy = \/GM, /T2;

3.9 = 0° (u pélu)® zrcadlové podminky, tzn. skalary ztistavaji totozné, norméalové
slozky vektortt méni znaménko: p — p, v, — —vy, By — — By, vy — vy, By — By;

4.9 = 90° (na rovniku) symetrické podle roviny: p — p, vy — —v,, By, — By,
UVt — Vt, Bt — *Bt,

5. ¢ = 0° = 360° periodické.

1.10 Formalismus v programu Pluto

Pro vypocetni Gcely se rovnice optimalizuji nésledovné (Mignone aj. 2007). Ma-
ximum ¢lend vyjadiime pomoci divergence, abychom se vyhnuli vypoctim rotace,
které jsou narocné a pri kterych hrozi vétsi zaokrouhlovaci chyby. Pro pirehlednost
zde také predpoklddame py; = po = 0, Fy, = 0 (tj. bez pfenosu zafeni), K = 0,
Nmag = 0, Paisk = 0 (beztak prevazuje ®,):°

5 p P 0

o0 P ) pv — BB+ IP | —pVO

ot | E+p® v (E+p®+P)v—Bv-B| 0 o (89)
B vB — Bv 0

1
2pvac

kde p = pv oznacuje hustotu hybnosti, E = U + 1pv? + B? hustotu energie
a P = Pgs+ TlvacBQ celkovy tlak.
Identita (35) s (1) je zfejma:

dp __Op _
a+v-pv7 En +v-Vp+pV-v=0.

Druhy fadek odpovida rovnici (2) (bez pivac, které je zahrnuto v B):

Opv 1 2)
—4+ V- — BB+ IPgas +1-B° | =
ot + (pw + 1 Pgas + 3
dp ov . . . . . L. . . 1
:VE+pa+V~pw+V~pvv+V~pvv—V~BB—V~BB+VPgas+§28~VB:
v krat (1) —0  bac —céb
ap ov N A~ —~
:vﬁﬁ-pa+W—V—p+pvﬂ—~v+pv'VV—BV~B—B-VB+VPgas+B~VB:
0
:p(a—:+v~VV)+VPgas—(VXB)XB:—pV‘1> cbad.

8 pro plochy disk je zfejmé mozno volit vétsi hodnotu, napf. ¥ = 85°
9 Symboly typu vB (nebo Bv, BB) jsou diady, ¢ili tenzory druhého fadu (matice 3 x 3) se slozkami
v; B;j. Nékdy byvaji oznacované v ® B.
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1 Hydrodynamika protoplanetarniho disku

Vezmeme nyni radéji 4. fadek a rovnici (5):

9B,y (vaBv)=@+v-93+vv§fvsv7v-w=
ot ot

oB
:E+BV~V—&-V~VB—VV-B—B~VV:

B . B
:%—VX(VXB) VX(VXB)—%—VX(VXB) c.b.d.

Nakonec rychle porovndme 3. fadek a rovnici (3):

0

1 1 1
5 <U+f vZ + Bz+p'1>)+v (Uer5pv2v+§82v+p¢v+Pgasv+EBzvav-B) =

ou
= o + VUV + PgasV - v+ (2 v+ <I>> krat rce kontinuity + pv - Navier—Stokes +

+ B - induké¢ni rce =0,

coz bylo dokazati.

1.11 Metoda koneénych objemu (FVM)

Jednou z metod pouzivanych pro numerické feseni hydrodynamickych rovnic je
metoda kone¢nych objemt (FVM, angl. finite volume method). Budeme ji zde de-
monstrovat na rovnici kontinuity, ale samoziejmé ji lze pouzit na celou soustavu
rovnic (35):

dp
8t+v p=0.

Provedeme integraci pfes néjaky objem V:

/@dv+/v-pdvz/0dv,
1% 1%

a pouzijeme Gaussovu vétu:
— + = / -d$ =0,

kde na levé strané jsme napsali primérnou hodnotu hustoty p v onom V a na pravé
strané jsme z vyukovych divodu ponechali ,primérnou nulu®.

Diskretizace v prostoru spociva ve vyjadreni integralu pres hranici V', resp. sumy
pres prislusné plosky S:

/ g = Jit1/2k Stz Si—l/%gpkp
- i+1/2,5.k — i—1/2.,5.k
Vijk / Vijk /
S, S. .
J+1/2.k ,j—1/2,k
+ ———Dijt+1/2k — —;7—DPi,j—1/2,k (36)
Vigw ot Vigw 7Y
Sijk+1/2 Sijk—1/2

+ T s — ==
23 k+1/2 i,5,k—1/2
V',j,k / V,Jk /
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Adaptivni zjemnovani sité a viceprocesorové vypocCty 1.12

kde indexy i, j, k prisluseji jednotlivym kartézskym souradnicim a méni se od 0
do poctu bodu sité. Hodnoty p; ; , v polovinach prostorového kroku (na hranicich
mezi sousednimi objemy) urc¢ujeme interpolaci.

Diskretizace v ¢ase je v nejjednodussim pripadé:

n+1 n

dp . p"" —p
ot At (37)

Schéma explicitni vnikne tak, ze v (36) pouzijeme staré Piik @Dk (tj. z minu-
lého ¢asového kroku). Explicitni se jmenuje proto, ze mizeme obratem vyjadfit
nové pf;r,i

Ve schématu implicitnim bychom vSude pouzili nové (avSak nezndmé!) Pk
Rovnice proto spolu s ostatnimi tvofi soustavu rovnic, kterou je tfeba vyftesit.
Z matematického hlediska tedy musime provést inverzi (velké) matice. Vyhodou
je ovSem vétsi stabilita a moznost pouziti vétsiho At.

V programu PLUTO jsou implementovany metody pfesné nebo priblizné fesici
Riemanniv problém, ktery spo¢iva v nalezeni ¢asového vyvoje nespojitosti hustoty
a rychlosti pro linearizované rovnice (1) a (2). Vybirat mizeme z vicero postupii
(napf. Roe, HLLE, HLLC).

Skalované jednotky. Abychom ¢asteéné predesli numerickym problémim a zao-
krouhlovacim chybam, pripadné usettili numerické operace, je dobré pouzivat vhod-
né skdlované jednotky. Napriklad pro simulace protoplanetarniho disku je mtize-

me volit nasledovné: [r] = ay, [p] = Mg /a3, [v] = /GM,/aj/(2r), odkud plyne
[m] = Mg, [t] =2r/\/GM, /a3, [P] = McGM, /a3 /(47?).

1.12 Adaptivni zjemnovani sité a viceprocesorové vypocty

Kdyz se pfi simulacich je nutné simulovat turbulenci, razové viny nebo oboji, byva
pouziti jednolité sité vypocetné natolik naroc¢né, ze by se problém stal praktic-
ky nefesitelny. Nastésti existuji technologie, které feseni umozinuji, ovSem za cenu
urcitého prizpusobeni algoritmu.

AMR. Prvni pomuckou, kterou zminime, je adaptivni zjemtiovani sité (angl. adap-
tive mesh refinement, AMR). Na zac¢itku vypoc¢tu pouzijeme sit hrubou a v ni
identifikujeme oblasti, kde jsou velké (malé) derivace a je tedy tfeba zjemnéni
(pFip. zhrubeni). Tuto identifikaci je mozné provést v nékolika trovnich, ¢imz se
problém stane numericky fesitelny (obr. 6). Zaroven se drasticky omezi mnozstvi
ukladanych dat. Prizptsobeni sité je mozné provést jako jeji deformaci, zjemnéni
v jednotlivych bunkach nebo zjemnéni v celistvych oblastech. Vznika pak obvykla
stromova struktura (oct-tree), s pofadim oblasti ve tvaru ,,Z“ (Mortonovo).
Kromé samotné oblasti jsou potieba ducharské oblasti okolo, a to kvili vypoctu
derivaci (1. nebo 2.). Tyto se vypliiuji pred vlastni integraci, bud dle okrajové pod-
minky, nebo ze sousedni oblasti stejné tirovné, pripadné z vyssi nebo nizsi urovné,
ale pak musime pouzit interpolace nebo stfedovani a dbat zachovani toku (obr. 7)
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0.6

-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4
T

Obr. 6 — Adaptivni zjemnovani sité (AMR) pfi vypoc¢tu Kelvinovy—Helmholtzovy nestability ve

dvou rozmérech; zobrazena je (plosna) hustota p. Vypocet by proveden programem PLUTO s kni-

hovnou Chombo. Hrub4 sit ma rozméry pouhych 64 x 128 bodt, ale pii 4 trovnich zjemnovani

je rozligeni vétsi faktorem 24, tzn. 1024 x 2048 bodt. Obdélniky rtiznych barev oznacuji riizné
arovné.

Pro AMR existuji hotové knihovny (napt. Chombo) i vhodné forméaty pro ukladéni
stromovych dat (HDF5).

MPI. Nestaci-li pro vypocet procesor jeden a musime jich pouzit vice, vyuzijeme
rozhrani MPI (angl. message-passing interface), umoziiujici spoustét paralelni vy-
pocCty na pocitacich propojenych rychlou pocitacovou siti. Struktura programu ale
musi zahrnovat prinejmensim nasledujici: inicializaci MPI, rozdéleni si prace, vlast-
ni praci, redukci a finalizaci MPI. V primitivnim piikladu uvedeném nize spociva
rozdéleni pouze v peclivém urceni mezi cyklt pro vypocty na jednotlivych strojich,
procesorech, jadrech nebo vldknech. Jinak byva potieba kopirovat hodnoty ze sou-
sednich oblasti do duchafskych oblasti. Redukci se rozumi provedeni néjaké operace
s vysledky vypocti na jednotlivych procesorech (zde soucet mezisouctit):

#include <stdio.h>
#include <mpi.h>

int main(int argc, charx* argv) {
int myrank, nprocs;
int i, n, nl, i1, i2;
float sum, sumsum;

MPI_Init(&argc, &argv);

MPI_Comm_rank (MPI_COMM_WORLD, &myrank) ;

MPI_Comm_size (MPI_COMM_WORLD, &nprocs);

printf("Hello from node/cpu/core/thread %d out of %d\n", myrank, nprocs);
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Obr. 7 — Duchaiska oblast v okoli zjemnélé sité, ktera se vypliiuje z okrajové podminky (modfe),
z jednoho sousedniho bloku se stejnym rozliSenim (zelené) a z dvou sousednich bloki s odlisnym
rozliSenim (zluté). Pfevzato z [6].

n = 1000;
nil = (int) (n/nprocs);
if (ni*nprocs < n) { n1l += 1; }
il = myrank * nil;
i2 = i1 + ni;
if (i2 > n) { i2 = n; }
sum = 0.0;
for (i = i1l; i < i2; i++) {
sum += 1ij;
}

printf("sum = %f\n", sum);

MPI_Reduce(&sum, &sumsum, 1, MPI_FLOAT, MPI_SUM, O, MPI_COMM_WORLD);
if (myrank == 0) {
printf ("sumsum = %f\n", sumsum);

}

MPI_Finalize();
return O;

Pro kompilaci programu musime pouzivat specidlni kompildtor: mpicc hello.c
-0 hello. Pfed spusténim programu na vice procesorech si musime pfipravit host-
file, v némz jednotlivé fadky popisuji, kolik procestt ma byt spusténo na kterych
strojich: hilda20 slots=4, hilda21 slots=4, atd. Pfi spusténi pak volime po-
Cet procesorii: mpiexec -np 8 -hostfile hostfile ./hello. Zasadni otazkou je,
jak se vypocet skaluje s rostoucim poctem procesorii. Poc¢itame-li napriklad vyvoj
protoplanetarniho disku ve dvourozmérné aproximaci a mame ptritom 1024 bunék
v radidlnim smeéru, asi nema cenu délit vypocet na vic nez 64 procesorti, protoze pak
na 1 procesor pfipadd pouhych 16 bunék a komunikace MPI zacina jiz prevazovat.
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1.13 Migrace planet v plynném disku

Je tfeba predevsim rozlisovat, zda se jedna o migraci v disku tvofeném plynem nebo
planetesimalami; oboji se pochopitelné chova jinak. Zde se budeme sousttedit pouze
na plyn a v ném vnorenou planetu. Pak lze rozliSovat t¥i zédkladni typy ustalené
migrace: I, IT a IIT — tzn. bez mezery, s mezerou a s ¢aste¢nou mezerou.

Typ II. Asi nejsnadnéji lze popsat typ II. Znac¢nd ¢ast plynu v okoli drahy jiz
spadla na planetu, ¢imz se vytvorila mezera. Zaroven vznikla spiralni ramena neboli
hustotni vlny, které jsou vlastné piimou gravita¢ni vazbou mezi planetou a diskem.
Tteci neboli viskdzni sily mezi rameny a zbytkem disku maji transverzalni slozku,
ktera zplisobuje spirdlovani planety dle prvni Gaussovy rovnice (viz (436)):

da 2T

— = O(e), 38
==~y o() (39)
kde a oznac¢uje velkou poloosu planety, 7 transverzalni slozku zrychleni (tj. v roviné
drahy, kolmo k radiusvektoru), n = GM@a_% stfedni keplerovsky pohyb neboli
thlovou rychlost, pfi¢emz predpokldddme kruhovou drahu (e = 0). Transverzalni
slozka je vytvafena viskéznim ¢lenem v rovnici (2):

1 8 6 M1 82 1 M1 3 _5
= = Vkepl = — =5/ GMerT2 = —/GMy-r"2
T 5Oty Vet = 3T2mr P m4r

coz po dosazeni (a obvyklé ndhradé r — a) dava:

da 3v
(&), =2 39

kde v = p1/p je kinematicka viskozita. Znaménko je zde zaporné, nebot k planeté
je blize vnéjsi spirdlni rameno, disk tam obihé (keplerovsky) pomaleji, ¢ili dochézi
k brzdeéni.

Situaci pro jednu planetu ukazuje obr. 8, spo¢teny programem Fargo (Mas-
set 2000). Po vytvoreni mezery se vyvoj ustali a zména velké poloosy odpovida
kud se vytvori dvé mezery a prekryji se, vnéjsi spiralni rameno je od vnitini planety
mnohem dal, takze prevazuje vliv vnittniho, kde ale disk obiha rychleji, a zminovana
planeta se tedy nutné také urychluje a vzdaluje od Slunce.

Typ I. V pripadé malo hmotnych planet nebo embryii se mezera neotevre, ale to
neznamend, %e nic nepusobi, naopak. Muzeme odli§it ¢ty¥i pFispévky: (i) spiralni
ramena, (ii) korota¢ni oblast, (iii) studeny prst a (iv) akre¢ni ohfev. Spiralni ramena
jsou stejnd jako predtim, dokonce sahaji bliz k planeté. Protoze orbity s a < aj jsou
rychlejsi, je vnitini rameno pied planetou (a naopak). Vnéjsi rameno je ale obvykle
bliz, jeho gravitac¢ni pritazlivost proto prevazuje a samo o sobé by zpusobovalo
brzdéni a §¢ < 0.
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Obr. 8 — Plynny disk a jedna vnofena planeta, vlevo plosné hustota disku o(z, y), vpravo ¢asovy
vyvoj velké poloosy a(t) (zndzornén cervené) a hmotnosti m(t) planety (teckované). Pro porovnani
je znézornén i pokles a dle rovnice (39), ktera plati poté, co se v disku vytvoii mezera. Parametry
simulace byly voleny takto: hmotnost centra M = 1, pomér H/r = 0,05, plosna hustota o = 6,37 -
1078 »~ 15 kinematicka viskozita v = 1075, planeta s po¢ateéni velkou poloosou a = 1, orbitalni
periodou P, = 21 a hmotnosti m = 0,001. Rozsah polomért byl r € (0,4;1,6), dvourozmérnou
sit (r,¢) tvorilo 128 krat 384 bodu a casovy krok At¢ = 0,31416. Simulace programem Fargo
(Masset 2000).
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Obr. 9 — Disk a dvé planety. Obdobné nastaveni parametru jako u obr. 8, s vyjimkou r €
(0,4;3,5), 1-rozmérn4 sit sahajici do 7’ = 20, planety a; = 1, m1 = 1074, az = 2, ma = 2,9-1075.
Simulace programem Fargo.

Korotacni oblast podél drahy planety se vyznacuje podkovovitymi orbitami (ply-
nu). Orbita s a < aj je opét rychlejsi, za planetou planetu dohani, pak se ovSem
néahle presune na a > aj. Plyn se tak z mist s vyssi teplotou 7" a tlakem P dostava
ven, kde je okoli s nizsi T', P, a proto se rozpina. Pfed planetou je situace opacna,
¢imz vznikd hustotni asymetrie, ktera by (sama o sobé) zptsobovala ‘é—‘t’ > 0.
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1 Hydrodynamika protoplanetarniho disku

Pri pohybu v korotac¢ni oblasti navic v potencidlové jamé u planety dochézi ke
stladeni plynu, zafivé difuzi tepelné energie (skrz vazbu rovnic tepelné rovnovahy
a prenosu zareni), dodateénému ochlazeni plynu, ¢imz vznika ,studeny prst“, po-
silujici vySe uvedeny jev (Lega aj. 2014).

Zaroven se planeta, na niz pada okolni material, touto akreci zahiiva, a stava
se tak vyznamnym zdrojem zafeni. Prispivaji k tomu zejména balvany, které se
v Hillové sféfe mohou aerodynamicky brzdit, spirdlovat a padat na planetu (Lam-
brechts a Johansen 2012). Plyn prolétavajici kolem planety se namisto zarivého
ochlazeni zafivé ohfeje, asymetrie se obrati a vysledkem mize byt opét % <0
(Benitez—Llambay aj. 2015). Timto mechanismem se dokonce vytvafeji nenulové
excentricity protoplanet (Chrenko aj. 2017).

Turbulentni viskozita. Otézkou je, jaké je hodnota viskozity? Obvyklad molekularni
viskozita ridkého plynu se zda nepatrna a planety by vlastné nemigrovaly vibec.
Turbulence ovSem efektivné zpusobuje viskozitu také; i kdyz bychom ji nebyli schop-
ni detailné rozlisit v numerickém modelu, mohli bychom ji zahrnout jako zvySenou
hodnotu v.

Vzhledem k tomu, jaké mé v jednotky (m?s~1), je logické ji vztahnout k néjaké
rychlosti a néjakému rozméru. Je podruhé logické zvolit bud rychlost obihani viepi,
nebo zvuku ¢, a jako rozmér vysku H disku, nebot tato omezuje maximalni velikost
vird. Shakura a Sunyaev (1973) navrhli parametrizaci vztahem:

v=acH, (40)

kde « je bezrozmérny parametr, nabyvajici hodnot od 0 do tfadové 1. Ze stacio-
narniho modelu disku (Broz a Solc 2013, str. 206) mtizeme piipadné dosadit za
H =~ ¢g/nkepl. Pokud bychom méli onu detailni simulaci s viry (jako na obr. 10), lze
ekvivalentni hodnotu « poéitat jako (Flock aj. 2013):

< >:<IP(W—B?@BT)CW>

Jpav

kde ¢arkované rychlosti v;, v!. oznad¢uji fluktuace okolo st¥ednich hodnot.

Kromé zminovanych nestabilit SBI, VSI, MRI, které jsou potenciidlné dulezi-
tym zdrojem turbulence, a tudiz zvysené makroskopické viskozity, muze hrat roli
i fotoevaporace a hvézdny vitr, ktery strhava ionty, odnési tak moment hybnosti
ven a zbyvajici hmota disku se proto sune dovnitt (a pak bychom nepotfebova-
li velkou hodnotu «). Jsou to ostatné tytéz procesy, jaké ve vesmiru nuti akrecéni
disky akretovat.
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Obr. 10 — Rozvinutd magneto—rotacni nestabilita v protoplanetarnim disku, projevujici se ja-
ko turbulence rychlosti |v| (v jednotkdch m/s, vlevo) a slozitd struktura magnetického pole |B|
(v jednotkach Gauss = 10~° T, vpravo). Pfevzato z Flock aj. (2013).

[1] ARMITAGE, P. J. Astrophysics of planet formation. New York: Cambridge Unviersity Press,
2010. ISBN 9780511691362.

[2] BaLBUS, S. A., HAWLEY, J. F. A powerful local shear instability in weakly magnetized disks.
I - Linear analysis. II - Nonlinear evolution. Astrophys. J., 376, 214-233, 1991.

[3] BENITEZ-LLAMBAY, P., MASSET, F., KOENIGSBERGER, G., SZULAGYI, J. Planet heating pre-
vents inward migration of planetary cores. Nature, 520, 63—65, 2015.

[4] Broz, M., SoLc, M. Fyzika slunecéni soustavy. Praha: MatfyzPress, 2013. ISBN 978807378-
2368. (http://sirrah.troja.mff.cuni.cz/ mira/fyzika_malych_teles/).

[5] FLock, M., FROMANG, S., GONZALES, M., COMMERGON, B. Radiation hydrodynamics in
global simulations of protoplanetary discs Astron. Astrophys., 560, A43, 2013.

[6] GuARRASI, M. An introduction to Adaptive Mesh Refinement. [online] [cit. 2016-01-13].
(http://wuw.training.prace-ri.eu/uploads/tx_pracetmo/AMRIntroHNDSCil5.pdf)

[7] CHRENKO, O., BROZ, M., LAMBRECHTS, M. Eccentricity ezcitation and merging of planetary
embryos heated by pebble accretion. Astron. Astrophys., submitted, 2017.

[8] JoHANSEN, A., O1sHi, J. S., MAac Low, M.-M., KLAHR, H., HENNING, T., YOUDIN, A. Rapid
planetesimal formation in turbulent circumstellar discs. Nature, 448, 1022—1025, 2007.

[9] KLAHR, H. H., BODENHEIMER, P. Turbulence in accretion disks: Vorticity generation and
angular momentum transport via the global baroclinic instability Astrophys. J., 582, 869—,
2003.

[10] LAMBRACHTS, M. JONHANSEN, A. Rapid growth of gas-giant cores by pebble accretion. As-
tron. Astrophys., 544, A32 2012.

[11] LEGA, E., CriDA, A., BiTcH, B., MORBIDELLI, A. Migration of Earth-sized planets in 3D
radiative discs. Mon. Not. R. Ast. Soc., 440, 683-695, 2014.

(12] LESUR, G., Paparoizou, J. C. B. The subcritical baroclinic instability in local accretion
disc models. Astron. Astrophys., 513, A60, 2010.

[13] MasseT, F. FARGO: A fast eulerian transport algorithm for differentially rotating disks.
Astron. Astrophys. Suppl. S., 141, 165-173, 2000.

[14] MIGNONE, A., Bopo, G., MASSAGLIA, S. AJ. PLUTO: A numerical code for computational
astrophysics Astron. J. Suppl. S., 170, 228, 2007.

[15] SHAKURA, N. I., SUNYAEV, R. A. Black holes in binary systems. Observational appearance.
Astron. Astrophys., 24, 337-355, 1973.

[16] SHORE, S. N. Astrophysical hydrodynamics. Weinheim: Wiley-Vch, 2007. ISBN 978352740-
6692.

[17] TOOMRE, A. On the gravitational stability of a disk of stars. Astrophys. J., 139, 1217-1238,
1964.

41


http://sirrah.troja.mff.cuni.cz/penalty @M  mira/fyzika_malych_teles/
http://www.training.prace-ri.eu/uploads/txundrsc pracetmo/AMRIntroHNDSCi15.pdf

Hydrodynamika protoplanetarniho disku

(18] Wikipedia. Accretion disc [online]. [cit. 2015-03-10].
(http://en.wikipedia.org/wiki/Accretion_disc)

[19] YOuDIN, A., JOHANSEN, A. Protoplanetary disk turbulence driven by the streaming instabi-
lity: linear evolution and numerical methods. Astrophys. J., 662, 613-626, 2007.

[20] LEVERMORE, C. D., POMRANING, G. C. A fluz-limited diffusion theory. Astrophys. J., 248,

321-334, 1981.

42


http://en.wikipedia.org/wiki/Accretionundrsc disc

2 Hydrodynamika srazek
asteroidu

Pri srazkach pevnych téles se potykame s nasledujicim problémem: télesa na zacatku
zabiraji jen omezeny prostor a okolo je vakuum. Po srazce se vSak rozpadnou na
ulomky, které odlétaji vysokou rychlosti. Vypocetni doména by tak musela byt
zbytecné velikd a kdyby se ukazalo, ze Glomky leti ,do Préic*, byli bychom tamtéz.
Proto je mnohem vyhodnéjsi pro srazky pouzit popis lagrangeovsky, pii kterém se
pozorovatel pohybuje s proudénim kamkoliv.

2.1 Lagrangeuv popis

Sepisme nejprve potiebné rovnice. Rikali jsme, Ze sledujeme pohyb, ¢ili na levé

strané pouzivame zasadné totalni ¢asové derivace. Jde o obdobu pohybovych rovnic,

jak je zname pro hmotné body, a = % Rovnice kontinuity je tedy (v jednotkach

kgm—3s71):
dp

=—pV- 41
7= PV, (41)
Navierova—Stokesova rovnice (ms~2):
dv 1 1
— = __VP-V®d+-V-S§ 42
T pV Vo + pV ) (42)
1. véta termodynamické (Jkg's~1):10
= &5
dU 1 1. T o
E:—;Pv.wgs:i[wﬂw) ], (43)
Poissonova rovnice (J kg™ ' m~2):
V2® = 4nGp, (44)
stavova rovnice pro pevnou latku (Tillotson 1962; Pa)!l:
2 bpU
A(pﬂo—l)—FB(pﬂo—l) —|—apU+ﬁ pro U < Uiy,
Tg 72
P = ﬂOO PO (45)
apU + U”fiﬁf + A(pﬁ0 — 1) e A7 -1) | g=a(F-1) pro U > Uy,
L 047
Uo 2

10 Dvouteckovy soucin tenzort S : €;; je skalar ZZ E]. Sijeij, kde pres opakujici se indexy i a j
scitame, i kdybychom sumy zapomnéli; zde zavedené ¢;; se jinak nazyva tenzor malych deformaci.
I piiblizne zohlednuje i fazové prechody, ostatné ¢len pU odpovida idealnimu plynu; dokonalejsi
stavovou rovnici by byla ANEOS (Melosh 2000) nebo SESAME (Plesko aj. 2014), ale tyto nejsou
volné dostupné.
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2 Hydrodynamika srazek asteroiddi

konstitu¢ni rovnice pro pevnou latku (Hooketiv zdkon; Pas™1):

2 (Vv + (V)] + (o~ 20) Vv (46)

Znaceni jest nasledujici: p hustota, v rychlost, P tlak (izotropni ¢ast), S tenzor
napéti (deviatorickd ¢ast), U mérné vnitini tepelnd energie (tentokrat na kg), po
hustota pfi nulovém tlaku, Uy vnitini energie pfi nulovém tlaku, U;, pri pocinaji-
cim vypatrovani, U., pifi uplném vypareni, A, B, a, b, o, 8 dalsi parametry stavové
rovnice, 1 dynamickd (prvni) viskozita, po objemové viskozita, I jednotkovy ten-
zor.12:13

Kdybychom chtéli konstitu¢ni rovnici rozepsat maticové, vidéli bychom, Zze:

Ovy 1(0vy 4 Ovy ) 1( 9vs | vy
Sll 521 531 Oz 2\ Ox1 ' Oxo 2\ 0z, ' Oz
ﬂ S S. S —9 1(0vp 4 Ovy Oug. 1( 0vs 4 Ovy +
dt 12 22 32 - Ml 2 arl 8I2 612 2 BCEQ 813
S1s 523 Sss 1(0vg 4 Ov ) 1(0dvg | vy dva
2 axl (91’3 2 81‘2 axg 8z3
Ovy | Ovy | Ovg
8$1 + 8:172 + 8:E3 a g 8 0
_2 Quy 4 Ova 4 dug
+(/’L2 3/’61) 0 69:1+8;E2+8w3 0
0 0 Ovy | Ova | Oug

Bxl 6372 6!);3

Vsimnéme si, Ze se zde tenzor napéti § velmi 1isi od tekutin! Napéti je v pevné
latce pritomno, i kdyz pohyb ustane. V tekutinach by napéti existovalo pouze pfi
vzdjemnych pohybech; konstitu¢ni rovnice by proto byla bez ¢asové derivace vlevo,
tzn. § = py [Vv + (V)T + (2 — 2p1) V - v

Kolik je zde nezndmych funkci? Jde o p(t), v(t), U(t), ®(t), P(t), S(t), tzn. 13,
pocitame-li 1 vektor jako 3 skalary a symetricky tenzor jako 6 skalart. Uvédomme
si, Ze se jedna vyhradné o funkce ¢asu, nikoli soufadnic! Nékdy se pouze setkdvame
s tim, ze se body kontinua ,indexuji“ pomoci poédteénich souradnic (rg), ale to
jsou pouhé znacky, nikoli nezévislé proménné.

2.2 Elasticita, plasticita a praskliny

U pevnych latek musime byt obezietni, nebot platnost Hookeova zakona je omezena.
Plati pouze v elastické oblasti (viz obr. 11), ve které je vztah mezi deformaci (tj.
relativni zménou délky) a napétim linedrni, schematicky ¢ = Eo; kde E oznacuje
Youngtv modul pruznosti.

Pak ovsem nasleduje plastickd oblast, kde deformace rostou i pii takika konstant-
nim (velkém) napéti. Toto popisuji poddajné vztahy (angl. yielding), napiiklad von

12 Symboly Vv, (Vv)T jsou tenzory druhého fadu se slozkami V;v;, resp. V;v;.

13 Faktor —%#1 je pted V - v proto, ze izotropni pusobeni jiz bylo vyclenéno jako tlak, resp. VP,
¢ili zde ho musime odecist! V Navierové—Stokesové rovnici, tzn. po provedeni V - §, by odpovidal
faktoru +%,u1.
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Elasticita, plasticita a praskliny 2.2

Misesovo kritérium. Jde o horni mez pro tenzor napéti, resp. jeho neizotropickou
Cast:

2
1
S=fS, f=min|—,1|, J,==88, 47
5. f=min|gma] . n=j )
kde Y oznacuje mez pruznosti.
napéti o // mez pevnosti
!
YT / plasticka
deformace

elastickd
deformace

deformace ¢

Obr. 11 — Typicka zavislost mezi napétim o a deformaci € pro pevné latky. Prvni oblast, elasticka,
je pFiblizné linedrni, o = Ee. Druh4 oblast je plastickd, ve které € roste i pii stdlém (velkém) o ~ Y.
Nakonec je pfi ur¢itém e piekrodena mez pevnosti. Podle Maindl (2013).

Nakonec musime uvazit mez pevnosti, po jejimz piekroceni se nepatrné poru-
chy v materidlu rozvijeji jako praskliny, rostouci radové poloviéni rychlosti zvuku.
Grady a Kipp (1980) pro popis téchto jevi zavedli parametr poskozeni D (angl. da-
mage), 0 < D < 1, a provadéji logickou tpravu celkového tenzoru napéti pro piipad
stlacovani nebo roztahovani:

- - >
o — { Péop+ (1 —D)Sup pro P >0, (48)

—(1=D)Pdos+ (1 —D)Sap pro P <O0.

Zcela znifeny material (rozuméj rozdrceny na prach) s D = 1 nevykazuje zadna
nediagonélni napéti ani se nijak nebrani roztahovani.

Souvisejici a neméné dulezitou vlastnosti materialu je koncentrace poruch, re-
spektive jeji rozdéleni (Weibull 1939):

n(e) = ke™ (49)

dle aktivacni meze €, nad kterou se za¢nou poruchy rozvijet v praskliny; k, m jsou
materialové parametry. Rovnice pro vyvoj poskozeni je:

() + (et )T | 0

kde ¢ je rychlost riistu poruch (fadové polovina rychlosti zvuku ¢), Rs polomér

pfislusny objemu, v némz poruchy studujeme, a parametr o = 8ncik/[(m + 1)

dD3
dt

w3
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2 Hydrodynamika srazek asteroiddi

(m + 2)(m + 3)]. Podrobny popis této problematiky je uveden v Benz a Asphaug
(1994).

2.3 Metoda hlazena &asticova (SPH)

Pro numerické vypocty se Casto pouzivd metoda SPH (z angl. smoothed particle
hydrodynamics), ¢ili metoda hlazenda ¢asticovd. Namisto kontinua uvazujeme mno-
Zinu vzajemné interagujicich ¢astic (obr. 12). Hustota je prosté dand jejich poétem
v daném objemu. Pohybuji se jako by §lo hmotné body (dle lagrangeovskych rov-
nic), ale maji samoziejmé p¥isouzeno vicero vlastnosti (v, U, P, S). Mozna bychom
jim proto neméli fikat ¢astice, ale radéji ,numerickéd vozidla“.

0.4 T 11
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R +
+ ’ —
++ i+ : 4 o 10
0.35 [+ ++Jr ' -
+
FSHE + N 92
< § 5
E : + g
X o3 SN 118 §
> : —_
+ + vi S
- <= J— 5 S + 5]
( — 7 £
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Obr. 12 — Grafické znazornéni rozlehlych ¢astic v metodé . Polomér zde odpovida hladici délce h,
interakce (gradienty) se poéitaji pro éastice vzdélené méné nez 2h.

Vezméme nejprve rovnici kontinuity (41). Vyuzijeme nésledujici integralni repre-
zentaci funkce pomoci konvoluce s Diracovou distribuci §:

v(r):/Qv(r’)(S(|r—r’|)dQ.

K ¢emu nadm to viibec je, vyjadfit hodnotu v bodé r pomoci hodnot ,nékde jin-
de“?! Genialita postupu (Gingold a Monaghan 1977, Lucy 1977) spo¢iva v tom,
ze d nahradime vhodnou diferencovatelnou funkci W, zvanou kernel, a nasledné se
elegantné zbavime vsech prostorovych derivaci, konkrétné V - v. Cili:

v(r)i/ﬂv(r’)W(\r—r'Lh)dQ, (51)

kde €2 oznacuje oblast prostoru, h hladici délku; jde o aproximaci s piesnosti O(h?).
Pak vyjadiime divergenci:

V.v(r)= /Q[Vr/ v(f) W (lr —r'|,h)dQ =
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/vr,- W(r — '], h))dQ — / N W (r = ], h)AQ =

= 0 na hranici

—_—~ —
/ virYW(lr—r'|,n)dl' —... =
o0

—/Qv(r’)~VT/W(|r—r’|,h)dQ:/Qv(r’)-VTW(\r—r’|,h)dQ, (52)

kde jsme vyuzili derivaci souc¢inu, Gaussovu vétu a skutecnost, ze na hranici je ker-

nel W roven nule. Poznamenejme, %e operator V nejprve piisobi na 7/, ale na konci

jsme uplatnili antisymetrii VIW. Derivace samoziejmé nezmizely uplné; zistal nam

zde ale jakysi vazeny prumér gradientu W, ktery lze pfi zvoleném W predpocitat.
Diskretizace v prostoru spoc¢iva v nahrazeni integralu sumou:

Nokolo
Vevi= Y v VW (I —rjl, h) 2L (53)
j=1 Pi
pfi¢emz s¢itdme pouze pies ¢astice nachézejici se v okoli |r; — r;| < h.
Nejjednodussi diskretizace v ¢ase by zfejmé byla:

dp ) pn—i-l pn
L=H & 54
dt At (54)
vysledné explicitni integracni schéma je pak:
Pt =l = Atpl Y v VW (|r — h) 24 e
7 J
Pro Navierovu—Stokesovu rovnici (42) bychom potiebovali V P:
VP(r)= / [V P(P)W (|r — '], h)dQ = / PV, W (|r—r'|,h)dQ
Q Q
coz po diskretizaci vede na:
. m;
VP :ZPjVW(|ri—rj|,h)p—. (55)
J

J

Tento vyraz vsak neni symetricky vzhledem k i, j, coz se ukazuje jako nebezpecné
z hlediska numerického. Obdobné musime vyjadrit V - S:

V-S8(r)= /Q[VT/ -S(IHW (lr — '], h)dQ = /Qs(r’) VW (lr—r'|,h)dQ
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¢éili:
. m;
V-Si:Z$j~VW(|ri—rj|,h)—], (56)
J Pj
s touz poznamkou.
Pro energetickou rovnici (43) bychom potiebovali jesté znat diskretizaci tenzoru
(pséno radéji ve slozkach):

m
Vv = / VatalW (1 = .1 = 3 03, VbV (I = i, )2
Q

j J

Celd metoda SPH by tedy mohla vypadat takto (piSeme ovSem strucnéji W;;(h)
namisto W(|r; — rj|, h)):

7l+1 - pz Atpz ZV VWU T;l I (57)
J
. At .
vith=vi - — z:PfVWij(h)ﬁ —> s} VWij(h) L (58)
UM = U — AP v VW () L+
J Pj

38 n 1 n 0 n 0 m;
+D_ D Sas 3 ) Vg, Wialh) + i Pl (59)

a=1p=1 j « J

Pro jednoduchost jsme si dovolili vynechat gravita¢ni zrychleni (—V®), abychom
nemuseli Tesit Poissonovu rovnici, nicméné viz nize.

2.4 Alternativni vyjadfeni prostorovych derivaci

Existuji ovSem i alternativni lepsi formulace (ekvivalentni az na O(h?)), které jsou
numericky stabilngjsi (Cossins 2010, Price 2008). Vychézeji z lagrangianu nebo
z nésledujici vektorové identity, resp. gradientu soucinu:

VPp* = p*VP + Pap® Vp,

odkud: )
VP = I’ [VPp* — Pap®'Vp| .

Specialné pro a = 1:
1
VP = p [VPp—Pp~'Vp|,

coz by mimochodem presné fesilo konstantni P. Pro a = —1 bychom obdrzeli:
VP =pVPpt+Pp~vp,

48



Kernel ¢ili hladici funkce 25

coz by naopak zachovavalo celkovou hybnost. Tlakovy ¢len by mél po provedeni
prislusnych diskretizaci podobu bud:

1
VPi = p_ Z (Pl - Pj) VWU(h)mJ s
L
nebo:
P, P
VPi=piy <? + p—;) VWij(h)m; ;

j : J
obzvlasté posledni je krasné symetricky.

2.5 Kernel ¢ili hladici funkce

Idedlné by mél kernel W spliiovat tyto pozadavky: i) normalita, ii) kompaktnost,
iii) limita pro h — 0 je ¢ funkce, iv) pozitivita, v) byt ryze klesajici, vi) symetrie,
vii) hladkost. Splnit vSech sedm najednou je takika nemozné, napiiklad Gaussova
funkce postrada ii). Nicméné nejpouzivanéjsi kubicky spline na tom neni Spatné,
lze mu vytykat jen vii) (obr. 13, R =r/h):

3 %—4R2+4R3 proO§R<%,
W(R,h):W 2 _4AR+4R?*—4R® proi<R<1, (60)
0 pro R>1.
Jeho prvni derivace je:
—8R+ 12R? pro0 < R < 3,
W’(R,h):m —4+8R—4R* proi<R<I1, (61)
0 proR>1,

druha je lomena a tfeti nespojita. Volba hladici funkce muze ovlivnit presnost feseni
a je nutné ji vénovat zvySenou pozornost, obzvlasté v pripadech derivaci vyssich
Fada.

Obr. 13 — Kubicky spline W (R, h) dle rovnice (60).
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2 Hydrodynamika srazek asteroiddi

2.6 Uméla viskozita

V ptipadé nadzvukovych srazek se setkdvame s razovymi vinami, coz pii omezeném
rozliSeni znamend skokovou zménu, ¢ili nekoneéné gradienty. Rovnice (57) az (59)
pak bohuzel diverguji. Resi se to ,rozmazanim® pritbéhu veli¢in pomoci uméle zvy-
$ené viskozity'? (Monaghan 1989):

2
QayCs,ijHij + ﬁav:uij

Pij
0 jinak,

I, = pro v;; - ri; <0

kde
hVij . rij

Hij = |rij|2 + éh2

a parametry jsou obvykle .y, = 1,5, fav = 3; ¢ = 0,01 je malé cislo. Ziskdme
tak konvergenci, ovSem za cenu ztraty rozliSeni. Obvyklym testem je porovnani
s analytickym FeSenim rézové trubice (Sod 1978).

Cleny, které musime doplnit, jsou jednak — > ;m;ILi;V;Wi; do rovnice (58) a
jednak + 3. m;Il;;vi; - V;Wi; do (59), protoze to, co se viskézné zbrzdi, se v zajmu
zachovani celkové energie trochu zahfeje.

2.7 Metoda k-d stromu

Nyni je tfeba pfiznat, ze v metodé SPH je skryt zadrhel, vlastné dva: i) musime
hledat, které ¢astice jsou v okoli vSech ¢astic, ii) gravitace je dalekodosahova sila,
tudiz musime beztak sé¢itat pres vsechny pro vSechny. Oboji by vedlo k ,,brutalnimu®
algoritmu o slozitosti O(N?), coz je zdsadni omezeni pro N > 103.

Nastésti existuje algoritmus se slozitosti O(N log, N), nazyvany k-d strom, ne-
boli k-rozmérny strom. V nasem piipadé bude tiirozmérny, ale kvtili ndzornosti je
zde dvourozmérny. Namisto zdlouhavého slovniho popisu jej rovnou implementuje-
me v objektovém jazyce Python. Nejprve si vytvorime tfi tfidy — pro ¢astici, uzel
a strom, dle nichz se budou vytvaret jednotlivé objekty:

class Particle(object):
def __init__(self, r):
self.r = r

class Node(object):
def __init__(self, particle, left, right):
self.particle = particle
self.left = left
self.right = right

class Kdtree(object):
def __init__(self, k, particles):
self .k = k

14 Alternativné bychom museli pouzit riemannovsky algoritmus, presné nebo priblizné resici
Rankinovy—Hugoniotovy rovnice (Godunov 1959, Roe 1981).
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Metoda k-d stromu 2.7

def build_tree(particles, depth=0):
if len(particles) ==
return None

axis = depth 7 self.k
particles.sort(key=lambda particle: particle.r[axis])
i = len(particles) // 2 # median index

return Node( \
particles[i], \
build_tree(particles[:i], depth+1), \
build_tree(particles[i+1:], depth+1), \
)

self.root = build_tree(particles)

def main():
r = [(2, 3), (5, 4, (9, 6), (4, T, (8, 1), (7, 2)]
particles = []
for i in xrange(0, len(r)):
particles.append(Particle(r[il))

kdtree = Kdtree(2, particles)

if __name__ == "__main__":

main()

Co vidime: na konci v hlavnim programu se prosté zavola hlavni funkce. V ni
si pripravime seznam c¢astic. Volanim Particle se vzdy vytvari objekt castice.
Objekty zde pouzivame proto, abychom pozdéji ¢asticim mohli snadno pripsat dalsi
vlastnosti, napi. hmotnost, ze. Voldnim Kdtree vznikd objekt strom, pficemz se
spousti prislusnd metoda __init__, kde se definuje rekurzivni funkce build_tree.
Ta ttidi ¢astice pti prvnim volani podle jejich souradnice x, nalezne index medianu ¢
a voldnim Node tvori jeden uzel, sestavajici z ¢astice, levé vétve (s ¢dsticemi majicimi
x < x;) a pravé vétve (z > z;), kteryzto obratem vrati. P¥i druhém voldni t¥idi
podle y, pak znovu dle z, y, atd. az nezbude nic. Vysledny strom je nakreslen na
obr. 14 a 15.

Pro hledani nejblizsiho souseda bychom do tfidy Kdtree doplnili vhodnou me-
todu, opét s jistou rekurzivni funkci:

def nearest_neighbor(self, destination):
best = [None, float(’inf’)] # particle & squared distance

def recursive_search(node, depth=0):
if node is None:
return

particle, left, right = node.particle, node.left, node.right
node_sqdist = square_distance(particle.r, destination)
if node_sqdist < best[1]:

best[:] = particle, node_sqdist # in-place!

axis = depth 7 self.k
diff = destination[axis] - particle.r[axis]
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2 Hydrodynamika srazek asteroiddi

Obr. 14 — Dvourozmérny strom vytvofeny ze Sesti (zlutych) éastic. Svislé a vodorovné linie
vyznacuji, kde se strom rozvétvil podle soufadnice = (¢ervené) nebo y (modie). Jako prvni probéhlo
vétveni v bodé se sourfadnici x; = 7.

(7:2)
o, troven 0
(5;4) (9;6)
O, o droven 1
(2:3) / CHRERNICEY
o (] o troven 2

Obr. 15 — Jiné znazornéni téhoz stromu, na kterém je patrné vétveni. Uzel v trovni 0 se nazyva

close, away = (left, right) if diff <= 0.0 else (right, left)

recursive_search(close, depth+1)
if diff*x2 < best[1]:
recursive_search(away, depth+1)

recursive_search(self.root)
return best[0], math.sqrt(best[1])

a volali ji jako particle, dist = kdtree.nearest_neighbor((8, 5)). Vratila
by pochopitelné (9, 6) a 1.4242...%. Vidime, ze doslova na pér fadcich lze do-
sahnout kyzené slozitosti, respektive jednoduchosti. Uprava pro hledani Nyyolo nej-
blizsich ¢astic jest trivialni.

S vyhodou mizeme strom pouzit i pro rychly, ale jen priblizny vypocet gravitac-
niho zrychleni. Prerekvizitou je, Ze si pro vSechny uzly (rekurzivné) spocteme jejich
celkovou hmotnost node.tm, polohu tézisté node.cm a kvadrat celkového rozméru
node.sqgsize. Pak si zvolime oteviract ihel @open v radidnech a zrychleni spocteme
(rekurzivné):

15 Alternativné se misto stromu pouziva linedrni seznam (angl. linked list).
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Multipdlovy rozvoj 2.8

def compute_gravity(self, destination, phi=0.5):
phi2 = phi*phi
eps = 1l.e-16

def recursive_gravity(node):
dist2 = square_distance(node.cm, destination)
ag = [0.0] * self.k

if node.sgsize/(dist2+eps) < phi2: # do NOT open this node
if dist2 > eps:
tmp = node.tm/(dist2*math.sqrt(dist2))
for i in xrange(0, self.k):
agli] = tmp*(node.cm[i]-destination[i])
else:
dist2 = square_distance(node.particle.r, destination)
if dist2 > eps:
tmp = node.particle.m/(dist2+*math.sqrt(dist2))
for i in xrange(0, self.k):
agl[i] = tmp*(node.particle.r[i]-destination[i])

for branch in node.left, node.right:
if branch is not None:
accel = recursive_gravity(branch)
for i in xrange(0, self.k):
ag[i] += accellil
return ag

return recursive_gravity(self.root)

Kdyz je uzel (se svymi vétvemi) maly nebo daleko, takZe vytnuty thel ¢ <
Popen, PoCitdme pouze gravitaci t€zisté. V opa¢ném piipadé uzel otevieme a s¢itdme
gravitaci ¢astice a obou vétvi. Cim mensi Popen, tim presnéjsi vysledek, ale pfi

Yopen — 0 skonéime samoziejmé s O(N?).
2.8 Multipélovy rozvoj

Existuje ovsem moznost, jak vypocet gravitace zpiesnit i pfi zachovani slozitosti
O(N log, N). Namisto pouhého tézisté spocteme pro soubor N hmotnych boda vi-
cero gravita¢nich momenti neboli multipdli (Stadel 2001, str. 8). Vyuzijeme pfitom

radovou notaci, kdy se podtrzenim oznacuje nikoli index nybrz pocet indexti:
N
M= Zmlx? (62)
i

Pak M2 = M = %", m; je monopdl, tj. skalar znamy jako celkovd hmotnost, ML =
M7 =3 m;x] dipdl, vektor odpovidajici tézisti (ktery bude nuloyy, budeme-li x;
k t87i8ti rem vztahovat, ale spoéteme si jej pro kontrolu), M2 = M* =3 m;ala?
kvadrupdl, M2 = M7* oktupdl, ML = M7*™ hexadekupdl, p¥ip. tenzory radi
jesté vyssich.
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2 Hydrodynamika srazek asteroiddi

Gravitaéni potencial souboru hmotnych bodid posléze muzeme vyjadfit pomoci

V(i)
G = 1 .
¢ = Z _W m; = Zmi'Y("'cm +x;|) = Z H[agV(Tcm)]M*a (63)
i v i n=0""

kde jsme promptné vyuzili definice (62) a zkrdceného zapisu 0,, = 9/0r™. Aproxi-
mace pochopitelné spoc¢iva ve sc¢itani jen do n < oo, napt. 4.

+
+ me
my mo

r;

Obr. 16 — K vypoctu gravitacniho potencialu ® v bodé P, zptisobovaného soustavou /N hmotnych
bodu. Bod T oznacuje polohu tézisté této soustavy. Podle Stadel (2001).

Abychom nepocitali spoctené, méli bychom multipdly spocétené pro vétve vy-
uzit pro vypocet multipélu uzlu. Nejedna se ovsem o trividlni soucet, protoze se
posunuje poloha tézisté! Musime proto pouzit Steinerovu vétu, respektive jeji zo-
becnéni v ,Silené* zavorkové notaci, kdy zavorky uzaviené pres podtrzené indexy

znadi s¢itani pfes vSechny unikétni permutace (Stadel 2001, str. 17):
n
ﬁ)sunuto = Z M(nimdm) ’ (64)
m=0

kde vektor d’ je onen posun. Pti implementaci je vSak vse nutné rozepisovat. ..

2.9 Pocatecéni a okrajové podminky

Vytvofeni pocatecnich podminek pro simulace srazek je jednoduché — spociva
generovani pozadovaného poctu c¢astic SPH, jejich rozmisténi uvnitt koule, resp.
simulovaného télesa, pfifazeni po¢ateénich pg, vy, Uy. Casto se pouzivé rovnomérné
rozmisténi ¢astic; nelze pouzit zcela ndhodné, protoze by vznikaly neredlné velké
gradienty. MoZznd je optimalni néco mezi tim (viz Diehl aj. 2012).

Okrajové podminky jsou jesté jednodussi, nebot okolo je vakuum, ¢ili nemusime
délat nic. Ostatné metoda SPH je pro tento pfipad zvlasté vhodna.

V opa¢ném (horsim) piipadé bychom museli vytvéaret virtudlni édstice s vhodny-
mi vlastnostmi, které by vymezovaly hranici. Pfipisuje se jim odpudiva sila, ktera
brani unikani normalnich ¢astic z daného prostoru. Druhou mozZnosti je pouziti
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Fragmentacni faze 2.10

ducharskych cdstic, které aktualni stav ¢astic uvniti prostoru zrcadli vné, pouze
rychlosti jsou opacné.

2.10 Fragmentacni faze

Po kontaktu projektilu a terce zacina prvni faze srazky, a to hydrodynamicka frag-
mentace terce. Pro ter¢e o velikosti planetek (D < 100km) lze simulaci provadét
metodou SPH (Benz a Asphaug 1994) bez vlivu gravitace, tzn. bez feSeni Pois-
sonovy rovnice.!® Pozadujeme ale, aby jeji trvani odpovidalo pfinejmensim dobé
prichodu razové viny ter¢em tam a zpét:

2D

imp

Atmin = ~40s.

Naopak nejdelsi pfipustna doba je ddna pomérem typické rychlosti vyhozu v, coz
pfirozend byva vesc = \/2GM/R, a gravita¢niho zrychleni a, = GM/R?, éili:

) 3
Atpax = —= =4/ ~10%s.
ag 2nGp °

Prabéh jedné takové simulace zachycuje obr. 17.

2.11 Reakumulaéni faze

Druhou navazujici fazi je gravita¢ni reakumulace. Tu je mozno v prvnim priblizeni
pocitat naopak bez jakékoliv hydrodynamiky, jako Cisté gravita¢ni interakci frag-
mentt po¢itanou N—¢asticové (Richardson et al. 2000). Vysledek hydrodynamické-
ho vypoctu se ovsem musi néjak transformovat do podoby pocatecnich podminek
pro pevné ¢astice. Dalsimi obvyklymi zjednodusujicimi pfedpoklady jsou: i) vSech-
no jsou koule; ii) pfi prvnim dotyku se koule spojuji do vétsi koule. Ztracime tim
samoziejmé jakékoliv informace o rotaci nebo tvaru fragmenti. Pocatecni poloméry
kouli mohou byt vypocteny z vlastnosti ¢astic SPH jako:

1 4Tfpi )

pfi¢emz ¢astice zplynéné (U; 2 U.,) se zahazuji. Navic, aby byla tiloha vypodetnd
zvladnutelnd, pouziva se vyse uvedena pribliznd metoda k-d stromu, ¢ili ptisobeni
vzdalenych ¢astic se nepocita jednotlivé, ale hromadné.

Vysledek celé simulace (obr. 19) lze porovnavat napiiklad s pozorovanym rozdé-
lenim velikosti ¢lentt dané rodiny asteroidii (Durda aj. 2007, Benavidez aj. 2012),
pripadné s pozorovanym rychlostnim polem (Nesvorny aj. 2006). Musime samoziej-
mé uvéazit, ze oboji mohlo byt zménéno pii dlouhodobém orbitalnim vyvoji rodiny
a sekundarnich srazkach.

16 prg impakty planetarnich rozméri si to ovSem dovolit nemiizeme (Canup 2004).
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Obr. 17 — Simulace srazky mezi teréem o pruméru D = 100km a projektilem s D = 10km,

s impaktni rychlosti viymp, = 5km/s a thlem @iy, = 45°. Graf ukazuje polohy (z,y) pfiblizné
1,42-10% SPH &éstic; jejich barvy odpovidaji logaritmu rychlosti v (v jednotkdch cms—!). Integrace
byla ¥izena Courantovym &islem C' = 1,0, typicky ¢asovy krok byl tedy At ~ 10~%s, trvani
tstop = 100s. Materidlové parametry pro bazalt (Benz and Asphaug 1999): hustota pfi nulovém
tlaku pp = 2,7gcm ™3, objemovy modul A = 2,67-10'! erg cm—3, nelinearni tlakovy ¢len B = 2,67-
10! erg cm—3, Tillotsonovy parametery Up = 4,87 - 102 ergg=!, a =0,5,b=1,5, a = 5,0, a =
5,0, poéinajici vypafovani Uy, = 4,72-1010 erg g1, tuplné vypaieni Uey = 1,82-10 erg g—1, modul
pruznosti ve smyku p = 2,27 - 10 erg cm 2, mez pruznosti Y = 3,5- 100 erg g1, mérna energie
taveni Upery = 3,4 - 1010 ergg—1, parametry Weibullova rozdéleni poruch k& = 4,0 - 1022 cm—3,
a m = 9,0. Poé¢itano programem SPH5 (Benz and Asphaug 1994).
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Obr. 18 — Kumulativni rozdéleni velikosti N(>D) pro podmnozinu 30 riznych simulaci srazek

monolitickych asteroidi s primérem terce D = 100km a impaktnim thlem @iy, = 45°. Jed-

notlivé simulace se lisi rozmérem projektilu d = 10, 14, 18, 25, 34 a 46km (smérem shora dolt)

a impaktni rychlosti vimp = 3, 4, 5, 6 a Tkm/s (zleva doprava). To odpovida rozsahu od pouhého

kraterovani po katastroficky rozpad, coz se projevuje i zfetelné odlisnymi histogramy N(>D).
Pievzato z Durda aj. (2007).

150 T T

'SPH5 + pkagrav —
400 - Farinella et al. (1994) b

vy [m/s]
number of particles N

-150 — L . - 0 L | L - Pindeeet B 1 Wl W
-150 -100 -50 0 50 100 150 0 50 100 200 300 400
v, [m/s] ejection velocity v [m/s]

Obr. 19 — Vlevo konec¢né rychlosti téles po simulaci srazky ter¢e D = 100 km a projektilu d =
25 km, s rychlosti vjy,p = 5km s~1 a tthlem ¢imp = 45°. Velikosti symbolt odpovidaji hmotnostem.
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2 Hydrodynamika srazek asteroiddi

Vpravo odpovidajici diferencialni histogram rychlosti vyhozu d N (vej), v porovnani s jednoduchym
modelem Farinelly aj. (1994). Vidime, Ze vrchol histogramu je na hodnoté srovnatelné s unikovou
rychlosti vesc ptivodniho matefského télesa. Pocitano programem Pkdgrav (Richardson aj. 2000).

2.12 Skalovaci zakon pro terce

Z celé sady simulaci lze odvodit skélovaci zdkon Qf(r) (Benz a Asphaug 1999),
¢ili zavislost pevnosti (v jednotkach J kg_l) na poloméru r, kterd je nejdilezitéjsim
vstupem pro statistické modely srazek (viz kap. ?7). Sta¢i pomoci interpolace zjistit,
pii jaké kinetické energii F) projektilu dochazi k rozptyleni poloviny hmotnosti
terce. Prubéh funkce lze vystihnout polynomem:

1
Qp = (Qor® + Bpr®), (65)
Gfact

kde hodnoty parametri pro rtizné materialy shrnuje tab. 1 a funkci obr. 20. Faktor
Qtact S€ uziva pouze tehdy, chceme-li vyjadrit, ze pevnost je ¢ krat mensi nez néjaky
standardni material; jinak nema smyslu. Vsimnéme si, ze a je zaporné a b kladné.
Dtivodem prvého je skutecnost, ze v malych balvanech je méalo poruch (prasklin),
a tudiz jsou pevnéjsi. Tato ¢ast skalovaciho zakona je ostatné ovérena laboratornimi
experimenty. Divodem druhého je rostouci gravitacni vazebné energie FE,, ale za-
vislost nebyva tak strmé jako b = —2, nebot nerozptylujeme cely terc, nybrz pouze
néjakou polovinu.

Vimp QO B a b
kms ergg~! ergcm® g2
basalt 5 9,0-107 0,5 ~0,36 1,36
led 3 1,6-107 1,2 —0,39 1,26
Tab. 1 — Parametry skdlovaciho zakona (65) pro basalticky a ledovy material s monolitickou

strukturou. Prevzato z Benz a Asphaug (1999).
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20 — Skalovaci zakon Q7 neboli zavislost pevnosti na priiméru D, pro monoliticky basalt
a led a rizné hodnoty impaktni rychlosti vimp. Podle Benz a Asphaug (1999).
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3 Rovnice vedeni tepla

Ac¢ by se vedeni tepla v asteroidech mohlo zdat pouhou kuriozitou, jde o zakladni
problém ve fyzice malych téles. Anizotropie tepelného vyzarovani s povrchu astero-
idu je pFic¢inou disipace (nebo i rastu) mechanické energie; zatimco samotné gravi-
taéni pusobeni by bylo konzervativni. Trajektorie proto nejsou pifiblizné eliptické,
nybrz ptiblizné spirdlové, coz se zretelné projevuje na strukture celého hlavniho
pasu asteroidil i po¢tu blizkozemnich objektii.

3.1 Fourierovsky rozvoj zarivého toku

Predtim, nez budeme analyticky FeSit rovnici vedeni tepla uvnit#, se musime zabyvat
jednou okrajovou zalezitosti — ozafenim. Pro urc¢ité misto na rovniku rotujiciho
asteroidu je tok dén periodickou funkei (P = 2n/w):

F(it)y=01—-A)®E=(coswt), (66)

kde E(x) = zH(z), H(x) = 0 pro < 0 a H(z) = 1 pro > 0 je Heavisidova
skokova funkce; ® = L/(4nr?) zafivy tok od Slunce v dané vzdalenosti r a A Bon-
dovo albedo. Nebot je po ¢astech spojité diferencovatelnd, lze poditat ji prislusnou
Fourierovu radu:

o0
F(t) = Z fn einwt , (67)
n=—oo
jejiz koeficienty:
1 [F :
Fn = F/ ]:(t) einwt g (68)
0
Konkrétné ¢len Fo:
1 (" 2 [F 2 [sinwt]¥ 1
— E(coswt)dt = — coswtdt = — { } i
P 0 P 0 P w 0 s
a Clen Fiq:
. " P
— cos? wtdt = — (cos2wt 4+ 1)dt = — [Sm d +t:| t =,
P Jo P/ Pl 2w o 4
atd.

Do 6. fadu (Fig) pak vypada fada nasledovné (viz obr. 21):

1 1 2 2 2
Ft)y=(1-A)2 (TE + B coswt + 35 €08 2wt — Tin cos 4wt + 355 €08 th) . (69)
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3 Rovnice vedeni tepla
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Obr. 21 — Zarivy tok F(t) od Slunce na rovniku rotujiciho asteroidu a jeho postupné aproximace
nékolika ¢leny fourierovské rady, Fo az F¢. Hodnoty vynesené v grafu jsou v jednotkach (1 — A)®P,
kde A oznacuje Bondovo albedo a ® tok zafeni (ve Wm™2) v dané vzdélenosti od Slunce.

3.2 Analytické jednorozmérné reseni

Existuji-li (alesponi ptiblizna) analyticka feeni, 1ze pomoci nich ovéfovat spravnost
(obdobné zjednodusenych) numerickych Feseni. Proto se budeme zprvu zabyvat rov-
nici vedeni tepla v nejjednodussim jednorozmérném piipadé. Neznamena to pocho-
pitelné, Ze cely asteroid je jednorozmérny, nybrz si predstavujeme sloupec materialu
s Neumannovou okrajovou podminkou na povrchu a Dirichletovou v hloubce:

pCOu — 0, KO,u =0, (70)
Ko,u+eou* = F(t) prox =0, (71)
u = konst. pro xz — —o0, (72)

kde wu(z,t) oznacuje teplotu, jakozto nezndmou funkci soufadnice a ¢asu, p husto-
tu, C' mérnou tepelnou kapacitu, K tepelnou vodivost, ¢ infracervenou emisivitu,
o Stefanovu-Boltzmannovu konstantu a F(t) zarivy tok dle (66). Jakékoliv lateralni
vedeni tepla zanedbavame.

Vzhledem k charakteru (69) zkusime nalézt ustdlené” feseni ve tvaru Fourierovy
rady:
oo
u(x,t) = Z U () ™ (73)
n=—o0

Je-li K = konst., zavedeme tepelnou difuzivitu y = p%. Dosadime-li fadu do (70),

obdrzime:
E Upinw et —y E Oyl € =0,
n n

17 Samoziejmé se tim pripravujeme o moznost popisovat prechodové stavy, jez nejsou periodické,
napt. postupny ohfev z néjaké konstantni teploty.
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Analytické jednorozmérné feseni 3.2

¢ili pro kazdé n musi platit: )
inw
Opplly = — Uy, - (74)

Obecnéa feSeni se evidentnd 1isi pro n = 0, n > 0 a n < 0. Nebot vime, ze

Vi= ﬁ:%(l +1i), vV-i= :I:%(l — 1), vychézeji:

ug(x) = ag + box ,

Un (.’13) = an e~ (1+0)Bnz +bp, e(1H)fne

u—n(x) =Q_n e—(l—i)ﬁnr +b—n 6(1_i)ﬁ"z

kde jsme kromé integracnich konstant a,,, b,, byli nuceni pro zkraceni zapisu zavést

Bn 1/%M, shodou okolnosti je 1/, hloubka proniku tepelné viny. Nebot nés

vesmeés zajimaji feSeni nedivergujici, je b, = 0, a tedy ug = konst.
Zatim neznamd a, urc¢ime jako obvykle z konkrétni okrajové podminky (71).
Povrchova teplota je ziejmé:

— Z an einwt
n
a jeji derivace:
0,u(0,1) Zanl—l—l elnwt Za, 1-1)p , e Wt

n>0 n>0

Abychom nemuseli umoctiovat do nekone¢na, budeme predpokladat (a pozdé&ji ové-
fovat) malé zmény teploty u, < wug, coz by umoznilo provést linearizaci:

ut = (UO + E Uy, em‘*’t) = Uo +4u0 E w, €™

n#0 n#0
Po dosazeni do (71):
- K Z an(141)B, ™ —K Z a (1 —)Bp et 4

n>0 n>0

+ eoug + deoud E an €t = E F et
n#0

vidime, Ze se museji rovnat koeficienty u vsech et odkud:

4 ]:0
ug = o s (75)
Fn
 deou + K(1+1)8, ] (76)
0 Fon (77)

T deoud + K(1—1)B,
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Obr. 22 — Povrchova teplota u(0,t) daného mista na asteroidu, ziskana fesenim jednorozmérné

rovnice vedeni tepla, respektive jeji postupné aproximace nékolika fourierovskymi ¢leny ug az ue.

Volené parametry jsou: rotacni perioda P = 1h, vzdélenost od Slunce r = 2,5au, Bondovo

albedo A = 0,1, infracervena emisivita e = 0,9, hustota p = 2500 kg m~3, mérna tepelna kapacita
C =480Jkg ! a tepelnd vodivost K =1Wm K1,

Vysledna funkce u(0,t) je zobrazena na obr. 22. Zfetelny je fazovy posun oproti
F(t). Pohledem na néj zaroven ovéime nas predpoklad u,, < wup; o.k.

3.3 Metoda konecnych diferenci (FDM)

Kdyz podminky pro linearizaci nejsou splnény, uchylime se k feseni numerickému.
Navic lze studovat i stavy prechodové. VSechny derivace (operdtory) proto preve-
deme na konec¢né diference, coz je obzvlasté snadné, kdyz je geometrie jednoducha
(jednorozmeérna).

Explicitni schéma. Prevedme nejprve 1. derivaci podle ¢asu:
ou _u" — un—1
ot At
kde jsme zavedli horni indexy n a n — 1, odpovidajici ¢asu novému (¢t + At) a staré-
mu (t). Vyjadfeni 2. derivace podle soufadnice je prostym rozdilem prvnich:

2 Ujpr Uy U Uy o ,
O"u - __ Az Az _ Wi+l 2uj + uj—1
Ox? Az Ax? ’
kde jsme zavedli dolni indexy 7 + 1, j a j — 1 pro tfi sousedici body. Pti dosazo-
vani do (70) se musime piedevsim rozhodnout, v jakém case vy¢islime prostorové

derivace! Pokud ve starém:

-1 -1 -1 -1
ul! —uj _Xu?+1—2u? +ujs 0
At Ax? ’
tak ndm to umoznuje explicitné vyjadrit nové teploty:
_ At _ _ _ )
u?zuyl—kﬁ(u}zﬂl—Qu; 1+u?711) proj=1..M—1.
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Metoda koneénych diferenci (FDM) 33

Toto numerické schéma se nazyvéa explicitni dopredny Euler, ¢asto angl. forward
time centered space nebo zkr. FTCS.
Je sice nejjednodussi, ale pred jeho pouzitim musime zkontrolovat splnéni von

Neumannova kritéria:
2y At <1

Az? ’
bez kterého neni zarucena stabilita, resp. je zarucena nestabilita. Je vsak tfeba
disledné rozlisSovat — stabilita v zadném pripadé neni konvergence k nezndmému
feSeni! Tu musime jako vzdy ovéfovat napf. sledovanim zmén w(z,t) pfi dalsim
zmensSovani kroku ¢asového At i prostorového Ax.
Na povrchu j = 0 ani v hloubce j = M nelze vyéislovat druhou derivaci, nebot

nemame tieti bod. Pravé proto potifebujeme (diskretizované) okrajové podmin-
ky (71) a (72). Konkrétné je:

ou Ug — UL
Oxle=0 Az

cili: N "
M o)t = F )

coz predstavuje polynom 4. stupné pro ug (uf jiz zname):

K

K K
60(u8)4 + Eug — Eu? — F(t) =0;

fesi se numericky (napf¥. Laguerrovou metodou).
Okrajova podminka v (koneéné) hloubce x> 8 je o dost jednodussi:

UM = Ueq s

ale rovnovaznou teplotu musime volit obezfetné, abychom si nevynutili feseni ne-
smyslné.

Implicitni schéma. Pouzijeme-li namisto starych teplot nové:

j j
At Az?

n n—1 n n n
uj —uy iy —2ui +ui

=0,

jedna se o ponékud jiny problém:

a

At 2vAt At
_szujl—l_(l—l_sz)uj_sz

neboli:

u?_lzu?_l proj=1.M—-1,

n _
U,inj = Bi,
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3 Rovnice vedeni tepla

kde matice je tridiagonalni fidka:

1 0 0
—a 142« —a 0 0
Ayj = 0 (78)
0
0 0 —a 142« —a
0 0 1
a prava strana:
ug
u?_l
B = (79)
n;l
Upr—1
uhy

V kazdém kroku tedy musime invertovat matici (spoletné s neustle se ménici
pravou stranou)! Takové schéma se nazyva implicitni zpétny Euler, angl. backward
time centered space, zkr. BTCS.

Aby matice nezustala singularni, je naprosto nezbytné v B; dosadit za ug, u?,
z okrajovych podminek:

eo(ug )4 + Euo — Eul - F(t)=0, (80)
UM = Ueq 5 (81)

kde jsme si pomohli ,faulem*, nebot jsme pouzili starou hodnotu podpovrchové
teploty u’f_l namisto nové uj, kterou zatim nikdo nezna; ,za trest® provedeme

né&kolik iteraci.'®

Hybridni schéma. Jako vyhodné se ukazuje byt kombinace schémat explicitniho
a implicitniho, parametrizovana parametrem 6:

-1 , -1 -1 -1
ul —uf Ly uly g —2ul ol (-8 uiy = 2ul T i) o
At X Ax? X Ar? IR

coz opét vede na soustavu:
n !/ /
uj Aij = B;.

18 Druhou moznosti by byla linearizace 4. mocniny v (80), pouziti u} a této rovnice namisto
1. fadku matice A;;, ale linearizace se musi taktéz od¢init iteracemi.
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Slaba formulace problému 3.4

0 ‘ schéma ‘ presnost ‘ stabilita

0 |explicitni dopiedny Euler | Az2, At |von Neumannovo kritérium
1/2 | implicitni Crank-Nicolson | Az?, At? | stabilni
1 |implicitni zpétny Euler Ax?, At |stabilni

Tab. 2 — Hodnoty parametru 60, urcujici konkrétni schéma numerické metody FDM, presnost
schématu a pfipadnd podminka stability.

0 190
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Obr. 23 — Numerické Feseni rovnice vedeni tepla metodou FDM, schématem BTCS, zobrazené

na grafu ¢as t, hloubka z; teplota u je zndzornéna barevné. Poc¢ateéni podminka byla u(z,t = 0) =

Ueq, okrajova podminka na povrchu je zafiva (odpovidd obr. 21) a v hloubce u(z = —0,2m,t) =

Ueq. Vypocet byl proveden véetné prechodového stavu. Tepelné parametry jsou tytéz jako na
obr. 22, stejné jako pribéh u(z = 0,t).

Vyhodou hybridniho schématu s § = 1/2, nazgvaného Crankovo—Nicholsonovo, je
kromé bezpodminecné stability také vySsi presnost integrace, nebof pro vypocet
2. derivaci vyuzivame 6 bodi (viz tab. 2; Langtangen 2003).

3.4 Slaba formulace problému

Pfejdéme nyni k obecnému trojrozmérnému numerickému feseni, které je mozné
pouzit v libovolné nepravidelné geometrii, tzn. i pro cely Sisaty asteroid. Rovnici
vedeni tepla si nejprve zapiSseme pomoci operatoru:

L=pC0—V-KV, (82)
abychom jeji zapis maximalné zjednodusili:
L(u) =0; (83)
okrajovou podminku uz mame jen jednu:
Koyu+eou*=(1—-A)®=(s-n)nal, (84)

pricemz tentokrat je hranice domény v podstaté libovolnad uzaviend, prozatim kon-
vexni, takZe v argumentu zafivého toku vystupuje smér ke Slunci s(t) a normé-

ly n(r).

67



3 Rovnice vedeni tepla

approximation of u
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Obr. 24 — Dole nejjednodussi jednorozmérné linedrni bazové funkce Nj(x); zvyraznéna je pro

j = 4. Nahofte je odpovidajici funkce & pro pfipad, kdyby koeficienty byly ¢iselné rovny: u; = 20,

uz = 100, uz = 80, ug = 150, us = 66, ug = 33. Ve dvou rozmérech by N;(z,y) mély podobu
¢tyFbokych jehlant. Ve t¥ech rozmérech bychom Nj(r) kreslit nechtéli.

Slaba formulace problému spoéivd v nahrazeni (nezndmé) funkce u(r) za jeji
priblizny rozvoj:

M
uw=da="> u;Nj, (85)
j=1

kde u; jsou neznamé ¢iselné koeficienty a IN;(r) znamé bazové funkce (téZ ,konecné
J J 9
prvky“). Nejjednodussi funkce jsou obycejné stiechovité, které jsou nenulové jen

vy

mezi nékolika nejblizsimi body sité; schematicky jednorozmérné (obr. 24):

% pro x € (xj_1,2;),
Nj(z) = % pro z € (zj,x;41), (86)
0 jinak.

Samoziejmé lze volit téz funkce kvadratické, kubické, harmonické, pokryvajici celou
oblast 2, vlastni funkce operatoru L, jsou-li znamy, ruzné specidlni atd. Volba
vhodné baze se podoba uméni.

Prave provedend diskretizace v prostoru pfevadi problém spojity (hledani u(r,t))
na diskrétni konecény (hledani u;). Pak ale nemtze v§ude presné platit (83)! Obecné
je tedy:

£(@) #0,
s ¢imz nelze byt spokojen.
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3.5 Metoda koneénych prvka (FEM)

V metodé koneénych prvki se s tim smifime. AvSak pozadujeme, aby soucet rezidui
byl nula. Nelze ovsem napsat bez rozmyslu:

%WAi?

protoze to bychom mohli mit v levé ¢asti domény 2 kladné odchylky a v pravé
zaporné. Ba co hiif, s jednou rovnici pro M nezndmych u; nenadélame nic. Proto
musime splnéni podminky pozadovat mnohokrat, vzdy v omezené ¢asti (2, kterou
si vymezime pomoci testovact funkce (vahy) W;(r):

/Qﬁ(a)WidQ =0 proi=1..M. (87)
Zvolime-li jednoduse W; = N;, hovofime o tradicni Galerkinove metodé:
/Qﬁ(ﬂ)NidQ =0 opétproi=1..M. (88)
Rozepsanim L pro nas problém pak obdrzime:
/ pCOuN,;dQ) — / V- (KVa)N;dQ = 0.
Q Q
Protoze divergence vseho (soucinu):
/V (K0, 4N;)dQ = /V NdQ—I—/KVu VN;dQ
a protoze zaroven plati Gaussova véta:
/QV (K0, uN;)dQY = AK@nﬁNidF, (89)
plyne odtud Greenovo lemma:
/QV (KVa)N;dQ = —/QKVQ - VN,;dQ + /FK(‘?nﬁNidF, (90)

které se vyuziva pro elegantni dosazeni za K0, = —eou* + (1 — A)®Z(s - n)
z okrajové podminky (84), ¢imz ji automaticky spliiujeme a nemusime se ji déle
zabyvat.

Musime jesté provést diskretizaci v Case:

An_ ,&n—l

Orit = ——— . (91)
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kde jsme opét hornimi indexy n a n — 1 oznacili hodnoty nové a staré.
Aby vysledna soustava rovnic byla a zustala linearni, aproximujeme novou tep-

lotu jako:
at ~ (a"h)3an (92)

pfipadnou nelinearitu budeme fesit ex post iteracemi.
Shrneme-li nase dosavadni snazeni:

PCanNaa— [ Pan1n, / i VN,
[ RN /QAtu N2+ | KVa" - VN:dQ+

+/ eo(a" )3 4" N;dl' — /(1 — A)®=(s-n)N;d' =0 proi=1.M; (93)
I r

kde to jen §lo, pouzili jsme nové hodnoty 4", jak je obvyklé v implicitnich metodach.
Evidentné jde o soustavu M linearnich rovnic pro M neznamgych u;, kterou zbyvéa
vyresit.

Kdybychom to vyjadrili otrocky:

pC n pC n—1 n
/EZuijNidﬁf/EZuj NjNidQJr/KVZu]-Nj-VNidQJr
3
+/ea(zu;’*11vj> Zu?NjNide/(lfA)CDE(s-n)NidF:0
T

j J r

a preusporadali:

C 3
Y up %t/NjNidQ-i—K/VN]wVNidQ-i-sa/(E u;HNj) N;Nidl'| =
Q Q r -
J

J
C
= Zu;*”}— N N;dQ + (1 — A)<I>/ S(s - n)N;dr,
. N -

uz by bylo nad slunce jasné, ze jde o soustavu typu:
ujAij = By,

kde prvky matice jsou bud integraly, které 1ze pro danou sit bodu predpocitat piedem (1. a 2. ¢len),
nebo jednoduché integraly znamych funkci (3. élen). Totéz plati pro pravou stranu. Pfi jemné
diskretizaci (velkém M) je matice A;; nebezpecné velkd a jeji inverze obtizna, nicméné byva
Fidka.

3.6 Implementace v programu FreeFem++

Prakticky lze pro feSeni pouzit program FreeFem++ (Hecht 2012), ktery dovoluje
symbolicky zapis integralt ve stejné podobé jako rovnice (104):

70



Implementace v programu FreeFem++ 3.6
real C = 680; // specific heat capacity [J/kg/K]

real K = 2.5; // thermal conductivity [W/m/K]

real rho = 2500; // bulk density [kg/m~3]

real epsil = 1.0; // infrared emissivity []

real sigma = 5.66962e-8; // Stefan-Boltzmann constant [W/m~2/K-4]
real A = 0.0; // Bond albedo []

real SO = 1371.; // solar constant [W/m~2]

real r = 2.5; // distance [AU]

real Phi = S0/r"2; // solar flux [W/m~2]

real sx, sy, sz; // Sun direction []

real phi; // corresponding longitude [rad]

real theta = pi/2.; // co-latitude [rad], O deg ... north pole
real P = 7200.; // rotation period [s]

real t; // time [s]

real dt = 72.0; // time step [s]

real tstop = 100.*P; // time to stop [s]

int iterations = 3;

//

number of iterations

thermal diffusivity [m"2 s™-1]

u0 = ((1.-A)*Phi/(4xepsil*sigma))~(1./4.); // equilibrium temperature [K]

real chi = K/(rhox*C); //
cout << "chi = " << chi << " m"2 s7-1" << endl;
func

cout << "u0 = " << u0 << " K" << endl;

load "msh3";

mesh3 Th = readmesh3("file.1l.msh");
mesh3 Thirr;

fespace Vh(Th, P1);
Vh u, uold, v, b;

problem HDE(u,v)
= int3d(Th) (rho*C/dt * u*v)
- int3d(Th) (rho*C/dt * uold*v)
+
+ int2d(Th) (b * u*v)

- int2d(Thirr,1) ( ((sx*N.x + sy*N.y + sz*N.z) > 0) *
(1-A)*Phi * (sx*N.x + sy*N.y + szxN.z) * v);

include "savedat.edp";
include "shadowxm.edp";

u = uold = u0;
for (t=dt; t <= tstop; t+=dt) {
phi = t/Px2xpi;
sx = cos(phi)*sin(theta);
sy = sin(phi)*sin(theta);
sz = cos(theta);
shadowxm(sx, sy, sz);
for (int k=0; k < iterations; k++) {
b = epsilon*sigma * u”3;
HDE;
}
uold = u;
savedat ("output.dat", t, sx, sy, sz);
}

/7
//

/7
//

//
//
//

//
//
//

//

/7
//
//

//
//

read the mesh produced by tetgen
a copy of the mesh (for shadowing)

the space of (linear) finite elements
definitions of functions on this space

the PDE definition, weak formulation
linear term
from time discretization, implicit Euler

int3d(Th) (K * (dx(u)*dx(v) + dy(u)*dy(v) + dz(u)*dz(v))) // bilinear part

// Neumann BC
// zero on night side
// simple irradiation

initial condition
cycle in time
change solar unitvector

determine non-shadowed facets (Thirr)
iterations due to non-linearity of BC
semi-linearization of the u”4 term

solution of the PDE

time step
data output
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3 Rovnice vedeni tepla

Jedinym rozdilem je drobnd zména notace @ na u, N; na v. Navic je zde naznaceno volani
vypoctu stinéni pro nekonvexni tvary, kde nestaci pouzit jen skaldrni soucin s - n.

Triangulace. Diilezita otézka: ,Jak zkonstruovat sit?“ Tzn. nejen seznam bod, ale
i jejich spojnic, podle nichz se vy¢isluji bazové funkce IV;. Zavisi na ni nejen piesnost
numerického FeSeni, ale i samotnd moznost inverze matice A;;, protoze nevhodna
sit mize vést k singularité. Casto uzivanou metodou je Delaunayho triangulace.
V k-rozmérném prostoru zajistuje, ze pro kazdy tatvar s k + 1 body (trojihelnik,
CtyTstén) jemu opsand kruznice neobsahuje zadny dalsi vrchol. Prakticky je mozné
triangulaci provést programem TetGen (Si 2006; viz obr. 25).

1394 2635 2996 12073 12263
e : % ;

Obr. 25 — Rizné diskretizace v prostoru, tzn. sité ¢tyisténi vytvorené programem TetGen (Si
2006), které byly pouzity pro numerické feseni rovnice vedeni tepla ve sférickém télese. Cislo M
oznacuje pocet vrcholu sité.

Radiaéni sila. Zname-li jiz povrchovou teplotu u(r,t), miZzeme vypocéitat i ptislusné
dynamické piisobeni. Element radiac¢ni sily za pfedpokladu Lambertova rozpylu je:

Celkové zrychleni je ziejmé @ = L [ dF a moment sily T = [.r x dF. Kromé
toho musime pockat na ustaleni a provést stfedovani pres periodu rotac¢ni, v hor-
$im pripadé i orbitalni. Z historickych divodt se pisobeni nazyvaji Jarkovského
jev a YORP. Pro ovéfeni presnosti numerického vypoctu jej muzeme porovnat
s analytickou teorii pro koule (Vokrouhlicky 1998; obr. 26). P¥iklad pro nepravidel-
ny meteoroid je na obr. 27.

3.7 Nekonvexni stinéni, tepelny a rozptyleny tok
Dokonalejsi modely mivaji uplnéjsi popis zativého toku. Jednak je v zafivém toku
od Slunce zohlednéno stinéni od jinych mist povrchu (Sevedek aj. 2015):

F=(1—A)®u(s,r)=(s-n), (95)

kde pu je funkce stinéni, nabyvajici hodnoty 0 nebo 1. Protoze je tfeba pro kazdou
plosku kontrolovat viechny plogky s = > 0, §lo by o problém slozitosti O(N?). Pro
dany nekonvexni tvar je ale mozné ji predpocitat s urc¢itym krokem v thlech; pro
konvexni by bylo vSude p = 1.
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Nekonvexni stinéni, tepelny a rozptyleny tok 3.7

da/dt/ %
100
80

60

40

20

184

10°
n,
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Obr. 26 — Podil Jarkovského driftu velké poloosy da/dt = 27 /n spoéteného numericky a ana-

lyticky, pro rtizné diskretizace v prostoru (pocet M vrcholu sité) a diskretizace v ¢ase (Casovy

krok At). Pfedpokladali jsme zde sférické téleso, polomér R = 0,1 m, rotaéni periodu Prot = 2h.

Pro M > 103 a At/Prot < 0.02 je rozdil mezi numerickym a analytickym FeSenim mensi nez

3%. Drift je tmérny 27 /n’ (dle ?7), kde T oznacuje transverzalni slozku zrychleni a a n’ stfedni
pohyb.

Obr. 27 — Rozlozeni teploty u(r,t) na povrchu meteoroidu o efektivnim poloméru R ~ 10 cm,

spoctené metodou FEM. Osy Z,9, 2 jsou fixni v télese, zatimco vektor s sméfuje ke Slunci. Zo-

hlednéno je i nekonvexni stinéni. Maximum teploty i vyzarovani jsou posunuté oproti s, coz vede

k nenulovému transverzalnimu zrychleni ménicimu orbitalni pohyb (Jarkovského jevu). Anizotro-
pie vyzafovani také vytvari nenulovy moment sily ménici rotaci télesa (jev YORP).
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3 Rovnice vedeni tepla

Dalsi je tepelné zatfeni ptichazejici od jinych mist povrchu:

/
Fon = (1= Aw) /F 6'01/4%1/@7 F)dr’ (96)

kde v(r,r’) je funkece viditelnosti, opét nabyvajici hodnoty 0 nebo 1, v zévislosti na
tom, zda se plosky r a r’ mohou ozafovat; pro konvexni tvar by bylo vsude v = 0.
Pro vyzafovani predpokladame také Lamberttv kosinovy zakon. Zde musime pro
kazdou plogku poéitat integral pres povrch, jde tedy o problém slozitosti O(N?).
Navic zde v integralu vystupuje hledana funkce u, tzn. Ze se problém formalné stava
integrodiferencialni; bud bychom se museli smifit s pouZitim starych teplot u™ 1!,
anebo provést iterovani, abychom v okrajové podmince méli skutecné u™.

Konecné jde o rozptylené zatfeni od jinych mist povrchu:

cos a cos o’

Fee=(1—A) | AOu's- ' ————v(r,r)dl". 97

o= (=) [ ayls n T e ) (97)
Plati obdobna tvrzeni jako v predchozim piipadé.

Pii vypoctu radia¢ni sily bychom pak méli zohlednit, ze zareni z dané plosky

nemize vzdy nerusené uniknout, ale muze zaptsobit na tytéz plosky, které ji ozafuji:

€o cosacosa’ r —r
dF = +— 4/ "dr” 98
+ ¢ r m(r—r)2 |r _r|z/(r,r) ’ (98)

i i¢inek rozptylovani sama o sobé:

2 AP
dF,. = fg—,u(s,n)n dar.
c

Balvany na Itokawé. Kromé celkového tvaru je u malych planetek nutné zohledno-
vat i vedeni tepla v malych utvarech v transverzalnim sméru. Naptiklad planetka
(25143) Ttokawa mé rozmér zhruba 0,5 km, ale na detailnich fotografiich je pose-
ta balvany o rozmeérech fadové 1/8; ~ 10cm, coz je mnohem méné neZ rozliSeni
modelu tvaru.

Slunce pritom kazdé rano sviti na vychodni stranu balvant, teplo je vedeno skrz
od vychodu k zapadu, odpoledne je zapadni strana navic osvétlena Sluncem, jeji
teplota je tedy v prumeéru vyssi, coz vytvaii znacnou asymetrii tepelného vyza-
fovani a radiacni silu dF ve sméru vychodnim. Moment sily T od vSech balvant
pusobi ve sméru osy rotace & a tudiz zpusobuje zrychlovani dle momentové véty
% =T, které klidné miize pirevazovat nad zpomalovanim od celkového tvaru. Pro
pozorované rozdéleni velikosti balvanti ze sondy Hayabusa (Saito aj. 2010) vychazi

fadové dQ/dt ~ 10~ "radd =2 (Sevecek aj. 2015).
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Nekonvexni stinéni, tepelny a rozptyleny tok 3.7

Obr.

28 — Celkovy snimek planetky (25143) Itokawa ze sondy Hayabusa. Rozmér planetky

dosahuje 0,54 x 0,31 x 0,25 km. Pozorovana rotacni perioda P = 12,1h neni konstantni, thlové
zrychleni dosahuje dQ/dt = (0,35 & 0,04) - 10~7 radd—2. Z dalky jsou viditelné jednotlivé velké

balvany. © JAXA.
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4 Elasticita

Jednou z praktickych tloh, se kterou se ¢asto setkdvame, je vypocet deformace
pri urc¢itém zatizeni. V porovnani se srazkami asteroidi se zda problém ponékud
413

,hudnéjsi“, protoze se nikde nic nehybe, hledame jen findlni rovnovazny stav, ale
uvédomme si, ze vétsina véci v nasem okoli je dosti blizko rovnovahy.

4.1 Hookeuv zakon a Lamého rovnice

Pohybova rovnice pro pevnou latku, zapsana v indexové notaci, je:'*

PUrtt = Ors,s + pfr

kde u, oznacuje posunuti, index r = 1..3, resp. do poc¢tu dimenzi, oznacuje slozky
soufadnic, p hustotu, o, tenzor napéti (¢ili vnitini sily pusobici na jednotku plochy,
[0rs] = Pa), f, zrychleni pisobici uvnitt télesa (¢ili sily na jednotku objemu, [pf,] =
N/m?), napiiklad by se mohlo jednat o gravitaci.

Vynechanim casovych derivaci ziskame rovnici rovnovdhy:

Urs,s+pr:0 VQv (99)

kterd musi platit v celém objemu € télesa.
Tuto parcialni diferencialni rovnici musime doplnit o konkrétni okrajovou pod-
minku, aby TeSeni bylo jednoznacné:

Orss = g, mal, (100)

platici na hranici I objemu €2, kde ptisobi povrchové sily g, (vyjadiené na jednotku
plochy, [g-] = Pa); ns zde oznacuje normélu k ploe. Pro volny povrch by bylo
samoziejmé g, = 0.

Hooketv zakon v nejjednodussi podobé je o = Ee, kde o oznacuje napéti (silu na
jednotku plochy, resp. prifezu), E Youngtv modul pruznosti (téz elasticky modul,
[E] = Pa) a ¢ je deformace (bezrozmérna, zména délky lomena délkou). Pro popis

vvvvvv

Ors = >\5qq5rs + 2M5Ts ; (101)

kde 4,5 je Kroneckerovo delta (pro r = s je 0, = 1 jinak 6, = 0) a A a p
jsou Laméovy konstanty, majici ur¢ity vztah k modulu pruznosti E a Poissonové
poméru v, jez jsou obvykle udavanymi charakteristikami material:
E Ev
h=—— A= —n— —————
2(1+v) (I4+v)(1-2v)

(5]

_ 0
t? S T dag?

19 Indexy za ¢arkou oznacuji v této notaci derivace ; = pri totoznych indexech

plati sumacni pravidlo 44 = Zq.
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4 Elasticita

Tenzor malych deformaci je zaveden jako:

(Ur,s + Us,r) -

E’I’S

DN =

Dosazenim Hookova zakona do rovnice pro rovnovahu obdrzime Laméovu rovni-
ct, Gili parcialni diferencialni rovnici pro posunuti u, (,skrytd“ v tenzoru deforma-
ce):

()\eqqérs),s + (2M€7‘S),S + pfr = 07 (102)

neboli:
(Auq,q(srs),s + [,Uf(ur,s + us,r)],s + pfr =0.

Tuto rovnici zapiseme abstraktnéji pomoci diferencidlniho operatoru:

L(u,)=0. (103)

4.2 Metoda koneénych prvka (FEM)

Namisto (zatim neznamého) feSeni u, rovnice (103) hleddme jeho aproximaci (Lan-
gtangen 2003):

M
u =i, = E ujr‘erv
Jj=1

kde Nj, jsou bazové funkce a u;, hledané koeficienty; M je pocet bodu sité, kterou
triangulujeme objem . Pro aproximaci v8ak nebude rovnice (103) platit presné,
nybrz:

L(ity) #0.

Pozadujeme alespon, aby soucet vSech rezidui byl nulovy:

3
/ > L) WirdQ =0,
Q2 r=1

kde W, jsou vhodné vahy, neboli testovaci funkce. Tato rovnice je tedy slabou
formulaci, nebot nepozadujeme presnou platnost rovnice vsude. Integrace pres ob-
. s . =M N sk . .
jem Q zde odpovida sumaci ) ,",. Sumy pfes body sité i a pies dimenze r lze
sdruzit do jedné, abychom tu druhou nemuseli stale vypisovat.

V Galerkinové metodé bereme za vahy primo bazové funkce, W;,. = N;,., takze:

/ L(i) NoydQ = 0.
Q
Pro nasi rovnici rovnovéhy (99) pak mame:
/Jrs,sNirdQJr/ pfrNipdQ =0.
Q Q
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Implementace v programu FreeFem++ 43

Pro jeji tpravu vyuzijeme Greenovo lemma;:

ar
—~ =
/07's,sNirdQ: _/ UT'sNi7',sdQ+/ar5ns dr
Q Q T

a zaroven dosadime z Hookova zakona (101) a Sikovné z okrajové podminky (100):

—/(Aeqqérs + 20e,5) Nip sdQ + / g N;-dl —|—/ pfrN;dQ =0, (104)
Q r Q

¢imz ziskame zakladni rovnici pro metodu koneénych prvki.

4.3 Implementace v programu FreeFem+-+

V programu FreeFem++ (Hecht 2012) je implementace velmi snadnd, protoze
umoziiuje symbolicky zapis integralt pies Q2 a I". Aby bylo zépisu dobfe rozumét,
nékteré ¢leny rovnice (104) rozepiSeme:

25 _ Zl Oug . Oug _ Ou; Ous  Ous
- “ —2\ 0z, Oz ox Oy = 0z
Z Zé, N - 6NZT - 81}1 8’02 8’[}3
renTns ox, Ox Oy 0z’
r s r
1 /Ou, Ous\ ON;,.
DD ensNins =33 5\ 5t o) T =
r s r s s r S
_ 1 (0u1 | Ouy \ v 1 (Ouy | Ous | dvi 1 ( Oui ; Oug \ Ovi
-2 (8m1+8w1) Oz + 2 (8I2+8w1) To + 2 (8w3+811> T3 +
1 (Ouz | Quy | Qua 4 1 (Oug 4 Ouz ) vz 1 (Ouz | Oug | Jva
+ 2 (811+8I2) 1 + 2 (612 axz) To + 2 (323+8x2) x3 +
1 (Ous y Ouy | Qv 4 1 (Ous y Oua | Ovg 4 1 (Oug y Ouz ) dvsg __
+ 2 (8m1+87¢3) 1 + 2 ( o 8273) To 2 (8.’163 8273) r3
— |Qu1 Oua Ouz 1 (Bug dus) 1 (3u1 _|_M) L (Ouy Ouy
T oz Oy 9z /2 \ Oz oy ) 2 \ 0z ox /) /2 \ 9y oz

.| Qui Ovy dus 1 (Oup ; v\ 1 (Oui  dvg) L (9vi Ouvy
|:9x78y’827\/§(z+8y)’ 2(62+32)7 2(y+ x)}

Vlastni implementace pak je:

load "msh3";

mesh3 Th = readmesh3("cube.1.msh"); // read mesh from file

real ag = 9.81; // gravitational acceleration [m/s~2]
real a = 0.1; // cross section dimensions [m]

real b = 0.15;

real m = 1.0; // mass attached at the end [kg]
real E = 21.5e10; // Young modulus [Pa], steel

real nu = 0.29; // Poisson ratio [], steel

real rho = 7800.; // density [kg/m~3], steel
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4 Elasticita

real f = rho * ag; // volumetric force [Pa/m = N/m"3]
real g = mxag / (a*b); // surface force [Pa = N/m"2]
real mu = E/(2*x(1+nu)); // Lame’s constants

real lambda = Exnu/((1+nu)*(1-2*nu));

fespace Vh(Th, [P1,P1,P1]); // finite elements space (vectorial)
Vh [ul,u2,u3], [vi,v2,v3];

real sqrt2 = sqrt(2.);
macro epsilon(ul,u2,u3) [ dx(ul), dy(u2), dz(u3), (dz(u2)+dy(u3))/sqrt2,
(dz(u1)+dx(u3))/sqrt2, (dy(ul)+dx(u2))/sqrt2 ] // end-of-macro

macro div(ul,u2,ud) ( dx(ul)+dy(u2)+dz(u3) ) // end-of-macro
solve Lame([ul,u2,u3], [vi,v2,v3]) = // weak formulation
int3d(Th) (
lambda * div(ul,u2,u3) * div(vi,v2,v3) // divergence term

+ 2.xmu*( epsilon(ul,u2,u3) ’* epsilon(vl,v2,v3) ) //’ ) // dot product
)

- int3d(Th) (-f*v3) // volumetric forces

- int2d(Th,3) (-g*v3) // surface forces

+ on(1, ul=0, u2=0, u3=0); // Dirichlet boundary condition
savemesh(Th, "output.sol.mesh"); // save output

savesol("output.sol", Th, [ul,u2,u3], order=1);

real umax = max(abs(ul[].min), ul[].max); // plot amplified mesh
cout << "\numax = " << umax << " m" << endl;
real coef = 0.2*b/umax;

mesh3 Thamp = movemesh3(Th, transfo = [x+ul*coef, y+u2xcoef, z+u3*coef]);
int[int] refoO = [1,0, 2,0, 3,0, 4,0, 5,0, 6,0];

int[int] ref2 = [1,2, 2,2, 3,2, 4,2, 5,2, 6,2];

Th = change(Th, label=ref2);

Thamp = change(Thamp, label=ref0);

plot(Th, Thamp, wait=1, cmm = "coef = " + coef);

Slozky vektorové funkce 4, jsou v programu znaceny ul, u2, u3, testovaci funkce N;, pak vi,
v2, v3. Program lze spustit z prikazové fadky FreeFem++ lame.edp. Pfiklad vysledku vypoctu je
na obr. 29.

4.4 Testovaci priklad s jednoduchym nosnikem

Analytické feSeni lze pouzit pro kontrolu implementace. Pro nosnik na jednom konci
upevnény a na druhém konci zatizeny, je vychylka konce [53]:

B FI?
x, = ﬁ )
kde F' = may je sila ptisobici svisle na konec nosniku, m hmotnost zavazi, a, tihové
zrychleni, [ délka nosniku, £ modul pruznosti a I, kvadraticky moment prifezu.
Pro obdélnikovy priifez o rozmeérech a, b (méfenych vodorovné a svisle) a pro osu
prochézejici stfedem je:
B ab?
a — i};-
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Testovaci priklad s jednoduchym nosnikem 4.4

Obr. 29 — Porovnani nedeformované a deformované sité, kde posunuti spo¢tena programem Free-
Fem++ byla zvétsena faktorem asi 10°. Maximalni posunuti jinak dosahuje umax = —0,77 um.
Vlevo sit hruba a vpravo jemnad, s poc¢tem vrcholil nyertices = 255, resp. 11484. Objem, vymezeny
povrchovou siti ve formatu MESH byl triangulovén étyfstény pomoci programu Tetgen (Si 2006),
konkrétné prikazem tetgen -Vgpnql.2al.e-6 cube.mesh, kde parametr ¢ = 1,2 omezuje pomér
stran Ctyfstént a a = 1076 jejich maximélni objem. Pro import se osvédéilo pouzit forméat MSH,
jenz ziskdme pouzitim skriptu ./nodeeleface2msh.awk cube.l.node cube.l.ele cube.l.face >
cube.1.msh.

0.9

07 F / T ]
06 | 1
05| 1
04| 1
03} 1
02 | 1

Upmax [microns]

0.1 | numerical —e—
, analytical

200 10° 10* 10°

Nyertices

Obr. 30 — Porovnani numerického a analytického modelu deformace jednoduchého nosniku pro
ruzné pocty vrcholl sité nyertices- Hodnoty parametra byly v obou ptipadech zvoleny nasledovné:
l=15m,a=0,1m,b=0,15m, m=1kg, ag = 9,81m-s~2, £ =21,5-10* MPa, v = 0,29.

81



4 Elasticita

Rozdily mezi analytickfm a numerickim modelem dosahuji méné nez 5% pro
podet vrcholtt Nyerices = 10% (viz obr. 30). Mohou byt dény jednak diskretizaci

~

numerického modelu a jednak omezenimi analytického modelu.

4.5 Vypocet deformace montaze

Jako praktickou aplikaci si ukdzeme vypocet deformace montaze astronomického
dalekohledu. Pfed exportem z programu CAD je ovSsem vhodné jeji konstrukei zjed-
nodusit, abychom nepocitali deformace jednotlivych Sroubii a maticek. Pak staci
konvertovat piislusnou sit do formatu MESH, triangulovat a pfitom zadat ptisobe-
ni silou uréitého sméru na uréitou plochu (oznacenou pomoci sloupce label v siti).
Vysledek vypoctu je ukdzan na obr. 31; celou observator pak vidime na obr. 32.

Nakonec je tfeba zduraznit, ze vySe uvedena linearni teorie je platna pouze pro
malé (elastické) deformace. Velké (netkuli plastické) deformace by bylo t¥eba popsat
rigoroznéji.

[51] HECHT, F. New development in FreeFem++. J. Numer. Math., 20, 251, 2012.

[52] LANGTANGEN, H. P. Computational partial differential equations. Numerical methods and
Diffpack programming. Berlin: Springer—Verlag, 2003.

(53] Ohyb vetknutého nosniku. [online] [cit. 2017-05-04]. (http://physics.mff.cuni.cz/kfpp/-
skripta/kurz_fyziky_pro_DS/display.php/kontinuum/3_5).

[54] S1, H. TetGen — A quality tetrahedral mesh generator and three-dimensional Delaunay
triangulator. 2006. (http://tetgen.berlios.de).
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Vypocet deformace montéaze 4.5

Obr. 31 — Spoctené deformace vidlice, respektive ¢asti alt—azimutalni montéaze, pti ptisobeni sily
1300 N na horni ¢ast, kde budou umistény domecky pro momentové motory. Maximéalni posunuti
¢ini 20 um. Vpravo vyslednad podoba montaze.

Obr. 32 — Autonomni observator BlueEye 600, vyrobena firmou Projectsoft v ramci grantu
Technologické agentury CR, byla umisténa v Ondfejové.
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5 Atmosféry a oceany

Atmosféra ma jednu zadsadni vyhodu: jsme v ni neustdle ponofeni a mame s ni
bezprostredni zkusenost. Jednou ze zakladnich vlastnosti atmosféry je wvitr, nebo-
li rychlost proudéni v, kterou v této kapitole budeme studovat vyhradné pomoci
Navierovy—Stokesovy rovnice. Tato zapsana v inercialni soustaveé zni:

gradient
advekce tlaku tihové  viskozita
dv ov — 1 ~ N ——

kde t oznacuje cas, p hustotu, P tlak, g tihové zrychleni a v kinematickou viskozitu;
dovolili jsme si ji napsat pfed operator, tzn. je uniformni.

Pokud bychom vitr studovali v neinercialni soustaveé, rotujici ithlovou rychlosti Q,
a provedli potfebnou transformaci soufadnic, pak by ovsem bylo:

odstfedivé Coriolis
dv ' 1 / ’ 12 ol /
(dt) z—EVP—&-g +uvV-Vv + Q7 20" x v (106)
kde r/| ozna¢uje vzdélenost od osy. Zcela piirozené se pouzivaji lokalni kartézské
soutadnice, r' = (z,y,z2), kde  sméfuje na vychod, y na sever, z svisle nahoru
a odpovidajici rychlosti v/ = (u, v, w). Zfejmé nema cenu psat neustale ¢arky, pro-
toze prakticky cela kapitola je carkovana. Ve zminované lokalni soustaveé ovsem
potfebujeme vyjadrit vektor (¥ = (0,Qcos @, Nsiny), kde ¢ je zemépisna Sitka
inkriminovaného mista.

V literature se setkdvame s nejriiznéjsimi pribliznymi rovnicemi, ¢ili musime byt
neustale ve strehu, kdy co plati. Nejcastéjsi aproximace jsou: aproximace tenké vrst-
vy (w < u,v), izotermalni (T' = konst., ¢ili P(p)), neviskézni (v = 0), nedivergent-
ni (V-v = 0), zanedbatelné odstfedivé zrychleni (r, = 0), pfip. Coriolisovo (€2 = 0)
nebo Boussinesqiiv vztah pro vztlak (—gdp/p).

Abychom mohli posoudit vyznamnost jednotlivych ¢lend v rovnici (105), p¥i-
padné (106), spoc¢teme si nékolikero bezrozmérnych ¢isel. Ziskdme je tak, ze jed-
notlivé ¢leny (znacené svorkami) podélime, pficemz operatory nahradime za Skaly,
V — 1/L, a neznamé rychlosti ofekdvanymi rychlostmi U. Konkrétné jde o Rey-

noldsovo ¢islo: dvek U2/L L
advekce
— — - 2=, 1
Re viskozita  vU/L? v’ (107)

pro Re < 1 b§va proudéni laminarni, kdezto pro Re > 10% turbulentni. Mezi tim
je prechodova oblast s pozoruhodnym chovanim. Dale Rossbyho ¢islo:

advekce U?/L U
= e — 1
Ro Coriolis  2UQsing  2LQsing’ (108)
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5 Atmosféry a oceany

Ekmanovo ¢islo:

Bl — Viskc.)zijca _Ro _ I/U/{,Q _ v — (109)
Coriolis Re 2UQsing  2L%2Qsing
Richardsonovo cislo:
dp
tlak 9,
_ vztlak o g Vp (110)

~ stiih | QU)2/L p (VU2

V pripadé, kdy bychom byli nuceni pouzit i rovnici pfenosu energie, zajimalo by
nas Prandtlovo cislo: ot
skozita
pr— oo (111)
vedeni X

kde x oznacuje tepelnou difuzivitu; Grashofovo ¢islo:
p 3
vztlak 9%  gaydTL

G = = =
'~ Viskozita vU/L? vAr

(112)

kde jsme vzali typickou rychlost U = v/L pii Re = 1 a ay je koeficient tepelné
roztaznosti; potazmo Rayleighovo ¢islo:

3
Ra — Vztlak,  GrPr— goTL _
vedeni xvT

(113)

Neékterd ¢isla ma smysl uréovat zvlast pro skalu velkou (L) a malou (1). Méj-
me také v patrnosti, ze viskozita v muze byt bud molekuldrni, kdy difuzi rychlosti
zpusobuji molekuly letici v rdmci své stfedni volné drahy ¢, nebo turbulentni (an-
gl. eddy, bulk), tzn. v¢etné piispévku virt.

5.1 Hydrostaticka rovnovaha

Nejprve zanedbame vse, dokonce i vitr, v =0, dv/d¢t = 0, T = konst., r ;= 0, Q = 0.
Pak nezbyva, nez aby bylo P = P(z) a nulové horizontélni gradienty. Rovnice (106)
prejde na rovnici hydrostatické rovnovahy:

1dP
0=-—-——g, 114
Py (114)

kam dosadime ze stavové rovnice idealniho plynu:

pP=-L"yr, (115)
[y
éili: ,
gpmy
) .
pd i
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Cyklostrofické proudéni 5.2

Provedeme-li integraci obou stran:

/%ﬁpzhu%:—ﬁfﬁ/ﬁz+0:-ﬂwmw+cx

kT kT
odkud:
=1/Hp
—
gHMy
P=F — 11
0 exp( kT Z) ) ( 6)

kde jsme si oznacili Hp jako tlakovou skalu, na které se podstatné méni tlak (na
Zemi je fadové Hp ~ 7,5km). Na kulaté a ke vSemu rotujici planeté ozafené zboku
to vSak nemitize dlouho vydrzet, nebot T' # konst.

5.2 Cyklostrofické proudéni

Zanedbame-li skoro vse, w =0, v =0, r; = 0, Q2 = 0, zistanou ndm rovnice pro
horizontélni rychlosti:

du 10P
dv 10P
T —;8—?/ . (118)

Pouzijeme-li soufadnice tangencidlni a normélové (s,n), tzn. ve sméru v a kolmé
na v, pak:

dog 10P

=_-= 11
dt p Os’ (119)
dv, 10P

__tor 12
dt pon (120)

Lze samoziejmé ztotoznit slozku v, s velikosti rychlosti |v|, nebot v,, = 0 z definice.
Normaélové zrychleni dv,,/dt zptsobuje zak¥ivovani trajektorie vétru. Pokud si ji
pfiblizime jako kruznici (¢ast kruzmice) o poloméru r, pak pro normélové alias
dostiedivé zrychleni musi platit zndmy geometricky vztah dov,,/dt = v2/r, éili:

duvg 10P
= ——— 121
dt p 0s’ (121)
v? 10P
vs__1ob 122
r p on (122)

V ustéleném stavu dvs/dt = 0, kdy se jiz nic neméni, musi tedy byt velikost rychlosti
v souladu s normalovym gradientem tlaku:

[ rOP
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5 Atmosféry a oceany

Takové situaci fikdme cyklostrofické proudéni. Vyskytovat se muze pouze okolo
tlakové nize, aby nam nevyslo vg imaginarni. To¢it se muze libovolnym smérem.
Jde o dobré ptiblizeni proudéni v tornddu (obr. 33), trombé, blizko rovniku nebo
na pomalu rotujici planeté, jako je VenuSe. V feci charakteristickych ¢isel toto
proudéni miize vzniknout za podminek: Re — co, Ro — oo, Ek — 0.

Obr. 33 — Tornddo, v némz lze vifivé proudéni popsat pfiblizné jako cyklostrofické. © OAR,
ERL, NSSL.

5.3 Geostrofické proudéni

Mgjme w = 0, v = 0, ; = 0. Po provedeni vektorového souc¢inu (0, cos ¢, sin ¢) x
(u,v,0) pak obdrzime:

fc
du 10P -~ ~
— = ———— + 2Qsi 124
% P +2Qsinp v, (124)
dv 10P
— = — — 2Qsi 125
T (125)

kde jsme si oznacili fc = 2{2sin ¢ jako Coriolistiv parametr.
Pro zcela ustalené proudéni (du/dt = dv/dt = 0) bychom méli rovnost:

1 oP OP
(u,v) = o <_8_y’ %> ) (126)

coz ovSem znamend, ze vitr stale vane podél izobar, nikoli ve sméru gradientu tlaku!
Slozky (u,v) a (—y,z) jsou zde ,piehozené“; pii izobarach ve sméru y je totiz

% # 0, ¢ili vitr ve sméru y. Této rovnovazné situaci fikdme geostroficke proudeént.
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Geostrofické proudéni 53

Pii uvézeni kiivosti trajektorie v soufadnicich (s,n):

doug 10P
= 127
dt p Os’ (127)

v? 10P
Is _ _ -2 s, 128
r p on Jev (128)

odkud plyne kvadraticka rovnice pro v, majici feSeni:
2.2 P

vy = —der 4 Jfer roP (129)

2 4 p 0s

Toto drobné zobecnéni se nazyva gradientové proudéni. Charakteristicka ¢isla pii-
tom byvaji: Re — oo, Ro — 0, Ek — 0.

Zopakujme nakonec nase poznatky jinymi slovy: na rotujici planeté zasadné ne-
vanou vétry z oblasti vysokého tlaku do nizkého! Kdyz se totiz vzduch pohne rych-
losti v proti sméru gradientu tlaku (ayp = —%VP), je zdhy odchylen Coriolisovym
zrychlenim (ac, kolmym na v) tak, Ze nakonec jsou obé zrychleni antiparalelni
a proudéni sleduje izobary (v je kolmé i na ayp) — viz obr. 34. Je to mimochodem
davod, proc¢ se na Zemi gradienty tlaku vyrovnavaji dosti obtizné.

Rychlost |v| proudéni se ustavi pfiblizné tak velkd, aby Coriolisova sila tmér-
né |v| byla dostate¢nd na vyrovnani gradientu tlaku. Velky gradient tlaku (husté
izobary) tedy automaticky znamenaji rychly geostroficky vitr! Pointa je ale v tom,
Ze ayp neni presné rovno —dac, takze se vzduch se muze pohybovat po kf¥ivkach.
Vzduch okolo oblasti nizkého tlaku (cyklény) rotuje na severni polokouli proti smé-
ru hodinovych rucicek; vysoky tlak (anticykléna) znamend rotaci po sméru.

ale zde rotuje
jiz proti sméru
hodinovych rucicek

—VPT
pocatecni
odchylka

je doprava
(po sméru)

Obr. 34 — Proudéni vzduchu rychlosti v okolo tlakové nize (cyklény), zpoéatku ve sméru zrychleni
od gradientu tlaku (— %VP), ale zahy odchylené Coriolisovym zrychlenim (—2 x v, kolmym na v)
tak, ze nakonec sleduje izobary.
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5 Atmosféry a oceany

5.4 Rossbyho viny

Velmi pozoruhodnd situace (oscilace) nastava, kdyz w = 0, v = 0, r, = 0, 0 =
Q(0, cos @, sin ), ale ¢ # konst. Uhlovou rychlost proto rozvineme v Taylorovu
fadu:

< e OV
Q= Qp + de, 130
0 90 | o=po ¥ (130)
kde ‘3% = Q(0,—siny, cosy), dp = Ri@. Jde vlastné o aproximaci zakulaceného
povrchu Zemé tecnou rovinou, oznacovanou téz jako rovina . Pak mame rovnice:
fc = konst. B = %
d 1op ———— ————
ditb:f;%+29sin<p0v+2ﬂcosgp0%yv, (131)
d 10P
d—::fza—yfQQsin<p0uf2Qcosga0%yu. (132)

V nésledujicim budeme dale predpokladat: v = ug +u*, v = vg + v*, tzn. zZe na
pozadi geostrofického proudéni probihaji néjaké dalsi pohyby, ug = konst., vg =0
(proudéni V»7), u*, v* < ug a konec koncti nedivergentni proudéni 88% + %”y = 0.

Neni divu, ze aproximaci musi byt celd fada (asi 10), jinak by ndm nikdy nemohly
vyjit jednoduché harmonické viny! Po prvotnim dosazeni:

d * 10P
e +0) L0 fovs +0%) + Bylve +v°)

dt p Oz
d(vg +v*)  10P . .
@ o folug +u*) = By(ug +u*).

Vsechny ¢leny odpovidajici geostrofickému proudéni (124), (125) (tj. véetné VP)
odecteme a ztistanou nadm rovnice pro poruchy, kde jsme docasné pedagogicky po-
nechali vg # 0:

ou* ou* ou*

el * * 1
o tucg e ay +fev” + By(vg +v7), (133)
ov* ov* ov*
- - - = - * 134
o i, +UGay feu" = By(uc +u’), (134)
ale jinak samoziejmeé:
ou* ou* . .
W‘FUGE—‘F]FCU + Byv”,
ov* ov* . .
E‘FUG%——JICU — By(ug +u*).
Derivujeme-li prvni rovnici parcialné dle y a druhou dle z:
0 Ju* 0 ou* ov* . ov*
oy ot +UG37y o7 =+fc oy + Bv* + By oy’
Qo oow L ow o
ox ot "oz or ~ %0x Vx>
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Rossbyho viny 5.4

zmizi ndm po odecteni 4 otravné ¢leny (kvili nedivergenci) a ztistane krasnd rovnice:

o (ou* Ov* o (ou* Ov* .
a(wy‘%)*“%@y‘ax)—ﬁ”’ (135)

majici vlnovy charakter. S jednou rovnici pro dvé funkce pochopitelné nic nezmi-
zeme, nicméné bez velké jmy na obecnosti muzeme predpokladat feseni ve tvaru:

wt =0, (136)
v = Cei(kx—wt) , (137)

odkud po dosazeni:
—kwC ei(kaz—wt) + quQC ei(ka:—wt) _ 50 ei(km—wt)

a kraceni vychazi Rossbyho disperzni relace:

w=ugk — % . (138)

Féazova rychlost, s niz vlny postupuji tam, prip. zpét, by byla c = Af = %. Piic =0

i
by vznikla stacionarni vlna, s w = 0 a k% = % Jedna se o nejvyznamnéjsi viny
planetarniho méfitka (obr. 35).

Obr. 35 — Rossbyho viny velkého méritka (A z 103 km) se nachazeji na rozhrani mezi mirnym

a polarnim pasmem. V ose ve vysce se také vyskytuje tryskové proudéni (angl. jet stream), vyvola-

né termalnim vétrem. Pfevzato z (http://www.geography.hunter. cuny.edu/tbw/wc.notes/7.ci-
rc.atm/rossby_waves.htm).
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5 Atmosféry a oceany

5.5 Termalni vitr ve vysce

Je-li stale w = 0, v = 0, r; = 0, du/dt = dv/dt = 0, mlizeme zkombinovat
nase znalosti horizontélni (126) a vertikalni (116) a pro rozdil rychlosti ustaleného
geostrofického vétru ve dvou vyskovych hladinach psat:

1 [/10P 18H>
Uy — Uy = —— [ ——— — ——— ) , 139
T e (P2 dy  p1 Oy (139)
1 (10P, 10P
2T fc <P2 Jx  p1 3$> ’ (140)

kT
GHMy

kde si pfi hydrostatické rovnovaze, zo — 21 =
talni derivace:

In %, snadno spocteme horizon-

k or ., P _-20oP 1 P Py 0P,
0-0= A p2@ - gzl
UMy <833 nP2+ P 0z B By Py Bx) ’
odkud vyjadiime:
OPy _Pay PLOT  PoOPy _ P Ta gt T Typn 0P
dr T Pydxr P, dr T T P Voor T p1 Oz’
coz dosadime do (140):
Jevt
_ —
1| Ty ( )(9T+T2 10P 10P
vg—v1=— | =gz —21) o+ = —— ———
? ' fC T29 2 ! Ox Ty P1 or P1 ox

Zcela stejné bychom postupovali pro % a obdrzeli bychom zasadni vztah:

(UQ — U1,V2 — 'Ul) = %%(22 — Zl) <gi§, (;C;) -+ (g:j — 1) (ul,vl) . (141)
Popisuje totiz zmény horizontalniho vétru s vyskou, kdyz jsou piitomné horizontdlni
teplotni gradienty V,,T'. Zejména % (ve sméru J—S) byva hodné ziporny, tudiz
rychlost u ve sméru Z—V roste se z, az se proudéni nahofe (na rozhrani troposféry
a stratosféry) stdva tryskové.

Jingmi slovy: nad mistem, kde je vedro (vétsi T), je atmosféra vice ,nadychani®
(mé vétsi Hp), P(z) zde klesa relativné pomaleji, coz v porovnéani s mistem, kde
byla zima, naklani plochy konstantniho tlaku vic a vic, a jakékoliv V P nutné vede
k v. Puvodné barotropni atmosféra (P = P(p)) je nyni baroklinickd (P = P(p,T)).

5.6 Ekmanova spirala v hloubce

Zkonstruujme nyni rovnice i pro vodu, nad kterou fouka vitr. Predpokladejme pro
niw =0, r; =0 a piSme:

du 10P

?u  0*u  O*u
dt——p&v‘f'fCU‘i‘V(aQ‘i‘ayQ 8,22> ) (142)
dv 10P 0%v  0%v %
5= oyt (5 5t ) 1

92



Ekmanova spirdla v hloubce 5.6

Dale si dovolime predpoklddat ustaleny stav, % =0, % = 0, totéz proudéni
v blizkém okoli, tzn. %Z = 2—7; = % = %Z =0, %—I; = ‘Z,—I; = 0; 2. derivace jsou také

nulové, a nestladitelnost (nedivergentnost), g—g + g—; + %—Z’ = 0, ktera je pro vodu
vice nez prijatelna. Pak se nam rovnice redukuji na:

62
0= feu+ ua—;: 7 (144)
82
0= _fcuﬂaf;;. (145)

Déale musime specifikovat dvé okrajové podminky (na dné a na hlading). Vitr
charakterizujeme napétim na hladiné, coz v pohybové rovnici odpovida zrychle-
nifa=vV-Vv= %V - 0, odkud plyne vztah Vv = %a, kde p = vp je dynamicka
viskozita. P¥i pusobeni na plochu Zg, kolmou na Z, a to ve sméru osy gy, mame
pouze jedinou slozku tenzoru napéti o, nenulovou, ¢li:*

u,v — 0 proz— —oo, (146)

9: =0 9T

Provedeme substituci za komplexni rychlost V = u + iv, ¢imz ziskdme:

1
Ou 0 Ov pro z=0. (147)

o0*V

Obecnym fesenim je exponenciala (s védomim, ze /i = i%(l +i)aa= \/’;—5):

Y = ¢y elttez Lo, o= (tHhaz (149)

Z (146) ihned plyne Cy = 0. Abychom vy¢islili 1. integracni konstantu, potFebujeme
1. derivaci:

w
0z

v

c i1 1+i [ 2 R
1:7.70'2 = — 70'2 = 4 —_—
T+iap ™ 2V fopu ™ Vicon

20 Obdobny model existuje pro pfizemni vrstvu atmosféry, kde si proudéni opét rozdélime na
geostrofické a ageostrofické (viskdzni): u = ug +u*, v = vg +v*. Pozadové geostrofické a gradienty

1
=Ci(1+i)a=i-0,y,
- 1( i)a 1M0y

odkud:

2, 2
tlaku se ode¢tou, zbudou nam rovnice: 0 = fc(v — vg) + V%, 0=—fc(u—ug)+ V%, spolu
s vhodné upravenymi okrajovymi podminkami: v = 0, v =0 pro z = 0 a u = ug, v = vg pro
zZ — 00.
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5 Atmosféry a oceany

a tedy: _

V= u+iv = ve?®el(@*ti) | (150)
Zaveér je ziejmy: slaby vanek miva hluboky vliv! Navic jako namornici nebudeme
prekvapeni, ze nas mofsky proud undsi o 45° jinam nez vitr (viz obr. 36).

Obr. 36 — Ekmanova spirala, vytvarena vektory rychlosti (u,v) ve smérech standardnich sou-

fadnicovych os (z,y) pro rostouci hloubky z. Vyznacen je i smér vétru (napéti) T, odpovidajici

sloZce tenzoru napéti o, . Povrchové proudéni (z = 0) je odchylené o thel 45°, ktery se s hloubkou
sta¢i po sméru hodinovych ruci¢ek. Pfevzato z Ekman (1902).

5.7 Semiempiricka konvekce

Konvekci, neboli pfenos energie proudénim, je mozné posoudit tak, ze budeme stu-
dovat pohyb jediné bubliny, ktera je trochu ¥idsi (p¥ip. hustsi) nez okoli. VyuZzijeme
pritom Boussinesqovy aproximace pro vztlak:
10P . (pb = po)Voy op oT
= IhI L gay—, 151

597 9 e 9 =9ov T (151)
kde py, Vi, my, oznacuji hustotu, objem a hmotnost bubliny, p, hustotu okoli, g ti-
hové zrychleni a ay koeficient teplotni roztaznosti, jenz je pro idealni plyn roven 1.
Tento vztah implicitné predpoklada tlak bubliny neustale vyrovnany s okolim, ne-

s p_ _k _k P
boli P = —&=pT', dP = m(de + pdT') = 0 p¥i p = konst.

Druhou zavaznou aproximaci je, ze vSechny ridké bubliny se pohybuji vzhiru po
stejné€ draze, smésovaci délce:

{=aHp, (152)
ktera je vztazena k tlakové skale:
kT
Hp= L (153)
GHMy

pricemz parametr « se voli empiricky.
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Bublina, kterd vystoupila vzhiru mé obecné teplotu odlisnou o 7 od okoli,
a tedy mérnou tepelnou energii (v Jm~2) odlisnou o dQ:

6T

dT dT
dQ = —_— - —
@=cr (dz b dz

jez se muze prenést do okoli; cp oznacuje mérnou tepelnou kapacitu pfi konstantnim
tlaku. Pfitom vzniké4 tok tepla (ve Wm™2):

O)z P, (154)

q)semi = dQ@ )

kde prameérnou rychlost © odvodime z pramérného zrychleni (na zac¢atku je a = 0):

“=397

nebot prace konand vztlakem se s urcitou Géinnosti 8 premeéni v kinetickou energii
bubliny:
1
Bwnal = 54@%172 ,

tudiz:

v =+/2B3al. (155)
Posledni problém: kde vzit VT pro bublinu a okoli? Vzdyt si ji pouze mlhavé
predstavujeme! Nemame zde sice zddnou informaci o rychlostnim poli v, ale snad

je v dost velké, abychom pro wvSechny bubliny mohli pouzit VT adiabaticky (viz
nize). S okolim nelze délat nic, jen ho preznacit na ,semi“. Vysledny tok tepla:

3

| 6T kT [T (dT z

Deomi = CP5TP Bg%a i = 042 BCPP ( i ) |: (d ):| ’
UMy Wiy g \ dz semi

(156)
coz je semiempiricky vztah, ktery se musi pro danou aplikaci kalibrovat volbou «
a 3.2! Vizualnim piikladem konvektivniho proudéni je obr. 37.

g
ad dz

Adiabaticky gradient teploty. Pro adiabatické déje (bez zdroje nebo vymény tepla
s okolim) plati zjednoduSené stavova rovnice neboli polytropa:

P=Kp", (157)
jejiz diferencial:
r-1 rp
dP = KTp ~dp=—dp. (158)
P
21 Kdybychom potiebovali vyjadrit % comi PTO ucely stavéni hvézd, predpokladejme, ze veskery
mil
tok @ = 4552 je prenéasen konvektivné a invertujme (156).
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5 Atmosféry a oceany

Pro obecnéjsi stavovou rovnici bychom méli P = P(u, p, T):

oP oP oP
dP = @d,u + 6—pdp+ 8_TdT

Za predpokladu homegenniho chemického slozeni (dp = 0) odtud lze vyjadiit dT,
vypocéitat parcidlni derivace pro idedlni plyn (115) a dosadit za dp z (158):

oT oP T P T 1
dT|ad = a_P (dp - a_pdp> = F (dp — ;dp) = F (1 — f) dP. (159)

Vidime, ze VT je uré¢en VP. Asi neni divu, kdyZ se vlastné nic nedéje (dQ = 0).

Bruntova—Viisilidova frekvence. Vztlakové zrychleni (151) miizeme ekvivalentné
vyjadiit pomoci gradientii a dosadit za dp z (158):
op

o, — 9 (] _dp
v p\dzlb dz

_ g pdP dp\ _
O)z— p(FP e dz)z_ N*z. (160)

7 vertikalni pohybové rovnice:

dw

— =—N?z,

dz
ktera je obdobou harmonického oscilatoru, je potom ziejmé, ze pro N2 > 0 dochazi
k oscilacim, neboli vztlakovym vIndm. Naopak pro N2 < 0 (N imaginarni) nastéva

vztlakova (konvektivni) nestabilita. N nazyvame Bruntova—Véisildova frekvence,
nebot vystupuje také v disperzni relaci pro vztlakové viny (g-mdédy).

Obr. 37 — Stinova fotografie konvektivniho proudéni. Zmeény p a 1" zpusobuji zmény indexu
lomu n(p,T), které se projevuji ve vrzeném stinu odklanénim paprski a kaustikami. Prevzato
z (http://www.math.nyu.edu/aml/wetlab/projects/3d-convection.html).
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Kolmogorovovo spektrum turbulence 5.8

5.8 Kolmogorovovo spektrum turbulence

OvSemZe viry (bubliny) nemaji totoZné rozméry. Rozmér viru L souvisi s jeho vl-
novym ¢islem k& = 2n/L i thlovou frekvenci w jeho otéceni, skrz disperzni relaci
typu w =~ ke, kde ¢, je typicka rychlost otaceni. Muze pfitom dochazet ke splyvani
virtt nebo k jejich rozpadani, pricemz z Navierovy—Stokesovy rovnice lze odvodit
vybérové pravidlo k3 = ki + ko; nikoliv L= L+ <+ Ls! V limitnim piipadé, kdy jsou
viry stejné velké stejného sméru, plati k3 ~ 2k;, nebo naopak, je-li druhy mnohem
vétsi nez prvni, ks ~ ki + ¢ (Salmon 1998). Maximalni kala, tj. minimalni ki,;, se
nazyva vstrikovaci a je ur¢ena vnéjsimi okolnostmi (napi. rozmérem planety). Na-
opak nejmensi skala, maximalni k,, je svou podstatou wviskozni, dand molekularni
viskozitou v, zpusobujici definitivni disipaci virt.

Splyvani a rozpadani vird lze relativné snadno popsat pro nedivergentni proudéni. Nemusi se
nutné jednat o nestlac¢itelnou kapalinu, jenom to prosté ted nediverguje. Méjme tedy:

V.v=0,
ov

—+V-Vv:flVP+uV-Vv. (161)
ot p

Aplikujme proto divergenci na posledné jmenovanou rovnici (s tim, Ze operatory ptisobi vyhradné
doprava):

0 0 0
2% V-v+(Vv):Vv+v;V;Viv; ===V -VP+vV;V;V;v;,
p

cili: 1
(Vv):Vv=—--V.VP. (162)
p

Nyni si predstavme, ze za rychlost i tlak dosadime z jejich zpétné Fourierovy transformace:

v(r,t) = /u(k, t) ek r dk, (163)

bS]
~~
X
~+
=
Il

/ qk, t) &% dk . (164)

Pak ¢len vlevo:
v Ovs ) . ) ) ) .

Y5 OV _ u; ek r dke —— [ ;e dk = [ wjik; T dk [ wik; e* T dk =
Ox; Ox; ox; ox;

: im-r : in-r
//ujlmie dmu;in; e dn,

kde jsme zaménili integracni proménnou za dvé rizné, abychom mohli integrovat en bloc; a clen

vpravo:

1 2 92 92 ” o ik 1,
—IV.VP=... | — +—+— kr gk = ... —k2) ek rdk = Zk2p.
P (ax2+ay2+az2>/qe /q( )e PR
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5 Atmosféry a oceany

—ik-r

Po dosazeni provedme jesté nasobeni e , integraci pres objem f dr a vyuzijme také doprednou

Fourierovu transformaci q(k,t) = ﬁ fp(r, tye krdr:

. 1 ; 1
—///ujuim,-nj ellmrtnr—kr) gmdndr = 7k:2/pe"k"dr: —k2(2n)%q. (165)
p p

Jeden z integralu vlevo lze ovSem spocitat:
/ elmtn—k)rqr — (21)35(m + n — k) (166)

pro jakoukoliv harmonickou funkci to je 0, jen pro €© = 1 to diverguje, coz je pravé vlastnost
Diracovy distribuce 6. Musime ovSem integrovat od —oo do +00, abychom nahodou neintegrovali
pres ,pulviry“.

Uvédomme si, co jsme tak ziskali:

1
7//ujuim¢nj§(m+n+k)dmdn: ;kzq

tj. vztah pro fourierovsky tlak ¢, vyjadfeny pomoci fourierovskych rychlosti u, v némz vsak vy-
stupuje 6. Kdybychom ho dosadili do Fourierovy transformace (161), ziskali bychom rovnici, v niz
existuje vazba mezi viry riznych vlnovych vektori, pouze kdyz:

m+n—k=0, (167)

coz je ono vybérové pravidlo.

Veli¢ina vhodna pro posouzeni vird je energie & na jednotku hmoty a vlnové
¢islo, respektive jeji zavislost na k. Bylo-li toto spektrum vira vytvoreno pouze a jen
splyvanim, rozpadanim a disipaci, pak by nemélo zaviset na ni¢em jiném nez na k
a pravé rychlosti 1 disipace energie na jednotku hmoty, ktera by zase méla byt
pouze a jen funkci viskozity v. Kdyz tam zadné jiné procesy neprobihaji, tak to na
nich logicky ani nezavisi. Predpokladejme proto nejjednodussi moznou mocninnou
zévislost (stejné jako Kolmogorov 1941):

Enlk, ) = CRpP (168)
Jednotky vySe zmitiovanych velic¢in jsou piitom [k] = m~1, [€x] = [mv?m ™1k~ =
m?s™2 [¢] = [mePm~ 1t =m?s™ a V] = [aV 207! = m?s™!. Proto nezbyva,

nez aby exponenty splnovaly podminku:
m3s 2 =m “m2P 38 ,
tzn. 3 = —a+24, -2 = -33, f = %, a = f%. Vysledné spektrum je nevyhnutelné:
Ee(k, ) = Ck™ 395 . (169)
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Kolmogorovovo spektrum turbulence 5.8

Vidime, ze pro velkd k, mald L, je turbulence vskutku tlumena viskozitou. Neni
divu, ze & je klesajici.
Obdobné 1ze argumentovat a odvodit imérnost viskézni skaly:

k, = D (170)

m—l — m2’y g~ m25 S—35 ,

a proto: .
ky, =Dy~ 1y, (171)

Energie na jednotku hmoty a jednotku délky L by byla zifejmé:

EL(L, ) = Ergr = C'L3yp3 (‘%) = "L 5¢3 . (172)
Richardson (1922) podle této rovnice dokonce slozil baseri: ,Velké viry maji malé
viry, dbajici jejich rychlosti, malé viry maji mensi viry, a tak dal az do vazkosti.“ :)
Reélné spektrum virdt mize byt pochopitelné ovlivnéno i jinymi procesy a od-
chylovat se od kolmogorovského. Konkrétné je mozné, ze turbulence jesté neni plné
rozvinuta. Zacneme-li s jednim virem, chvili trva, nez vznikne celé spektrum. V te-
kutiné mohou vznikat viny postupné, odnésejici urcitou energii pry¢, anebo viny
stojaté, buzené v dutinach. Casto byvéa spektrum omezeno nikoli viskozitou, nybrz
omezenym rozliSenim. V kazdém pfipadé je (172) v pfimém rozporu s (152)...

SOkm Skm 500m S0m Sm
4: T T T T T E
2F 53 E
Lo
=} E ]
- 2F =
o E
2 E
oo E
S E E
2 LE 3
4E 3
SE 3
F 33 3
oF 3
o E
®F 500m 3
gl E
o 3
4 3 2 -1 0
log k
Obr. 38 — Energetické spektrum &, odvozené z pozorovani vyvoje oblac¢nosti. Trojice graft

odpovida tfem slozkam rychlosti u, v a w. V pripadé vertikaly je velikost virt omezena na asi
500m, nad kterou jiz turbulence nemutze byt kolmogorovska. Naopak malé velikosti jsou zde
omezeny rozliSenim pozorovani, nikoli viskozitou. Pfevzato z Duynkerke (1998).
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6 Radiac¢ni bilance

Jak je mozné, Ze existuji popiraci globalniho oteplovani? Rozuméji radiacni bilanci
(obr. 40)? Ovéfuji vSechna ¢isla? Znaji fyzikalni zdkony? Zkusili si to spocitat?
Nevim. Zkusim si to sam.

6.1 Sklenikovy jev

Nejjednodussi popis sklenikového jevu je nésledujici. Uvazujme zv1ast: (i) Zemi,
resp. jeji povrch, a (ii) atmosféru. Na nacértu vidime, ze od Slunce pfichézi energie
jako zafeni viditelné (V2?), kdezto ze Zemé a atmosféry odchézi jako infracervené
(IR). Nesmime ovSem ptehlédnout malé Sipecky, zndzornujici téZ vymeénu energie
mezi Zemi <+ atmosférou!

NapiSme pro Zemi a pro atmosféru prislusné zakony zachovani energie:
(1—ky)(1—A)® + 0Tk, =T, (173)

kv(l - A)(I) + k‘IRO'T4 = 20’T4

atm

(174)

kde T oznacuje termodynamickou teplotu (v K) povrchu Zemé, Tty totéZz pro
atmosféru, o = 5,68 - 1078 WK ~* Stefanovu-Boltzmannovu konstantu, ® zafivy
tok (ve W m~2) od Slunce, A albedo (odrazivost) Zemé v¢. atmosféry, ky absorpéni
koeficient atmosféry v oboru viditelném, kg totéZ v infracerveném (tepelném).
Celkem jde o 6 ¢lent. Lze je oznadit jako toky: ®o_q, Pa e, Po—o., Po_a.,
Py, a0, kde ,a.“ znamena atmosféra a ,,0.“ okoli.

Popis se vyznacuje znacnou jednoduchosti: je psan pro 1 m?; uvazuje planpara-
lelni atmosféru se 2 povrchy, vyzafujicimi stejné nahoru/dold, zanedbali jsme jiné
zpusoby pfenosu energie (fazové premény, proudéni) atd. Neuvazujeme ani zadny
tepelny profil Topm (7).

Diilezity parametr je solarni konstanta S = 1361 Wm~2 (Kopp a Lean 2011),
tj. energie (v J) dopadajici za 1s na plochu 1 m? kolmo k paprsku mimo atmosféru.
Primérny tok na vrchu atmosféry je ovSem pouze ® = S/4, protoze: (a) Zemé je

22 té3 NIR
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6 Radiaéni bilance

koule; (b) Slunce sviti jen z jedné strany. Jinymi slovy, Slunce je malé svétla skvrna
na jinak tmavé obloze.

Zde budeme predpokladat, ze S je konstantni; beztak nehraje zadnou roli v otep-
lovani! Hodnotu albeda uvazujeme standardni, A = 0,31, spole¢nou pro Zemi a at-
mosféru.

Priklad: Co muzeme sami métit? Nejjednodussi je asi méfeni teploty. Vzal jsem
proto infrateplomér, namifil jsem jej na oblohu, Ty¢,, = —25°C = 248 K, a na zem,
T =10°C = 283K (viz tab. 5). Samozfejmé je takové méfeni ptilis ledabylé! Vzdyt
jsme neuvazovali zaddné rozdily den/noc, léto/zima, rovnik/pdl, oblacnost, riiznost
povrchtl atd. Nicméné berme to jako ledabyly experiment anebo okamzity stav.

cas UT podminky T Tiim

°C °C
4.11. 14h den, skoro jasno +10 —25
5.11. 19h noc, jasno 0 —-34
8.11. 8h den, mlha +1 -1

Tab. 3 — Méfeni okamzité teploty povrchu Zemé a atmosféry pomoci infrateploméru. Nejistota
méfeni je sice op ~ 1°C, ale podstatné vétsi je jeji proménlivost v ¢ase a prostoru, rddové
AT ~ 30°C.

Z rovnic (173), (174) pak lze vyjadiit:

oT* —oT2

20T%  —kv(l — A)®

oT* ’
Vychéazi ky = 0,36, kig = 0,94. Zajimavé. Asi tietina viditelného zafeni je pohlcena,
coz by odpovidalo obvyklé extinkci pfi astronomickych pozorovanich. V infracerve-
ném oboru atmosféra pohlcuje mnohem vic nez ve viditelném. Zajimavéjsi jsou jed-
notlivé toky (ve Wm=2): & _,,. = 105, & _,q = 149, O _,, = 85, g, = 343,
Dgyo. =20, Dy o = Doy, = 214; zndzortiuje je obr. 39. Soustfedme se a dejme
si pozor na jazyk. Plati zde totiz nasledujici tvrzeni:

kir = (176)

. Atmosféra nas hieje vic nez Slunce!

. Slunce nam davéa svétlo.

. Atmosféra nam dava neviditelné svétlo.

. Zemé (z 1m?) sviti vic nez Slunce.

. Vzduch je zahfivany Zemi.

. Vzduch je neprihledny (v IR).

. Slunce m4 6 000 K, ale pouze 6 - 10~° sr (steradianu).
. Atmosféra ma okolo 248 K, ale celych 2msr.

. Bez Slunce by samoziejmé Tyoty — 017 — 0.

© 00 O U i W N+
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105

149

Obr. 39 — Radiacni bilance dle jednoduchého popisu. Dole povrch Zemé, nahote vrsek atmosféry.
Ciselné hodnoty udévaji toky (ve W m™2). Viditelné svétlo $edé&, neviditelné ¢ervensd. Vypodcet byl
proveden pro parametry T = 283 K, Tatm = 248K, kv = 0,36, kg = 0,94.

Naopak neplati tvrzeni:

1. Shimee nam-davasvétlo-a-teplo.
2. VzduehjezehitvanyShmeem:
3. Vzduehje-prihledny:

Trochu prehanim, tvrzeni nejsou zcela nepravdiva, ale polopravdiva. Nikdo nezpochybnuje, ze
Slunce sviti v NIR nebo ze vzduch je ¢aste¢né prihledny (zejm. ve V). Také zamérné uzivame
protimluv ,neviditelné svétlo“, protoze IR je svou podstatou stejné jako V.

Zkontrolujme radiac¢ni bilanci v literatufe, zalozenou na globalnich mérenich
a podstatné slozitéjsim modelovani (viz obr. 40). Co vidime? Ze i nage okamzité
méfeni a Gplné jednoduchy popis maji smysl! Odchylky sice dosahuji mnoha desitek
procent (zejm. Pg o, Pa_,q), ale viechna vyse uvedend tvrzeni jsou kvalitativné
spravna.

6.2 Opacita vzduchu
Co kdyby se ménily absorpéni koeficienty kv, kir? Z (173), (174) bychom vyjadrili:

(1 —0,5ky)(1 — A)$]*F
"= oskme ] )
T = [T* = (1 — ky)(1 — A) /5] "> (178)

a podle obr. 41 bychom vidéli, jak se méni teplota T" i Tatm, bez ohledu na hodnotu
S = konst. Evidentné, atmosféra ma zasadni vliv, a to kg vice nez ky. Bez atmo-
sféry (kv = kir = 0) bychom byli na 7' = 253K, brr... A to jsme nezménili A,
které by pii snéhové pokryvce mohlo vzrust az na 0,90!

Zkontrolujme absorpci celé atmosféry tak, Ze ji pfepoc¢itdme na opacitu x (¢es. ne-
prithlednost). Je definovana jako relativni ibytek intenzity I na jednotku délky dx
a jednotku hustoty p:

dI = —kpldzx. (179)
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Obr. 40 — Radiaéni bilance dle [64]. (© Lenka Trojanova.
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Obr. 41 — Teplota Zemé T (vlevo) a atmosféry Tatm (vpravo) v zavislosti na absorpénim ko-
eficientu ky ve viditelné a krr v infradervené oblasti spektra. Cerveny bod odpovida nasemu
meéfeni.

Jeji jednotka [k] = m? kg™ '; éili jaka plocha (z 1 m?) by byla geometricky zastinéna,
kdybychom rozptylili 1kg dané latky. Je-li dI/I velké, nelze rovnici pouzit piimo
v diferencidlnim tvaru, nybrz v integralnim tvaru:

I(x) = I(0) e~ (180)
neboli: LI
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Opacita vzduchu 6.2

V nasem piipadé z ~ 10km, p ~ 1kgm ™2, kdyZ uvaZujeme atmosféru jako ho-
mogenni. Celkovd hmotnost atmosféry pak vychazi spravné asi 5 - 10'8kg. Déle
I(z)/1(0) = 1 — ky = 0,64, tedy xy = 4,5-107°m? kg™'. Je to hodné, nebo malo?
Malo. Latka je totiz v neutralnim stavu, fotony z oboru V nezpisobuji excita-
ce/ionizace elektronovych stavii molekul Ny, Oo, ¢ili se &fi snadno.?® Otazka je, co
zpisobuje zvySenou absorpci (opacitu) v IR?

Priklad: Pocitani beranka. 1, 2, 3,4, 5, 6, ... Proc¢ je po¢itam? Abych si uvédomil,
Ze zvySend opacita oblakd (ve V) neni zpisobena béznymi plyny (Na, Os), nybrz
vzacnymi (HoO). V tomto piipadé doslo k fazovému piechodu (kondenzaci), ¢ili
vzniku kapicek, které uc¢inné rozptyluji svétlo. Ostatné vidim, ze v mlze nevidim.
Infrateplomeérem lze ovérit, ze oblaky zptsobuji zmény také v oboru IR. Zde miuze jit
o projev zminovanych kapicek, teplotniho profilu Tyt (r) nebo tepla odevzdaného
okoli pri kondenzaci.

Dokonce ani kdyby zadné oblaky vidét nebyly, teplota by kolisala, protoze sama
vodni para zpusobuje absorpci v IR. Astronomové na observatoii ALMA by moh-
li vypravét. Cela observator byla navrzena tak, aby pozorovala v mezerach mezi
absorp¢énimi pasy. Duvodem jsou vibrac¢ni prechody v molekule HyO, resp. vazbé
O-H. Obsah vodni pary je primérné 0,4 % (na objem), resp. 0,25 % (na hmotnost).
Podle (181) délime mensim p, tzn. Ze opacita samotné pary v IR je fadové vyssi,
kg = 2,4-1073m? kg™

Priklad: Na pruziné se zavazim si ovéfim, ze zrychleni:

e
m

a= , (182)
kde k je tuhost pruziny, z vychylka, m hmotnost zavazi. Cim tuzsi, tim je frekvence
kmitt vyssi, protoze vratné zrychleni je vétsi. Jednotky jsou [k] = kgs™2, [m] =
= kg, ¢ili thlova frekvence tézko muze byt néco jiného nez:

w= \/Z . (183)

Co kmita v molekule HyO? Vodik, ¢ili m = 1,66 - 10~27 kg. Co pfitahuje H a O?
Kdyby byla vazba iontova, tzn. HT a O™, pak podle Coulombova zdkona:

am 1 e?

k=0 =

r  Amegxd’ (184)

coz piieg =8,9-10712Nm?C2,e=1,6-10"1C ax = 0,27nm vychazi 12kgs~2.
Kmity umoziiuji absorpci/emisi fotonu s £ = hw = 0,05eV a A\ = 2nc/w = 23 pum,

23 Naopak fotony z UV zpusobuji excitace/ionizace ve vysoké atmosféfe (termosféie), a proto se
nesifi snadno.
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6 Radiaéni bilance
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Obr. 42 — Zavislost procentualni absorpce atmosférou na vlnové délce A, zptisobenad molekulami:
H20, CO2, O3, O3z, CH4, NO3. Uveden je také Rayleightiv rozptyl (ve V, UV), G¢inny pro vsechny
molekuly. Pfevzato z (http://en.wikipedia.org/wiki/Absorption_band).
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Obr. 43 — Monochromaticka intenzita By v zavislosti na A pro vyzarovani absolutné ¢erného

télesa o teploté 248 K (modfe) a 283K (oranzové) dle Planckova zakona. Skutecné vyzafovani je
zésadné ovlivnéno propustnosti atmosféry; mezi 13 a 17 um je jeden z absorpé¢nich pasa COxz.

tj. IR. Ve skutefnosti je vazba slabsi (kovalentni) a pruzina poddajnéjsi. Také by
se méla uzit redukovand hmotnost, p=! = mfl + mqy ! a uvazit odpudivé sila,
nebot kmitani je okolo rovnovazné polohy; nicméné musi byt fadove stejné velkd
jako pritazliva. Pritom jde o kvantovy systém, tedy s kvantovanymi hladinami F
a riznymi A zahrnujicimi prakticky cely obor IR. V pripadé COs lze obdobnou
avahou dojit k obdobnému A, nebot x |, m 7.

V literatufe je mozno zkontrolovat, ze pravé tyto dva plyny, HoO, COs, maji
Siroké absorpéni pasy pres celé IR (viz obr. 42). Naopak Na, Os nehraji roli, i kdyZ
jejich hmotnostni podil je Fadové vétsi, protoZe jsou prosté prilis prihledné (v IR).

6.3 Emise CO,

Obsah CO2 ve vzduchu je asi 0,04 % (na objem), neboli 400 ppm (¢4sti na milién).
Jak odhadnout emise od doby pramyslové revoluce? Napiiklad podle udaju TEA
se mezi roky 1971 az 2019 tézilo od 3500 do 8000 megatun uhli za rok, tzn. asi
276 000 Mt celkem (obr. 44). Obsah C byva 70 %. Hmotnost COs je pochopitelné
vétsi, nebot:

C+ 02 — CO2,

odkud plyne 7 - 10** kg, coz po pfepoéteni na objem ¢ni 90 ppm! Je sice ponékud
obtizné vidét neviditelny plyn v neviditelném oboru, nicméné jamy v Severoceské
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Globdlni oteplovéni 6.4

hnédouhelné panvi vidi vSichni. Samoziejmé ne vSechen plyn zistava v atmosfére,
Cést je opét vazadna v pifrodé (v jiné podobé). Na druhou stranu mame také jiné
zdroje emise — zemni plyn, ropu, cement, odlesniovani atd.

V literatufe lze ovérit, ze tyto antropogenni emise nejsou vazany zcela, mérené
mnozstvi COq totiz neustale roste (obr. 45); piip. poklesy jsou sezénni zmény. Od
primyslové revoluce je nartist pfinejmensim 130 ppm (z 270 na dnesnich 400).

Mt

9000
8000
7000
6000
5000
4000

3000

1978 1980 2010 2019

Obr. 44 — Rodni tézba uhli v megatunach (Mt) v obdobi let 1978 az 2019 podle IEA. Prevzato
z (https://www.iea.org/).
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Obr. 45 — Méfeni obsahu CO2 ve vzduchu v jednotkdch ppm (¢asti na milién) na observatofi

Mauna Loa, Hawaii. Prevzato z (https://www.esrl.noaa.gov/gmd/ccgg/trends/mlo.html).

6.4 Globalni oteplovani

Zasadni otazka je, jak se méni kjg? Pokud by absorpce v IR byla zpasobovana
pouze COg, pak by byla tmérna jeho p podle (181), k = 1 — e "P%, Je-li dnesni
kir = 0,94, pak puvodni by bylo 0,88. Protoze se vSak COg podili na absorpci
jen Gastecné (asi 1/6; viz obr. 42 v rozsahu obr. 43), zbytek (5/6) zajistuje H-2O,
vezmeme jen 1/6 zmény, tzn. 0,93. Protoze se v8ak pii zméné T zdroven zméni
obsah HyO, vezmeme dvojnasobek zmény, tzn. 0,92.
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6 Radiaéni bilance

Jde o zasadni zménu radia¢ni bilance (ve Wm_z): g a. = 330, g, = 27,
D, o = Dy, = 208 (srov. obr. 39 a 46). Teplota v minulosti musela byt nizsi
T =281,7K, ¢ili AT =T — T’ = +1,3K. Tj. podstata globalniho oteplovani.

27
330
86 . l
o 208

Obr. 46 — Totéz jako obr. 39, ale pro nizsi absorpéni koeficient kg = 0,92.
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Zéavér? Pomoci zakona zachovani energie a Stefanova—Boltzmannova zakona jsme popsali, jak
funguje sklenikovy jev a globalni oteplovani. Jejich podstatou jsou plyny H2O a CO2, absorbujici
v oboru IR. Nékteré parametry (kv, kig) jsme pfitom ovéfovali vlastnim méfenim, abychom si
véfili. Jiné (napf. tézbu uhli) jsme ziskavali z divéryhodnych zdroji. Dosli jsme k zavéru, ze se
teplota zvysila asi o 1 K, coz je zcela v souladu se zpravami panelu IPCC [66]. Jaka je tedy odpoveéd
na prvni otazku? Nevim.

(64] HAIGH, J. D. The Sun and the Earth’s climate. Living Rev. Solar Phys., 4, 2, 2007.

[65] KopP, G., LEAN, J. L. A new, lower value of total solar irradiance: Evidence and climate
significance. Geophys. Res. Lett., 38, L01706, 2011.

[66] STOCKER, T. F., QIN, D., PLATTNER, G.-K., TIGNOR, M., ALLEN, S.K., BosCHUNG, J.,
NAUELS, A. AJ. (EDS.) IPCC: Climate Change 2013: The Physical Science Basis. Cambri-
dge: Cambridge University Press, 2013.
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7 Prenos zareni

Prenosu zafeni ziejmé neni vyhnuti, nebot kazdy hydrodynamicky model konec kon-
cit budeme muset porovnat s pozorovanim. Vzhledem k tomu, jaké tzasné pristroje
jsou dnes k dispozici (ALMA, CHARA, VLBI a spol.), jisté budeme pot¥ebovat co
nejpodrobnéjsi, to znamena monochromaticky popis.

Nez za¢neme, ujasnéme si, jakou veli¢inu pro popis potiebujeme. Pfedstavme si,
ze ji mérime dalekohlidkem, s filtfikem a detektorkem, ktery méa jen jeden pixelik.
Jisté musi jit o energii (s jednotkou J), nesmi zéviset na expoziéni dobé (s~1), na
plose ¢ocky dalekohledu (nikoli detektoru!) (m~2), jeho natodeni (podélime fakto-
rem cos ¥, kde ¥ oznacuje thel od osy detektoru), obecné vSak veli¢ina muze zéviset
na sméru, ale nikoli na prostorovém thlu vytnutém plochou detektoru (nikoli ¢oc-
ky!) neboli zornym polem (sr~!), ani na &ffce propustnosti filtru (nm~—!). Prave
takovou veli¢inou je monochromaticka intenzita:

dE

L= — =
A7 dtdS cos 9dwd\

(185)
s jednotkou Js™'m~2sr ! nm~1.

Kdybychom meérili anténkou s heterodynkem, asi bychom misto vlnové délky A
uzivali radéji frekvenci v a jinou monochromatickou intenzitu:

dE

L= dtdsS cos Ydwdr

(186)

s jinou jednotkou Js~!m~2sr~' Hz~'. Intenzité piipisujeme smér opaény, nez ja-

kym miti dalekohlidek, ¢ili kam by mifilo zafeni, kdybychom mu do cesty nic ne-
strkali; prostorovy tihel je ovSem tentyz.

Takto definovana intenzita ma velmi pozoruhodné vlastnosti, napiiklad pro ni
neplati zékon ¢tvercl! Predstavme si, Ze méfime pfimo na Slunci (hluboko ve foto-
sféfe; obr. 47), zjistime asi I, = 4-10*Wm2sr 'nm™!, a to téméi nezavisle na
sméru; intenzita je zde skoro izotropni. Kdyz méfime u Zemé, mizeme bez Gjmy
na obecnosti pouzit obii dalekohled s plochou dS’ = dwr2, zabirajici malilinks
prostorovy tihel dw’ = dS/r?. Evidentné pak zachytdvame tutéz energii dE' = dF
a i intenzita vychézi stejnd I} = I,! Podstatny rozdil je ovSem v jinych smérech
nez ke Slunci (resp. od Slunce), tam je I} = 0, ¢ili je velmi anizotropni; Slunce je
malé svétla skvrna na jinak tmavé obloze.

Pro¢ se tedy o hvézdach tika, ze jsou slabé? Cely problém spociva v rozdilu mezi
rozliSenym a nerozliSenym zdrojem (obr. 48)! Nedokazeme-li%* dostateéné zmensit
dw’, michdme svétlo a tmu, tudiz vychazi malé I. Pro nerozlisené zdroje potom
plati zakon Ctverct.

24 mj. kvuli difrakci, aberacim, seeingu
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7 Pfenos zareni

dw’ = dS/r?

Slunce

malilinky detektor

ds’ = dwr?

® Zemé

Obr. 47 — Méfeni monochromatické intenzity Iy tésné u Slunce (ve fotosfére) a u Zemé. V prvnim
pripadé mame plochu dS, coz je plocha ¢ocky dalekohledu, prostorovy thel dw, ktery je vymezen
plochou detektoru, a thel ¥ = 0. Intenzita je zde témér izotropni, i kdybychom dalekohlidek
natoé¢ili jinym smérem, naméiime témér totéz. Ve druhém pripadé (ve vzdélenosti r) volime bez
jmy na obecnosti plochu dS’ = dwr2, prostorovy uhel «’ = dS/r2, abychom zachytili vechno
zéteni z plochy dS jdouci do prostorového uhlu dw. Pak je evidentni, ze I;\ = I, nedochézi-li
mezitim k zadné absorpci, emisi nebo rozptylu. I kdybychom ale méli dalekohled jinaci, délili
bychom energii dE’ jingm dS’, dw’ a obdrzeli totozné I} .

dw dw’ = dw
=1 =—1_
ds ds’'=dS

Obr. 48 — Méfeni intenzity I pro rozliseny a nerozliseny zdroj. V prvnim pfipadé jsme natolik

blizko hvézdy, ze ji jsme schopni s nasim dalekohlidkem vytinajicim prostorovy thel dw rozlisit, tzn.

vidét pouze st jejiho povrchu a zméfit intenzitu Iy. P¥i vzdaleni za uréitou hranici (¢drkovanou)

se ale do téhoz prostorového tthlu dw’ = dw dostava nejen svétlo, ale i tma, proto vychazi nizsi
intenzita, I{ < Iy.

Vyse uvedené uvahy se tykaji pouze zareni ve vakuu. Pokud neni prazdno, I #
konst., protoze muze nastavat absorpce, emise nebo rozptyl, a to mnoha ruznymi
zpusoby.

7.1 Elementarni procesy

Procest je celd fada (viz tab. 4). Pfi nejvyssich energiich (resp. teplotich; E ~ kT
byva latka v plné ionizovaném stavu, uplatiiuje se vyhradné rozptyl na volnych
elektronech, Comptontv se zménou energie fotonu, Thomsontiv bez. Jde o volné-
volné procesy, které jsou nekvantované, a ve spektru tedy vznikd kontinuum.

V silnych magnetickych polich nastava navic synchrotronové (relativistickd) emi-
se, piip. cyklotronové (nerelativistickd). Je sice monochromatick4, ale je-li magne-
tické pole spojité proménné, vznika opét kontinuum.
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Elementdrni procesy 7.1

Comptonuv rozptyl na elektronech e~ +~v — e~ + 7 ocNe
Thomsonuv rozptyl na elektronech e™ +vy — e~ 4+ o1 Ne
synchrotronova emise e~ —e +7v

cyklotronova emise e” —e 47 o1 B2?v? /(uoc)
volné—volna emise (brzdné zaieni) ZT +e” — Z+ +e” +4 NoN;B,,./
volné—volna absorpce Zt +e +y—=Zt +e~ NeNiU,B,,.
fotoionizace Z4+~r—Zt e~ N Uy Bw
srazkova ionizace Z4+e  —Zt 42— N NeChnw
autoionizace (Augeruv jev) 7% 7t fe” N, Uy Kdiel
rekombinace (2-¢asticovd zafivd) Zt +e” — Z + NiNeAwm
3-¢asticova rekombinace Zt +2e~ = Z4+e N;N2Cum
dielektronicka rekombinace Z*t +em = 2" - Z +~ NiNeagiel
absorpce, elektronovy prechod Z4+~y—Z* N Uy Bpn
spontanni emise Z* > Z 4+~ Ny Anm
stimulovana emise Z*+v = Z+ 2y NnUy Brm
srazkova excitace Z+e” = Z*+e N NeChrn
srazkova deexcitace Z*+e” = Z+e” NiuNeChrim
fotoionizace iontu H™ H +y—H+e™ Ny Uy Bk
absorpce, vibra¢ni prechod M+~ — M*

absorpce, rota¢ni prechod M+~vy— M*

Rayleightuv rozptyl na molekulach M +~v — M + v
Ramaniv rozptyl (anelasticky) M+~y— M+~

Mieho rozptyl na prachu pz+~v —pz+7y
absorpce prachem pz + vy — pz*
emise prachem (tepelnd) pz* — pz + 7y

Tab. 4 — Elementarni procesy ovliviiuji pfenos zaieni bud piimo, pii interakci latky a zafeni, nebo

nepfimo (srazkami). Jsou Fazené sestupné podle energie (pfipadné teploty 7', je-li definovéna),

pri které se prevazné uplatnuji. Z zde oznacuje atom, M molekulu a pz prachové zrno. Podle
Aschwanden (2005).

P¥i poklesu energii na trovein E ~ 10°eV, je ionizace pouze ¢astecnd, neustale
dochéazi k ionizaci atomti a rekombinaci iontd. Procesy jsou vazané—volné, nekvan-
tované, vznikaji pfi nich hrany spektralnich sérii (mj. Balmeriv skok v UV).

Zaroven se zminovanymi ionizacemi nastavaji elektronové prechody, pri¢emz mu-
Ze jit o absorpci, emisi nebo stimulovanou emisi. Jakozto vazané—vazané procesy
jsou kvantované a vznikaji pfi nich spektralni série, zejména v oborech UV, V| IR.
Zvlastnim pripadem je iont H™, jehoz ionizaci vznika HI. Diky jeho nizké ionizac-
ni energii (£ = 0,75€eV) jsou jeho ionizace a rekombinace velmi ¢astymi procesy
v atmosférach hvézd, projevujici se spojitym zafenim v oborech V, NIR.

Po poklesu energii na troven disocia¢ni energie molekul, vznikaji nevyhnutelné
molekuly a s nimi mnoho dalsich energetickych hladin. Vibra¢ni prechody jsou
obvyklé pii E ~ 107! eV, a relevantni zéfeni je tedy NIR, FIR. Opét lze ocekévat
absorpce, emise i stimulovand emise. Rota¢ni prechody mivaji energie jesté nizsi
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7 Pfenos zareni

E ~ 1073eV, éemuz odpovida obor FIR nebo sub-mm. V obou p¥ipadech jsou
prechody kvantované.

Zaroven nastava rozptyl na molekuldch (nebo prachovych éasticich), ktery lze
pri jejich rozméru a < A aproximovat jako Rayleightiv.

Pfi nejnizsich energiich £ < 107! eV zac¢ina depozice prachovych zrn, ¢ili snéze-
ni?®, a to zprvu zrn silikdtovych a posléze zrn vodniho ledu. Ve fyzice atmosféry se
hovoti obecné o aerosolech. Pro popis jejich interakce se zafenim je nutné pouzit
obecnéjsi Mieho rozptyl, nebot jejich rozmér mize byt a ~ .

Idealné bychom chtéli vSechny vyse uvedené procesy shrnout do dvou velicin:
opacitniho koeficientu k, a emisniho koeficientu j,.

7.2 Elementarni prenosy
Nejjednodussi prenos je jednorozmérny (ve sméru ), v homogennim prostiedi, kde

uvazujeme ¢istou absorpci. Intenzita se pak méni dle rovnice pienosu zétfeni (RTE):

dr,
Lo el 187
g Kup (187)

kde opacita k, vyjadifuje relativni tbytek intenzity na jednotku délky a jednotku
hustoty; ihned vidime, Ze ma jednotku m? kg —*. ReSenim této oby¢ejné diferencialni
rovnice 1. ¥a4du pro neznamou funkci I, (z) je exponenciala:2

I,(z) = I,(0)e™™%,

kde jsme integracni konstantu C' obratem nahradili okrajovou podminkou 7, (0).
Uvazujeme-li ¢istou emisi, je prislusné rovnice:

dr,

—Y = jp, 188
o =P (188)

kde emisni koeficient j, vyjadfuje intenzitu na jednotku délky a jednotku hustoty,
éili mé jednotku Js~'sr! Hz ' kg™ '. ReSenim je zfejmé:

I, =1,00) + jpzx.

Zajimavéjsim piipadem je absorpce plus emise:2”
dI, .
Pl Kupl, . (189)
25 pfi vyssim tlaku kondenzace kapicek, ¢ili dést
26 Alternativné lze rovnici zapsat pro optickou tloustku 7, jejiz prirtstek dr = k, pdz, % =-1,,

I,(7) = I, (10) e~ 7. Prosttedi, pro néz vychazi 7 > 1, nazyvame opticky tlusté (¢es. neprihledné);
naopak 7 < 1 opticky tenké.
27 Alternativng Slv — S, — I, kde S, = £~ je zdrojové funkce.

dr

Ry
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Elementérni prenosy 7.2

dr,
dx

rovnici ddl; — kypl, = j,p vyresime metodou variace konstant:

Zde vyuzijeme znalosti feSeni homogenni rovnice — kypl, = 0, a nehomogenni

1,(z) = Ca)e~re,

coz po dosazeni do (189) dé:

dC
—— e T L CeT P (—kyp) = Jup — KypCeT T
dx

dC

- = .l/ eKuP17

dz Jvp

odkud: )
Clw) = 22 v 1.

Ky

Hodnotu integrac¢ni konstanty D zjistime z okrajové podminky v x = 0:

Jv
1,(0)=—=+D,
0 =2+
tudiz vysledné formadlni reseni:
_ Jv -
I, =1,00)e "P" 2= (1 —e ™r7) | 190
(0) e 42 ) (190)

LTE. Nékdy se latka nachédzi ve stavu lokdlni termodynamické rovnovahy (LTE).
Rozhodné to nenastava vzdy; snad lze fici, ze LTE je castéjsi v hustém prostredi,
jez jakoby mimochodem byvéa opticky tlusté. Neznamena to samoziejmeé, ze veskeré
zafeni je rovnovaze s vesSkerou latkou! Napiiklad I, (0) takové byt nemusi. Nicméné
tepelné zareni, které se z latky uvolnuje, ano. Pokud si predstavime uzavienou
dutinu (s malym otvorem pro méfeni), dostate¢né ustalenou, tam by bylo I,,(0) = 0,
I, = konst., konkrétné by bylo rovno Planckové intenzité, I,, = B,,. Odtud plyne:

0= jup - K’UIOBD

a pro pomér koeficient zvany zdrojovd funkce:

—=5,=8,, 191
o (191)
kde: .
2hv 1
B,(T) = — . (192)
exp 7 — 1
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7 Pfenos zareni

T oznacuje termodynamickou teplotu (latky i plynu), ¢ rychlost svétla ve vakuu,
h Planckovu konstantu, k£ Boltzmannovu konstantu. Mimochodem nam to umoziuje
vypocet emise z absorpce. Mame tudiz formalni feseni pti LTE:

I, =1,(0)e """ +B, (1 —e ") (193)

lze Fici, ze non-LTE je Castgjsi v fidkém prostiedi (téz opticky tenkém), kde je
mezi atomy velmi mélo srazek. Pak totiz prevazuji zarivé deexcitace, nizké hladiny
atomt jsou populované hodné, vysoké malo oproti LTE. Nesmi nas ani napadnout
pouzivat rovnici S, = B,.

Jinou pfi¢inou muze byt energetické zareni prichazejici odjinud, opét mélo srazek,
kdy prevazuji zérivé excitace (pumpovani), nizké hladiny jsou populované mélo,
vysoké hodné oproti LTE.

Priklad: Je opacita atmosféry venku velka nebo mala?

Resend: Evidentné mald, neb vidime do vesmiru! Smérem svisle vzhtru je fadové
dr 1

Ky = —F o 0,315z m? kg ' =3-10"%cm? g !. KdyZ je mlha, vidime naopak
mizerné a ky ~ 1,079z m?kg ™" = 1072 em? g7, i kdyZ zde jde spige o rozptyl na
kapickach, procez se v mlze nesetmi. A je zafeni v této mistnosti v rovnovaze se
vzduchem? Rozhodné ne, nebot vétsina pochézi ze Slunce, takze rovnovazna teplota
by byla T = 5780K! Lze tedy predpokladat LTE nebo non-LTE? Kdybychom
okna zatemnili, vidéli bychom tepelné planckovské spektrum, odpovidajici teploté

T ~ 300K, cili latka je ve stavu LTE.

Analytické FeSeni rovnice pfenosu pro piipad konstantni opacity ukazuje obr. 49.
Pocatecni I, (0) postupné prechézi v .S,.

Opacénym piipadem by byl dvouhladinovy atom, jehoz opacita je vysoka pouze
v Tzkém rozmezi A, jak ukazuje obr. 50. Na pocatku je I,,(0) = 0, postupné se
objevuje uzka emisni c¢ara, roste I, az dosdhne trovné S,, pak se profil ovsem
rozsituje, nebot pravé v ¢afe samotné probihd absorpce (samoabsorpce); kiidla po-
stupné vytvori kontinuum. Poznamenejme, ze bez Lorentzovy funkce by nevzniklo,
nebot Gaussova klesd prili§ rychle k 0.

Z rovnice (190) a vyse uvedenych tvah zaroven vyplyva, ze kdybychom méli pro-
stiedi hustsi teplejsi dole (¥idsi chladnéjsi nahote), vzniklo by absorpénd spektrum.
Naopak prostiedi ridsi teplejsi nahore by zpusobilo kontinuum s emisemi.

Ve skutecénosti je ale problém slozity, nebot opacita je obecné funkei mnoha lokal-
nich veli¢in, k, = k, (v, p,T,X,Y, Z, pa,Ta(a),v,B,n;,...), a naopak I, ovliviiuje

vvvvvv

vvvvv
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Elementérni prenosy 7.2

log 4, [W m2sr’ Hz'1]

A [um]
Obr. 49 — Prenos zareni, Cili zmény intenzity I, se vzdalenosti x; spektrum je ovSem vyne-
sené v zavislosti na A = c¢/v. Analyticky vypocet za predpokladu konstantni opacity k, =

102m2 kg™, hustoty p = 1kgm—3, a teploty T = 300K (tzn. asi jako vzduch). P¥i lokalni

termodynamické rovnovaze (LTE) je zdrojova funkce Planckova, S, = B, (T'). Okrajova podmin-

ka byla I,,(0) = B, (Te), To = 5780 K. Spektrum proto postupné prechazi z planckovského pro
vysoké T' na planckovské pro nizké T'.

log 4, [W m2sr’ Hz'1]

-18 L L L L ) L
0.653 0.654 0.655 0.656 0.657 0.658 0.659 0.66

A [um]

Obr. 50 — Pienos zafeni I, (z) pro dvouhladinovy atom, konkrétné prechod odpovidajici ¢ére
Ha, M2 = 656,3nm, E1a = hc/A12 = 1,8941 eV, Einsteinovy koeficienty As; = 6,4651 - 107 s 1,
Bo1 = Biz = 1,0968 - 1021 J- ' m?sr. Teplota byla T = 5780K, hustota p = 10~ 2kgm™3
(tzn. asi jako fotosféra). Pii LTE jsou populace hladin dany Boltzmannovym vztahem, na/n; =
exp[—FE12/(kT)] = 0,02238, celkova koncentrace n = ni +mn2 = p/(pmu). Pouzita byla aproxima-
ce Voigtova profilu ¢12(v), kde Gaussiiv profil pro termalni rozsifeni mél parametr o = 0,02 nm
a Lorentztv profil pro srazkové rozsifeni v = 5 - 10719 nm. Okrajova podminka byla I, (0) = 0.
Nejprve je ¢ara emisni, postupné roste, ale maximélné do tirovné kontinua dané zdrojovou funk-
ci S,. Jadro ¢ary je kompaktni, teprve kiidla zptusobuji postupné rozsifovani profilu a prechod ke
kontinuu.
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7 Pfenos zareni

7.3 Opacita plynu

Dvouhladinovy atom. Opacita plynu je ddna vlastnostmi atomi, z nichz je slo-
zen a moznymi prechody mezi energetickymi hladinami. Pro prehlednost uvedeme
vztahy pro atom majici jen dvé hladiny (1, 2) ale mohli bychom je zapsat i obecnéji
(4, 7). Emisni koeficient:

hV12
4r

kde Aoy oznacuje Einsteintiv koeficient pro spontanni emisi (v s~ , No koncentra-
ce atomti ve stavu 2 (v m~3), ¢12() normalizovany profil spektralni ¢ary. Absorpéni
koeficient:

Jup = naAg1¢12(v) , (194)

1)28

hv
71[2 (n1Bia — naBa1)d12(v) , (196)

Kyp =

kde Bjs je Einsteintiv koeficient pro absorpci (v J=! m3sr), Bo; pro stimulovanou
emisi (tj. zdporna absorpce), kterd musi byt zahrnuta v &,,, nebot je Gmérna I,,, nq
je totéz jako predtim ve stavu 1,

Einsteinovy koeficienty jsou pro dany atom a ptrechod konstanty, nezaviseji na
makroskopickém stavu plynu, nebot charakterizuji jednotlivy atom. Vztahy mezi
nimi lze odvodit pii jakémkoliv stavu plynu, i pfi LTE, a ze stejného duvodu pak
museji platit i pro non-LTE. Z téchto tvah lze odvodit vztahy nazyvané detailni
vyrovnani:

3

C
Boy=— A 197
21 Sﬂhl/io’z 21, ( )
Bio = 2B, (198)

g1

Profil ¢ary. Normalizovany profil ¢ary urcuje, jaké frekvence bude moci soubor
atomu vyzafovat. Jednak musime uvazit Gaussovo termalni rozsireni:

oc(v, o) = exp (199)

(v—r12 — LC"V)Q
202 ’

1
V2o

kde parametr:
v
g = —UV19.
c

28 Nékdy se piechod charakterizuje silou oscildtoru fi2, coZ je bezrozmérné ¢éislo od 0 do 1 (pfip.
jiného celého ¢isla pro degenerované hladiny), odpovidajici podilu pravdépodobnosti absorpce
méfené (¢l pocitané kvantovémechanicky) ku pravdépodobnosti absorpce klasického oscildtoru
iont—elektron; pak

e2

Big = ——— . 195
12 Teomeinns f12 (195)
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Opacita prachu 7.4

Rychlost je dana stfedni hodnotou jedné slozky tepelné rychlosti, ktera se ndhodné
(v kvadrédtu) s¢ita s turbulentni rychlosti plynu:

kT, /
— gas _ 2 2
ur = ) U= v + Uturb .
Hmy

Zaroven ve vztahu uvazujeme Dopplertuv posun, dany makroskopickou rychlosti v
plynu, resp. skalarnim soucinem se smérem k, ve kterém pravé pocitame prenos
zareni.
Dale méame Lorentzovo tlakové rozsiteni:
¥ 1

oL(v,y) = Tt (200)

kde parametr:
v =2Nocovr

souvisi s Cetnosti srazek atomd, jez ovliviuji hladiny.
Protoze vyse uvedené procesy probihaji zarover, je spole¢ny profil konvoluci a na-

zyvé se Voigtiiv:2

b12(v) = /:)o da (V) oL(v —V)dV . (201)

To, zda bude ¢ara emisni nebo absorp¢ni, se teprve uvidi. Vysledny profil mtze byt
také zcela pozménén, kdyz se znacné méni v.

7.4 Opacita prachu

Geometricka absorpce. Jak zavisi opacita prachu na A7 Nejprve zkusme najit
priblizny vztah pro pfipad 2na > A, kdy je polomér a zrn velky vzhledem k dané
vlnové délce. V krychli o rozméru L méjme N zrn s geometrickym prufezem S,
a albedem A. Pro ¢istou absorpci méame tbytek intenzity dI = — Ik pdx; v nasem
konkrétnim pripadé:

dry

NS — A)
I '

b
= Ky "pL ~ I

29 Kdybychom nechtéli neustale poc¢itat konvoluci, lze pouzit pfiblizny vztah (fg = 20+v/21og2,
fu =2y, [81]):

il

f=(f3 +2,69269f& fi. +2,42843 % 7 + 4,47163f2 [ + 0,07842fc fit + f7)

n(v) = 1736603]%L —0,47719 (%)2 4+0,11116 <f7L)3

p12(v) = n(W)oL(v, ) + (1 —n(¥))éc (v, f)
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7 Pfenos zareni

Odtud snadno vyjadiime opacitu:

NS(1-A L3 1-A 1-A
AL ) _ 4P mz( ) _ 3( )’ (202)
pL3 sTapq pL3 dapq

R;}\bs

kde pq je hustota zrn samotnych. Vidime, Ze nezavisi na A, jen na a. Submikronovy
prach s a = 0,1 um, pg = 3000kgm~2, by zptisobil £3>° = 5000m? kg~

Geometricky rozptyl. Na prvni pohled by se zdalo, Ze co se neabsorbuje, to se
rozptyli:
sca

34
" dapq’

(203)

ale jevy jako odraz, lom, interni odraz v kapce vody, nebo difrakce na okraji zptso-
buji dodatecny rozptyl, jemuz odpovidad dodateény prifez S’ = na?, navic k S. To
je sice divné, vzdyt stin je stejné velky jako my, ale ve vzdaleném poli by to bylo
patrné (viz gloriolu).

Rayleighova absorpce. Pro 2ma < A elektromagneticka vina se stejnou fazi pronika
celym zrnem a interaguje s jeho objemem, proto na konkrétnich velikostech zrn jiz
nezélezi. Proto k3P # f(a) navaZeme na (202), predpokldddme £3>5 oc A% takové,
aby se a zkratilo, odkud:

31 -A) /AN 8n(1-A)
abs A _ .
U= dapq (27[&) 2paX (204)

pokud by tedy na A nezéviselo néco jiného, napiiklad optické konstanty n’, k.

Rayleighiiv rozptyl. Rozptyl na maljch zrnech vykazuje pokles jako A™%, a to od
prechodové hodnoty, tzn. S = na? (%%)47 odkud odvodime:

12ra3
S~ — 205
KX pd)\4 ( )

V prechodové oblasti lze ocekavat oscilace, nebot vina dopadé na zrno s nepfii-
li$ rozdilnou fazi, takze muze interferovat konstruktivné nebo destruktivné. Nékde
nastavaji rezonance vln s vlastnimi frekvencemi krystalové mfiize minerald; foton
miize byt pohlcen a energie odejde pevnou latkou pry¢ jako fonon. Ma-li mineral
vice rovin symetrie, ofekdvame vice vlastnich frekvenci. Odezva je obdobna jako
u buzeného kyvadla. Pti laboratornich mérenich se materidly charakterizuji optic-
kymi konstantami, tzn. indexy lomu n’ (reAlnym) a k (komplexnim). Vypocet r5P,
K% se poté provadi pomoci Mieho teorie (viz obr. 51).
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Rovnice prenosu a statistické rovnovahy 7.5

T T
geometric-Rayleigh ==~

a=01pum — A
Tum —

geometric-Rayleigh =~

108 | a=04pum — - 108 .
10710 \ s s 1pm 10710 X
0.1 1 10 100 1000 10000 0.1 1 10 100 1000 10000
A [um] A [um]
Obr. 51 — Opacita nibs pro absorpci (vlevo) a x5°* pro rozptyl (vpravo), v zavislosti na vl-

nové délce A\. Vypocet byl proveden Mieho teorii pro dvé riazné velikosti a prachovych zrn, 0,1

a 1pm. Jako material byl predpokladan pyroxen se 70% obsahem Mg, s optickymi konstantami

z databéze Jena (Jager aj. 2003). Céarkované a teckované je pro porovnani vyznacena geometricka
a Rayleighovy aproximace.

7.5 Rovnice pfenosu a statistické rovnovahy

Po dosavadni pripravé mutzeme diskutovat pripad dostatecné slozity, zahrnujici

plyn, prach, emisi, stimulovanou emisi, absorpci, izotropni rozptyl, non-LTE, ne-
. , ;. . , . . . — — — -1 —

staciondrni intenzitu (celd rovnice je v jednotce Js™*m=2sr= ! Hz 's71):

aIV k hVZ abs
ot . _CZZ jni ji%ii (v +CZI€ b paB,(Tq) —
i J>i
hVU abs
o CZ Z (niBij —n;Bji)¢ij(v)1, — CZ k2 pal, —
i j>i
1
c(kyfp + Z K52 pa)l, + c(KEp + Z Hf,capd)ﬁ /L,dw
pro vk . (206)

Ptipadné délime vSe ¢ (takze jednotka je ... m~!). Rovnice se musi fesit pro viechny
mozné smeéry k, nikoli pouze pro t¥i &, y, 2. Protoze populace hladin nezname
a priori, musime vyse uvedenou doplnit o soustavu rovnic statistické rovnovahy:

Jj>i
1
— Z |:’I’Linj - (niBji — nij)E /Iy¢ji(V)dV:|
i<t
+ Z [niC’ij - ’I’LjCji] =0 pro 1= 1-~Nlevels . (207)
J#i
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7 Pfenos zareni

Hleddme neznamou intenzitu I, = I, (v, z,y, 2, t, 9, ), jakozto sedmirozmérnou (!)
funkci. Oznaceni velic¢in je nésledujici: v;; frekvence®® odpovidajici prechodu mezi
hladinami ¢ — j, n; koncentrace atoml ve stavu i (populace hladin), A;;, B;j,
Bj; Einsteinovy koeficienty, ¢;; profil ¢ary, p hustota plynu, pq hustota prachu
o rozméru a, Ty teplota prachu, B, Planckova funkce, 2P opacita prachu pro
absorpci, xj°* totéz pro rozptyl, k% totéZz pro plyn, C;; srazkové koeficienty pro
plyn (s71), zavislé na jeho teploté T a lisici se pro dvojice atomil, iont nebo
molekul.

Kde vzit teplotu plynu 7?7 To bychom museli fesit iplné hydrodynamické rov-
nice. Kde vzit teplotu prachu 74?7 To bychom museli doplnit rovnici vedeni tepla
v prachovych zrnech.

Pro ziskani atomarnich nebo molekularnich dat lze vyuzit databaze NIST, Chian-
ti, HITRANS, Leiden nebo Kurucz, které udavaji koeficienty A;; pro urcitou pod-
mnozinu vSech moznych piechodi a kolizni frekvence C;; pro rtizné teploty plynu 7.
Nelze zohlednit vSechny prechody, to by byl problém nefesitelny (viz Grotriantv
diagram na obr. 52). Pro prach existuje napf. databdze Jena.

- Felll - -

CRBTEGEE DRSNS ST DEEHY
Obr. 52 — Grotrianuv diagram pro zelezo Fel, FeIl a FelIll. Na vodorovné ose jsou vyznaceny

rizné kvantové stavy atomi, na svislé jemu piislusna energie I;;, kazda spojnice vyznacuje mozny
energeticky prechod. Pfevzato z Gehren aj. (2000).

7.6 Metoda Monte Carlo

Podstatou vsech simulaci Monte Carlo je vypocet néjaké pravdépodobnosti p €
(05 1), jeji porovnani s ndhodnym (nebo alespon pseudondhodnym) éislem z € (0; 1)
a néjaké rozhodnuti pro = < p, ptip. > p.

V naem piipadé jde o pravdépodobnost, Zze uréity soubor foton@®' bude v ur-
Cité ¢asti prostoru absorbovan, emitovan nebo rozptylen. Ekvivalentné si mtizeme

30 Jaboratorni ve vzduchu, mérime-li skute¢né ve vzduchu, jinak vakuova

31 nejde o jednotlivé fotony, kterych Slunce vysila fadové 1045 s—1
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Metoda Monte Carlo 7.6

spocitat optickou tloustku 7', na niz bude rozptylen, jako 7 = —In(z), a 7 pii
integraci RTE nasc¢itdvat, dokud 7 < 7. Posléze budeme obdobné pocitat jesté
pravdépodobnost, ze soubor fotonti bude rozptylen do urcitého sméru, coz je ob-
zv1asté jednoduché pii izotropnim rozptylu, p = dw/(4n).

Metoda vykazuje urcity Sum, ktery je nevyhnutelny, protoze generujeme ndhodna
¢isla, ale ocekavatelny. Pi opakovani nemusime dostat totozné vysledky, je-li pocet
souborti fotont nedostatecny. Resenim je zvétseni podtu.

Jak je obvyklé i u jinych metod, pro numerické feSeni musime provést diskretizaci
prostoru. Sit definovand tfeba v kartézskych (z;,y;, z;) nebo sférickych (r;, ¥;, ¢;)
soufadnicich vymezuje konec¢né objemy. V jejich rdmci pfedpokladdme konstantni
hodnoty veli¢in. Zaroven si musime definovat urcité smeéry /Af, pro néz budeme pienos
fesit; nemuseji nutné prochazet body sité.

A iterace. Problém je, Ze pred fesenim RTE nevime, co se ma rozptylovat. Nemiu-
Zeme jen tak vy¢islit integral (nulty moment intenzity, zvany téz stfedni intenzita):

1
,=— [ [dw.
J, 4TE/ w

Proto na zac¢dtku provedeme odhad, napft. J, = 0, a posléze: (i) integraci rovnice
pfenosu, tzn. vypocet I, pro mnoho riznych bodt a smérd; (i) vypocet .J,, ve vSech
objemech; oboji opakujeme, dokud J,, nezkonverguje. Postup se ponékud ,zdhadné“
nazyva A iterace.

Abstraktnéji lze postup zapsat pomoci operatoru A:32

J, = A[S,]. (208)

Pii zadani zdrojové funkce S, vSude (zahrnujic ovSem rozptyl, ¢ili starou J, ), prosté
vy¢islime novou J,, vsude.

Jeste abstraktnéji mtzeme napsat matici A;j, kde jsme zavedli globalni prosto-
rovy index (psany jinym pismem):

i =iy + (iy —1)Ny + (i, —1)N;N,, .

Pak maticové nasobeni:

Ji=> Ay (209)
j

vyjadiuje vazbu vSech bodi sité se vSemi body sité, zprostiedkovanou praveé fesenim
RTE.
Kdybychom méli zdrojovou funkei zapsanou takto (pro piehlednost bez rozliseni
plynu a prachu):
. -SC. b S . 5C. -SC
I A P .
v 7 abs + gsca ~ Labs + gsSca abs + abs + gsca ysca
K;V K:l/ HV Hl/ K:l/ Hl/ /4/1/ K:V

=B, (T)+ (1 —¢,)d,,

32 implementovany tfeba jako funkce ve Fortranu
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7 Pfenos zareni

kde posledni pfiblizné rovno plati p¥i LTE3? a izotropnim rozptylu, mohli bychom
psat:
Si =B+ (1 - €6)AjS;

a iterace formalné zapsat jako Sj", Si"H. Teoreticky bychom S; mohli ziskat inverzi:
(6 — (L = €)Ay)S; = 6B,

Sj = (65 — (1 — &) Ay) " 'eaiBi,

ale bohuzel to neni mozné prakticky.

Setkavame se totiz s vicero problémy. Jednak s problémem pomalé konvergence,
kdyz opticka tloustka 7 ~ 100, pocet rozptyli je fadové 72, kazd4 iterace je vlastné
1 rozptyl a potiebny pocet iteraci Nite, ~ 72. Pfevazuje-li absorpce, Niter = (k2P +
K598 /K2PS | Souvisejici je falesna konvergence, kdy feSeni v jednom sméru konverguje
rychle, ale ve druhém velmi pomalu, coz nas mize mylit.

Dalsi je problém malého pozorovatele, jenz je schopen zachytit jen maly prosto-
rovy thel, kdezto vétsina soubort fotond unikd mimo. Resenim miize byt umélé
zvétseni pozorovatele, sledovani malych prispévka pochazejicich od soubori mije-
jicich pozorovatele, nebo feseni RTE ve sméru od pozorovatele, ale pak mizeme
narazit na problém malého zdroje.

Dalsi a nikoli posledni je problém velké matice. Uz pti N, = N, = N, = 100 by
pocet prvki byl (N, N, N,)? = 10'2, tudiZ ji nelze prakticky uloZit, natoZ invertovat!

Akcelerovana A iterace. Podstatnym zlepSenim je akcelerovand A iterace (ALI;
Cannon 1973), ktera spociva v rozdéleni matice na dvé:

Ay = (A — Af) + AF, (210)

takové, ze A* lze invertovat snadno a ziskat A*~!. Nejjednodussi volbou byva:
A;j = diagA = 5ijA

i (211)

nebot inverze diagonédlni matice je primitivni, Ai*if1 = 1/A}. Nejjednodussim pii-
kladem takové matice pro pripad 7> 1 je:

. 2
Aij = 5'] (1 — AT2> R
i

kde ATj; oznacuje optickou tloustku mezi body i a j, resp. mezi i a i, tzn. Ze pfenos
zareni v ramci jednotlivého koneé¢ného objemu se fesi inverzi, prenos mezi riznymi

g Aji -, kde pochopitelné ,i # i, j # J* v textu!

33 pfi non-LTE bychom méli % = 7B, n, B0

a
v
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Metoda Monte Carlo 7.6

objemy iteracemi. V ivahu by pfichéazela i matice tridiagonalni. Dalsi fadové zrych-
leni je mozné pomoci Ngovy akcelerace (Ng 1974), kterd spociva v extrapolaci Si”+1
z nékolika starych hodnot S/"~* az SP*.

Piiklad vypoctu pienosu zafeni programem Radmec-3d (Dullemond 2012) je na
obr. 53 a 54.

Unikova metoda. Zjednodusenou metodu feseni RTE ziskdme, pokud spocteme
pravdépodobnost tiniku souboru fotonti:

1 1—e™ 7
DPesci = E/\/f@su(y)dydwv (212)

kde optické tloustka (pro rizna mista, sméry, frekvence) je sama o sobé integrélem:

(i, k,v) = / Ky pds . (213)
0
Pokud matici aproximujeme pouze jako diagonalni:

Aij = 5IJ(]- - pesci) )

je problém snadno FeSitelny, nebot vyuZzijeme inverze. Vlastné tak viibec nepte-
nasime energii v ramci objemu, pouze ji nechdvame unikat do nekone¢na. Unik se
realizuje zejména v kiidlech car, kde je p.s.; vétsi. Je ovSsem otazkou, zda aproximaci
v konkrétni situaci mizeme pouzit.

Sobolevova metoda. V ptipadé velkého gradientu rychlosti nastava velky Dopplertiv

posun Av;; = vk - (v — v')/c, takze se ¢ara mize dostat mimo ¢aru a opacita
dramaticky poklesne. Optickou tloustku pak lze vydcislit jako:

A A:c® n Gi
ik = g5 o (S ) (214)
8y | G2 \ 95

¢ili neni dana globalnim rozmérem, nybrz lokalnim Vo, a proto neni tfeba vibec in-
tegrovat (213). Jednd vlastné o smysluplné zjednoduseni tinikové metody. Obvyklou
situaci, kdy se aproximace pouziva, je hvézdny vitr.

Mezi dulezité problémy, které jsme prozatim zamlceli, patii zejména prekryvajici
se ¢ary (blanketing), kdy se namisto jednotlivych ¢ar vytvaii malé kontinuum, nebo
Castecné prerozdéleni, kdy se mezi absorpci, emisi nebo rozptylem nezméni rychlost
atomu nahodnou srazkou a udalosti jsou do urc¢ité miry koherentni. Pak bychom
ovsem byli nuceni fesit RTE i pro rizné rychlosti v, coz by znamenalo dalsi tii
rozméry Nyg, Nyy, Nys.
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Obr. 53 — Synteticky obraz protoplanetarniho disku s mezerou otevienou planetou jupiterova ty-
pu. Vlevo je idealni obraz pro vlnovou délku A = 300 um (v = 1000 GHz), resp. monochromaticky
tok ®, v jednotkach Jansky na pixel (1Jy = 10726 Wm—2 Hzfl). Obraz byl vytvotren na zikladé
hydrodynamické simulace programem Fargo, a feSeni pfenosu zareni programem Radmc-3d (Dulle-
mond 2012). Poéet souboru fotoni byl 108. Vpravo je syntetické pozorovani interferometrem AL-
MA v maximalni konfiguraci, se zakladnami az B/\ = 3,5-106 cykli, sitkou pasma Av = 7,5 GHz,
trvanim 3 hodiny, se zac¢atkem na vysce 78°, sloupec vodni pary PWV = 0,475 mm; vysledné roz-
liseni dosahuje 0,012’. Vypocet pomoci sluzby ALMAOST (http://almaost.jb.man.ac.uk/).
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Obr. 54 — Syntetické spektrum protoplanetarniho disku z obr. 53. Monochromaticky tok &,

v zavislosti na A, pro nomindlni vzdalenost d = 1pc. Prvni maximum na A ~ 1 pum ma puvod

vznika diky zafeni od hvézdy, které je aproximované jako planckovské; okolo 10 um jsou zfetelné

silikatové pasy, druhé maximum a vétsina FIR, sub-mm a radiového zafeni pochazi od disku.
Otevfeni mezery se projevilo zejména jako pokles toku v radiové oblasti.

7.7 Priklady interpretace spektra

Pred jakoukoliv interpretaci redlného spektra si musime byt védomi vsech signalt
a Sumi, musime rozumét zpisobu méfeni, zejména instrumentalnim jevim, které
mohou zptlisobovat systematické odchylky (viz Broz a Wolf 2017).

Je-li pozorované spektrum priblizné planckovské, 1ze ocekéavat, ze pochazi od
hvézdy presnéji z jeji fotosféry, v niz se teplota T(R) pfili§ neméni a fadové je
rovna efektivni teploté hvézdy, Tog = [L/(4nR%0)]Y/%. Ocekavame oviem fadu cha-
rakteristickych odchylek: absorpéni ¢ary, mj. Balmerovu sérii vodiku; Balmerav
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skok, jakozto hranu série, a odpovidajici pokles v NUV; nerovnovazné a proménlivé
zareni v FUV a radiu, o mnoho fadu vétsi nez planckovské. Pro hvézdy horké se
pozoruje znac¢né prerozdéleni energie, IR, — FUV. Pro hvézdy chladné se objevu-
ji tak vyrazné molekularni pasy, ze spektrum ani nelze nazvat planckovské. Pro
hvézdy deformované rotaci zase nelze pocitat s Teg = konst. TotéZ plati pro hvézdy
deformované piitomnosti sousedni (napf. Mourard aj. 2018).

Infracerveny exces v NIR naznacCuje pritomnost horkého disku; exces v FIR zase
chladny disk. Jsou-li v disku zna¢né mezery, oteviené planetami, byva spektrum
disku oddélené od hvézdy. Je opét priblizné planckovské, ale odpovidajici nizsi T
pripadné je rozsifené kvuli T'(r).

Absorpcni pdsy (SirSi nez ¢ary) v oboru FIR zptisobuji prachova zrna. Jednd se
o projev jejich mineralogie a velikosti (viz obr. 54). Pfi ur¢itém rozdéleni velikosti
se pasy jevi rozmazané.

Symetrické dvojité emise nebo absorpce naznacuji rotujici disk, vétsinou keple-
rovsky, Vkepl(r) = \/GM, /r. Pii nenulovém sklonu viéi pozorovateli je zafeni od
vnitini ¢asti, rotujici rychle, dopplerovsky posunuto vice, od vnéjsi méné. Jen mélo
plynu se nehybe radialné vici pozorovateli. Je-li disk opticky tenky, vznika emisni
¢ara se dvéma vrcholy symetrickymi kolem Ay, respektive okolo Ao + /¢, kde ~ je
systemicka rychlost. Pro opticky tlusty disk je ¢ara absorp¢ni.

Profil P Cygni, to znamena nesymetrickd, prip. dvojita emise, kterd ma cervené
kridlo silnéjsi, je zietelnym projevem hvézdného vétru. Samotnd emise z opticky
tenké rozpinajici se obalky je symetricka, ale absorpce viditelna oproti fotosfére
hvézdy je dopplerovsky posunuta pouze do modra, ¢imz vznikd nesymetrie.

Inverzni profil P Cygni, kdy je modré kiidlo silnéjsi, by odpovidal kolabujici
obalce neboli akreci. Vznika zcela obdobnym mechanismem.

7.8 Mezihvézdna extinkce

Pohlcovani zéfeni mezihvézdnym prostiedim (ISM), pfipadné cirkumstelarnim pro-
stfedim (CSM), zésadné ovliviiuje pozorovani. Protoze je prostfedi vét$inou velmi
chladné, budeme pocitat s ¢istou absorpci, tzn.:

IA = IO e ™

)

kde opticka tloustka je integralem podél zorného paprsku:

T,\z/ H,\p(T)dTﬁIi)\/ p(r)dr,
0 0

kde doufdme, Ze opacita prostiedi (normované na p = 1gcm™=2) se podél paprsku
prili§ neméni, pouze hustota ano. Zeslabeni (extinkci) vyjddiime v magnitudach
jako:

I
Ay =m —mp = —2,5logy, Ii = -25loge™” =257loge = 1,086 7.
0
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Vidime, ze A, zavisi na sméru, vzdalenosti, p(r), slozeni ISM, ¢ili k).
Provedeme-li normalizaci nulového bodu i sklonu funkce Aj, ziskdme extinkéni
funkci:
Ay — Ay
fQA) = 77—
Ap — Ay
takovou, ze pro A = V je vzdy f = 0 a pro B je 1, pak f zavisi jiz jen na opacité xy,
na ostatnich veli¢inach jen velmi slabé. Jednotlivé hvézdy se vSsak mohou odlisovat,
maji-li ve svém okoli CSM s odlisnym ) nez ISM.
Dle pozorovani dale vime, ze:

(215)

lim f(A)= Ry =3,140,1.

A—00

Protoze zaroven A., = 0, umoziiuje ndm to vypocitavat extinkci v oboru V:
Ay =Ry (A — Ay). (216)

Princip uréeni extinkce pro nezndmou * je nasledujici: vezmeme jakoukoliv bliz-
kou * stejného spektrélniho typu i luminozitni t¥idy (ty jsou urceny nezavisle na
Ay z rektifikovanych spekter), pro ni zmétime rovnou (B — V), pro nezndmou *
zméiime (B—V), prosté spoéteme rozdil (B—V)—(B—V)g = (B—By)—(V-Vp) =
Ap — Ay a7z (216) vypocteme Ay . Pro libovolnou A ji vypocteme z (215):

Ax=f(N)(AB — Av) + Ay,

znédme-li obvykly pribéh f(\).
Ovéfme jesté souvislost f(A) s k. Pro dvojici riizné vzdalenych, ale jinak totoz-
nych hvézd by rozdil jejich jasnosti bez extinkce byl:

0

Ly/d?
Ly/d3

L d
mi —mo = —2,5log = —25log = +5log L
Ly P

S extinkci by to bylo:

d d T1 T2
my —mg = 5log d—l +A; — Ay =blog d—l + 1,086 kx {/ p(r)dr — / p(r)dr] .
2 2 0 0

Dosadime-li do vyrazu:

my—mg — (Vi = Vo)  Axi — Axa — (Avi — Ava)  kx — Ky

By —By— (Vi—Va)  Ap1—Aps— (Avi—Ava) kg —ky

uvidime ihned souvislost. Pro blizkou hvézdu bychom dokonce méli Ayo = Ayo =
Aps = 0, takze po vynechani zbyteénych jednicek nam zbyva prave:

o RK)x — Ry
()\)_RB—KV'

126



Monochromaticky a integrélni popis 7.9

Prubéh f(A) dobfe vysvétluje pfitomnost grafitovych a silikdtovych zrn, které
zpusobuji zvyseni extinkce v UV na 0,217 a 0,130 pm, rist v FUV (obr. 55, Draine
a Lee 1984) a zdroven absorpéni pasy v IR. Diferencidlni rozdéleni velikosti zrn je
mocninné, a = 0,005 az 1 um, a ma sklon ¢ = —3,3 az 3,6 (Mathis aj. 1977).

L o o A

NI T R

E - Total;
~ L .
S N
9 s 1 0
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\: . :- /graphite /silicate ~
Z \ ]
3’; r // \‘ o
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radio IR VBU A (um™) FUV

Obr. 55 — Prufez S normovany na jeden atom vodiku, imérny monochromatické opacité x) nebo

téz extinkéni funkei f(\), vyneseny v zavislosti na reciproké vinové délce A~1. Pozorovéani jsou

vyznacena Ctverecky, model mezihvézdného prachu ¢arami. Predpoklada se slozeni z grafitovych

a silikdtovych zrn, jejichz diferencialni rozdéleni velikosti ma exponent —3,5 (oznacované jako
MRN; Mathis aj. 1977). Prevzato z Draine a Lee (1984).

7.9 Monochromaticky a integralni popis

V nékterych pripadech prece jen neni tinosné pocitat pfenos zareni pro mnoho
riznych vinovych délek, ale jsme nuceni pouzit integralni popis:

I:/ I,dv.
0

Jakou ale pouzit opacitu? Kdyz nezalezi na sméru, hraje roli pouze teplota, hus-
tota zafivé energie, nebo nas zajima emisni koeficient, je zadouci pouzit Planckovu
opacitu:
oo 1
1 fO EBDdV
— =5 1
Kp Jo B.dv

Vsimnéme si, ze i kdyby x, v ur¢itém rozsahu T nebylo zavislé na T, tak xp uz na
T zavislé je, protoZe se méni zafivé pole!

Kdyz naopak na sméru zalezi, hraje roli spad teploty, tok zafeni, je nutné pouzit
Rosselandovu opacitu:

(217)

1 Jo Gdv
— = =495 > (218)
AR fy v

kde:

dB, 2m8 o 2 h h
= —|exp-— — XD~ 5 -
ar =~ & \FPrr FKPYT kT2
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Prubéh této funkce je samoziejmé odlisny od B,, ¢ili se museji lisit i integralni
opacity.

U prachu je situace jesté komplikovangjsi, nebot s poklesem teploty nejprve do-
chézi ke vzniku silikdtovych zrn, pak ledovych zrn (snézeni), piipadné zrn jinych
ledti. Opacity prachu jsou tedy samy o sobé velmi citlivé zavislé na T'. Potiebovali
bychom i néjaky model sublimace a depozice. Pokud se predpoklada LTE, provede
se piislusny vypocet a stfedovani opacit (Bell a Lin 1994), ziskdme vysledek jako
na obr. 56.

Ani tak ale nelze popsat jevy nerovnovazné a nelokalni, které zaviseji na T nékde
jinde, kuptikadu kroupy na zem spadlé.

T T
ublimation of ice ublimation of dust H scattering
10000 F ice grains dust grains molecules bound-free, free-free
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Obr. 56 — Integralni opacita k v zavislosti na teploté 7', pro dvé hodnoty celkové hustoty p plynu

plus prachu. Lze rozlisit intervaly, kde pfevazuje vliv ledovych zrn, sublimace ledu, silikdtovych

zrn, sublimace silikata, molekul, rozptylu na atomech vodiku a nakonec pro nejvyssi T' volné—
vazané a volné—volné procesy v plynu, resp. plazmatu. Podle Bell a Lin (1994).
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8 Geochemie a radiometrie

Bohuzel se ukazuje, ze hydrodynamické modely skytaji prili§ mnoho volnosti. Riazné
pocatecni podminky mohou vést k tymz koneénym podminkam, které vyhovuji
pozorovani (orbitdm planet, planetek, komet apod.). Jak pak rozhodnout, co je
pravda? Jednim ze zpusobu je pouzit vicero pozorovani, nejlépe z jinych oboru
fyziky, anebo jesté lépe z geochemie. Jedna se zejména o méreni chemického slozeni
planet, planetek, komet apod., izotopového slozeni, a to véetné radiometrického
datovani. Vzhledem k tomu, Ze dnes$ni méteni bézné dosahuji presnosti 1 ppm (parts
per million; ¢astic na milion ¢astic), jedna se o data, kterym je tfeba rozumét.

Vezméme si konkrétni priklad: systém hafnium/wolfram. Oba tyto chemické prv-
ky maji spole¢né to, ze patii mezi silné refraktorni, to jest takové, které kondenzuji
z plynu o sloZeni sluneéni mlhoviny za extrémné vysokych teplot (mezi prvnimi).
Protoze se vypatuji jen za téchto teplot, jejich zastoupeni v Zemi jako celku se blizi
zastoupeni v nejprimitivnéjsich (uhlikatych) chondritech nebo sluneéni fotosfére.

Zasadni rozdil mezi témito chemickymi prvky ovSem je, Ze wolfram je znac¢né
siderofilni (vazajici se se Zzelezem, v némz je snadno rozpustny, takze pfi gravitaéni
diferenciaci Zemé klesd spolu s nim do zemského jadra), kdezto hafnium je vy-
hradné litofilni (tzn. vézajici se na silikity; zlistava v plasti nebo stoupé do kiry).
Zéroven existuji nestabilni izotopy (**2Hf), s vhodnym polo¢asem rozpadu (10° az
10 Myr), preménujici se na stabilni dcefinné izotopy (}*2W). To ovem znamen4,
ze lze pomoci nich studovat utvareni samotné Zemé!

Méjme proto nasledujici rezervoary, ¢islo: 1 .. mlhovina, 2 .. prvotni plast34, 3
.. jadro. Pod slovem ,mlhovina“ si ovSem nepfedstavujme plyn, nybrz pevné ¢as-
tice, které z plynu deponuji (nespr. kondenzuji). Dnes bychom tento material nasli
v chondritickych meteoritech, ale vzledem ke zminované radioaktivité neni jeho che-
mické slozeni konstantni. Odtud nazev chondriticky uniformni rezervoar (CHUR);
nékdy se poc¢atecéni slozeni znad¢i ,sluneéni“, nékdy se uzivd CAI (véipenato—hlinité
inkluze), protoze vychézime z prvotnich pevnych &astic, které jsou dodnes zacho-
vany v chondritickjch meteoritech.

Ozna¢me si veliéiny: N pocet atomti, M hmotnost, C' = N/M koncentrace,
v = Ms/M hmotnostni pomér jadra (pro Zemi 0,325), D = C3/C5 rozdélovaci
koeficient®®. Velmi ditileZitou roli pfitom hraji fyzikdlné—chemické podminky pravé
na rozhrani jadro/plast (angl. core/mantle boundary; CMB).36

34 tzn. dnesni plast a kira
35 je-li D(t) a M > 0, neplati to neustéle, ale jen pro pfiriistek M
36 16z Guttenbergova plocha diskontinuity
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Obr. 57 — T¥i uvazované rezervoary: 1 .. mlhovina, 2 .. prvotni plast, 3 .. jadro. Pfevzato z [94].

8.1 Geochemické rovnice

Studujme nejprve transport stabilnich izotopti mezi zminovanymi rezervoary. Jedna
se o jednoduchy zakon zachovani atomt wolframu (viz Jacobsen 2009; obr. 57):

Ni+ Ny + N3 =0. (219)
Prvni casovou derivaci vyjadrime jako:
Ny =-C1M, (220)

kde M oznacuje prirustek hmoty, ktera akretovala z ,mlhoviny“ na Zemi. Uvozov-
ky jsou zde proto, ze se nejednd nutné o plyn, nybrz o pevnou slozku mlhoviny
(v podobé prachovych zrn, balvanti, planetesimal apod.). Z (219) plyne:

NQ == 7]\.71 - Ng == ClM - DCQMg == (Cl - ’)/DCQ)M, (221)

kde jsme ubytek hmoty z plasté do jadra popsali pomoci rozdélovaciho koeficientu.
Odpovidalo by tomu také: . ]
N3 = ’)/DCQM. (222)

Nas vsak zajimaji méfitelné veliciny, tj. predevsim koncentrace wolframu v zem-
ském plasti, respektive horninach z plasté vyvielych:

No
Cy = —
2 7‘[2 )
jejiz derivace:
. . 1 1 . Cl—(’}/D—Fl—’Y)CQ .
Cy = No— — No—5 M, = M. 223
2T M, M2 (1—v)M (223)
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Déle frakcionace hafnia a wolframu, zptisobené pierozdélenim prvka mezi plast
a jadro, definovand jako:

_ Nur2/Nwo ;- Dwa g

" Nper/Nw ~ Nwp Nw 2 - Nwao

J2

_ Nwi—Nwz  Nws (N
Ny )7’

nebot Hf je litofilni (N3 = 0). Poméfovat ji lze tieba stabilnimi izotopy ®°Hf,
183W, kterych je v obou rezervoarech dost, ale musime mit na paméti poméry
izotopu v ramci vSech Hf, resp. vSech W. Prislusna derivace:

. Ns 1 .
— B3N, N
I2 N, R
a dle (221), (222):
C1
. 1 N 1 . AD=flad D) .
f2 =DEM . (C1—vDC)M = ( >M (224)

CoMy Ny Cy My (1—~y)M

Konecné anomdlie, téz epsilon“, které je mirou zvyseného vyskytu radiogen-
niho izotopu '®2W oproti mlhoving, disledné normované #3W, aby bylo méreni

relativni:37
oy = 10° <N182w,2/N183w,2 3 1)
Nisow 1/Nissw 1

Hodnota se méni radioaktivnimi rozpady:

182Hf - 182Ta + et 41,
18279 — 1B2W et + v,
s polocasy Ty, = 9Myr a 144d, pficemz zéalezi na dlouhém. Zmény popisujeme
rozpadovymi zakony: .
Nisont = —AN1sons ,
+AN1s2mf 5

Nigow
jejichz fesenim je:
e
Nigons = Nigone(0) e,

Nisaw = Nisaw (0) + Nisane(0)(1 — e ) = Nigow (0)
nebot rozdil ¢ini jen nékolik ppm. Pak lze odvodit (Jacobsen 2005):

Gy

mM&Q s (225)

€9 = Q" f2 —

37 pokud se uzije pismeno i, je ¢iselny faktor 106
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3 Geochemie a radiometrie

kde jsme si oznacili:

C1s2m1,1(0) Cigonr,1(0)
Cisont,1(0) Cisaw,1(t)

Q" =10 e

a kde Cisaw 1(t) = Cisow,1(0).

Odvozeni je nasledujici:

Nigaw 2 = +AN1goms,2 + (C1 — vDC2) M ,
Nigaw,1 = +ANisons,1 — C1 M,
Nigsw,1 = —C1 M,

Nigaw,2 = (C1 —yDC2) M,

=1

: 104 Nigow,2 Nigsw,1 [ Nigaw,2 Nigow,1 = Nissaw,1  Niszw,2
5 = =
Nisow,2  Nisaw,1  Nissw,1  Nissw2

Nisaw,1 Nissw 2
_ (Alesz,z n Cigaw,1 M _ D s _ )\N182W,1 n Crsow—r1M
Nigow,2 Nigow,2 Nrgaws Nigow,1 Norgovwrr
B ClrsswrM B Cisaw,1 M " %@Grsmﬁ—zM) _
MNrsswer Nissw 2 Nrsswz

A Nigonr2  Nisaw,1 T Cisgaw,1  Cissw,i | _
Nisaw,2  Nigaw,1 Nigaw,2  Nisaw,2

10% X

Cisomr,1(0) e Cigone,1 <N182Hf,2 Nigaw,1 1) 4

Chgow,1(t)  Cisomf,1 \ Nisow,2 Nisons,1

C 1 . C C
4100 Cisaw i [ Cus2wa Cisswe )\ _
Ciszw,2 (1 —v)M C1saw,2 Ci83w,1
Ch .
=Q"fao+ —————Mes c.b.d.
Co(1—~)M

Pocatecni podminky (¢t = 0) vychazeji z rovnovéhy (Cy = 0, fo = 0), respektive
ze skutecnosti, Zze na zacatku materidl odpovida mlhovineé:

Gy

Co= ———,
2 YD +1—7v

_ D
f2 - 1 _ v )
Eg9 = 0.
Je tfeba si dat pozor, k ¢emu se €5 presné vztahuje! Obvykle tj. CHUR zavisejici
na ¢, ale mize to byt téz: CHUR dnes, BSE (angl. bulk silicate Earth; silikitova
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Diferenciace Zemé 8.2

Cést Zemé = prvotni plast = dnesni plast a kira), BSM (totéz pro Mésic) atd., coz
se znall za € v zavorce.

8.2 Diferenciace Zemé

Nejjednodussim geochemickym modelem je popis diferenciace Zemé jako 1 nahlé
udalosti odehrajici se v ¢ase Ty, kdy dojde k prerozdéleni Hf a W mezi plast a jadro
(dle D nebo ekvivalentné f5):

<N182Hf,2>/ — 1+ f2)N182Hf,2 .
Nigsw,2 Nigaw 2

Jinak probihaji pouze rozpady.

Vyneseme-li do grafu pfimo pomér poctt atomi Nigomr2/Nigsw,2 a zaroven
pomér Nisomr,1/Nissw,1, obdrzime obr. 58a. Vidime, Ze zpoc¢atku plast kopiruje
mlhovinu. Po Ty = 30 Myr plast roste strmé, protoze byl zna¢né obohacen o '32Hf.
Vyneseme-li pomér pomért, neboli €5, obdrzime obr. 58b. Nevidime mlhovinu (to
je osa x), pouze plast. V kazdém pfipadé model sméfuje k méfenym hodnotam
(CHUR; BSE). Pokud by T} bylo mensi, ,vystfelilo“ by e2 v§8, protoze by existovalo
jesté mnoho 182Hf (a naopak). Obdobné pro frakcionaci fy plati, ¢im vétsi, tim vys.

T T
1.8514 2 2

1.8513 |-
1.8512 - R
1.8511 - b
1.851 CHUR 1
1.8509 - b

Nigow / Nigaw
eyw1g2(CHUR)

1.8508 |- § 05 |

1.8507 solar

1.8506 | | | | | | | | 0 . . | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

t[My] t[My]

Obr. 58 — Poméry Nigaw/Nissw pro mlhovinu (rezervoar 1) a plast (2), v zavislosti na ca-
se t (vlevo). Dnes méfené hodnoty jsou vyznaceny jako sluneéni (tzn. vapenato—hlinité inkluze),
(chondriticky uniformni rezervoar) a (silikdtova ¢ast Zemé). Obohaceni plasté oproti mlhoviné

e1s2w,2(CHUR) = 10* [(lesz,l/N183W,1)/(N182Hf,2/N183W,2) - 1] (vpravo).

8.3 Predmési¢ni impakt
Predtim, nez néco dopadne, definujme:
1 O yD+1-—vy ~vD

1—70Cy 1—~ 1—7+ fe

a
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3 Geochemie a radiometrie

P¥i dopadu se méni veli¢iny ,okamzité“, nebot déj probiha na gkale 102 yr, pokud
zohlednime i viskézni v§voj protolunarniho disku (Canup aj. 2019). Rovnice (223),
(224), (225) pak lze integrovat a vyjadiit zménéné (¢arkované) veliciny.

Za prvé vezméme e, ovSsem bez radioaktivity:

. M
£9 = —a—ea,
2 M 2
cili: '
&g M
— =—a—.
=) M

Neurcity integral je:
Ineg = —aln M + C,

odkud:
e =C'M™%.

Integra¢ni konstanta pied impaktem musi byt C’ = e2 M?, aby vyslo €2, ¢ili po impaktu:

M a
eh=¢e (M) . (226)
Obdobné vezméme koncentraci:
. c M
Cy = (—1 - acg) = (227)
11—~ M

a najdéme partikularni feSeni pro druhy clen:
. M
CQ = _QCQ M ;
coz je totéz jako pro e:
Uzijme variaci konstant:

a derivujme dle parametru (zde hmotnosti M):

/
dCs _ gM_a +C/(_a)M—a—1 _ (101

dM  dM

— aC’M—1> ML,

kam jsme dosadili (227). Pak lze vyjadrit:

dc’ . Ch

— Ma—l
dM 11—~
a neurcité integrovat:
Ci M
co'(M) = = c,
1—7v a
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Predmésiéni impakt 8.3

kde C” je druha integra¢ni konstanta. Obecné feseni je:

Ma
02:( G —+C“>M‘“.
1—7v a

Zbyva vycislit C”7. Ma-li pro M vyjit pravé Cs, pak:

cy M@

C" = CoM* —
1—7v a

coz po dosazeni:

c, M’ Cci M@e —a
cl = ( ! +CyMe — 2 —) M
1—v a 1—7v a

a upravé da:

c1 1 M M
- St () ()
1—7va M’ M’
Obdobné obdobné: c
jom 227G 70D)
(1=7M 7
partikularné: .
fo_ M
f2 M’
kde b = (g—; — D) /(1 — ), ¢ili:
fo = C/be;
variabilné:
fo=C/(MYM™?
a:
df2 _ ac’ — Ml — g1y D Mt
dM ~ dM -y
odkud: U
ac” D b
dM  1-—+v
¢ili:
C = ’YD_E
1—~ b
a:
D MY, 4D i D
L T e ST
Co -7 Ca -7

coz nezavisi na M, ¢ili f) = fo.

KdyZ mame pripravené rovnice, mizeme studovat impakt, pfi némz vznikl Mé-
sic (Hartmann a Davis 1975). Ve své klasické podobé ma Zemé pied impaktem
hmotnost M; = 0,9 Mg, impaktor pak M; = 0,1 Mg, aby vychézelo M = M; +
My = 1 Mg a zaroveti na orbité (v protolunarnim disku) zistalo m = 0,0125 My,
coz odpovidd hmotnosti Mésice. Na obr. 59 vidime pfislusny geochemicky model
(Yu a Jacobsen 2011). Akrece M (t) zde zpocatku probihd rychle a konéi brzy
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3 Geochemie a radiometrie

(T, = 10Myr). Protoze diferenciace probiha pribézné, s konstantnim D = 31
tak, aby vyslo fo = 15 jako v BSE, hodnota €5 se zvysi na 12, tj. vysoko nad po-
zorovanou. Pozdéjsi impakt v ¢ase Ty = 45 Myr ji vSak opét snizi, az k pozorované
hodnoté e1sow 2(CHUR) = 1,9 £+ 0,1. Samoziejmé se nejednd o unikatni FeSeni, ne-
bot 1ze ménit T, Ty; existuji vSak jisté meze. Napfiklad T, < 40 Myr (samo o sobé),
jinak by ¢ < 1,8 a impakt by ho dal snizil; Ty > 30 Myr, jinak € > 2,0; Ty < 60 Myr,
jinak € < 1,8.

T, T
A — 12 % o
1
10 |
0.8 |- i
o 0.6 [ E
s S 6l
S E
04 B ES
w 4,
0.2 ] 2t |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t[My] t[My]

Obr. 59 — Predpoklddany prubéh ristu hmotnosti M (¢) neboli akrece (vlevo). Do T, = 10 Myr

naroste Zemé na M = 0,87 Mg; pak nastava obdobi, kdy se ned&je nic (vyjma radioaktivity)

neboli hiat. Az v Ty = 45 Myr dojde k poslednimu velkému impaktu m = 0,13 Mg . Odpovidajici
pribéh obohaceni prvotniho plasté Zemé e1gow 2(CHUR) (vpravo).

Navic musime priznat néjaké nefesené problémy. Prvni problém je ekvilibrace,
neboli vyrovnani chemického a izotopového slozeni mezi materidlem Zemé a impak-
torem. My jsme mlcky pfedpokladali tiplnou, ale miize byti ¢dstecnd. Uplna totiz
vyzaduje rozmélnéni materidlu az na kalu cm (!), ¢ili malé kapky. Snad by to bylo
mozné ve vysoce turbulentnim zemském magmatickém ocednu (EMO), anebo pfi
rozpadu Zeleznych téles pii jejich padu skrz EMO dolu.

Druhy problém je, ze Zemé i impaktor mohou mit v principu az M; = My =
= 0,5 Mg (Canup 2012). Diive se myslelo, Ze to vzdy vede k pfili§ velké hmotnosti
disku a momentu hybnosti Mésice. Avsak v pripadé, ze by Zemé rotovala rychle,
draha Mésice by pak precedovala rychle (s P, ~ 1yr), doslo by k evekéni rezonan-
ci s obéznym pohybem soustavy Zéme-Mésic kolem Slunce (P, = P,), tim se oviem
Meésic v pericentru vyskytuje ve stale stejném sméru vzhledem ke Slunci, Slunce tu-
to ,,nebodovou”“ soustavu systematicky tahne dopfedu nebo dozadu, ¢imz dochézi
k pfenosu momentu hybnosti Lg z orbitalniho pohybu Mésice na heliocentricky
orbitalni pohyb soustavy Zemé-Mésic (Cuk a Stewart 2012).

Tteti problém je. ..

8.4 Variabilni rozdélovani

Rozdélovaci koeficient D # konst. (viz Cottrell aj. 2009). Naopak se ukazuje, zZe je
slozitou funkci stavovych velic¢in, tlaku P, teploty 7' v daném misté, kde prerozdélo-
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Izotopicka dichotomie NC a CC 8.5

vani probih4, coz je v naSem piipadé rozhrani jadro/plast (CMB). Téz jej ovlivituje
detailni chemické slozeni (nejenom Hf, W), coz se obvykle popisuje fugacitou foo,
neboli parcidlnim tlakem kysliku, ktery je k dispozici pro chemické reakce. Tato
miize vyjadiena relativné k souboru mineralt s kyslikem a bez kysliku, naptiklad
zelezo—wiistit (Fe—FeO; angl. iron—wiistite; IW), které se vyskytuji dosti ¢asto
a je v nich vlastné zaznamenano, kolik Os bylo kdysi k dispozici. Zkratkovité by
snad bylo mozné fici, ze jde o mnozstvi vody HO, které bylo akretovano jako led
a dostalo se do magmatického ocednu.?®

Magma v daném misté krystalizuje, vznikaji pritom rtizné mineraly, coz se stu-
duje laboratorné (viz obr. 60). Sice se pouzivaji tlaky nizsi, které se extrapoluji do
vysSich, ale i tak je mozno métit zavislost D(P, T, fo2) (viz obr. 61). Poznamenejme,
ze k prerozdélovani obecné dochazi i jinymi procesy nez frakéni krystalizaci, po niz
zistavaji vypuzené kapalné slitiny; napiiklad stratifikaci pii odlisngch hustotach.?

Tlak ani teplota také nejsou konstantami; rostou s hmotnosti M (t) télesa pfi-
blizné jako Pomp = 136 GPa (M /Mg)*?, Tems = 1973K + 28,57K GPa™! Poyg,
odpovidajici fazovému prechodu peridotitu. Tésné po mésiénim impaktu vSak neni
jisté, ze P = Pomp, T = Tcvp- Zemé totiz muze byt v jakémsi expandovaném
stavu. Ostatné podle prerozdélovani jinych prvka se zda, ze ekvilibrace probéh-
la za podminek, které by odpovidaly takovému D, jaké by experimenty daly pii
P ~ 40 GPa (Yu a Jacobsen 2011).

8.5 Izotopicka dichotomie NC a CC

Riizné skupiny meteoritti maji pochopitelné rizné anomalie £. Co je ale pozoruhod-
né, ze skupiny skupin meteoritii maji podobné anomalie! Warren (2011) konkrétné
zavedl 2 rezervoary: NC .. neuhlikaté chondrity, CC .. uhlikaté chondrity, které
vykazuji systematicky odliSné e4¢ti, €4sTi, €503 atd. (viz obr. 62). Totéz plati pro
fadu dalsich prvka: Sr, Ca, Cr, Ni, Zr, Mo, Ru, Ba, Nd, Sm, Hf, W, Os. Otéazka je,
co muze zpusobit takové odlisnosti a podobnosti.

Obecné muze jit o michani 2 rezervoaru, pricemz bychom asi méli védét, jak
smés na grafech € vs € vypada. Zavisi to na relativnich koncentracich pfislusnych
prvki (Langmuir aj. 1978):

stejné koncentrace — primka,,

ruzné koncentrace — hyperbola .
Pokud by to body na grafu nespliiovaly, mohlo by jit o michdni 3 rezervoaru anebo

o zcela odlisny proces.
Pro zminované rezervoary byla nalezena ,rovnice“ (Burkhardt aj. 2019):

,CC = NC + CAI,

38
39

naopak se nejedna o plynny Oz v mlhoviné
neni tedy nutné, aby byl systém v pevném stavu, aby se ,resetovaly“ radiometrické hodiny
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Obr. 60 — Snimky elektronovym mikroskopem (rozmér fddové 0,1 mm), na nichz jsou vidét rizné
slitiny v kapalném stavu nebo mineraly v pevném stavu, které krystalizovaly jiz za vysokych tlakt
a teplot a do kterych rtiznou mérou vstoupil wolfram, odkud je mozno odvodit jeho Dvy. Pfevzato

z [86].
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Obr. 61 — Logaritmus rozdélovaciho koeficientu wolframu log D v zavislosti na tlaku P pro tfi

rizné hodnoty fugacity foo, vztazené k souboru zelezo—wiistit, kde AIW = 2log(zpeo/TFe) +
+ 21og(Yre0 /YFe), * 0znacuje molarni koncentraci a « aktivitni koeficient. Pfevzato z [86].

kde rezervoar CAI znamena ,,jako inkluze“, tzn. izotopicky CAI, ale chemicky chon-
driticky. Slovné to znamend, ze uhlikaté chondrity ziskdme michanim neuhlikatych
chondriti a materidlu vztahujicimu se k vapenato-hlinitym inkluzim (zejm. z chon-
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Izotopicka dichotomie NC a CC 8.5

dritit CV3). Systematicky posun NC — CC — CAI je zfejmé zptisoben obohacenim
prvky z r-procest, tj. rychlého zachycovani neutront (ze supernov). Nahodny roz-
ptyl v rdmci CC (NC) je zptsoben prvky z s-procesii (pomalého; z * AGB); nikoliv
jedinou reakci.

Vyse uvedené svédci o akreci heterogenniho materialu primo z jadra molekularni-
ho oblaku. Naopak je v rozporu s tepelnym prepracovanim v protoplanetarnim disku
(vytvofilo by nechondritické chemické slozeni a vyzadovalo by specifické P, T') nebo
s akreci presolarnich zrn (trend NC — CC by byl odlisny). Pribéh lze predpokla-
dat nasledujici: (i) akrece blizko Slunce, a to materidlu izotopicky podobného CAI;
(ii) viskézni rozpinani disku od Slunce; (iii) akrece materidlu izotopicky podobné-
ho NC; (iv) pouze ¢éstecné prepracovani/preprava/promichani v disku; (v) rozsifeni
akrece do vétsich vzdélenosti, pfidani nepfepracovaného materidlu; (vi) oddéleni re-
zervoaru NC & CC vznikajicim Jupiterem, coz by zabréanilo jejich promichavani.
Vyplyva odsud, ze jadro Jupiteru o hmotnosti asi 20 Mg, které blokuje driftujici
balvany vytvarenim obraceného gradientu tlaku VP, muselo vzniknout brzy (asi
do 5 Myr).

5 @ carb. chondrites +4
[e) non.:.:tarb.chondr. c;::::::'c;::s =31}
44 A ureilites
+ other differentiated L |
+3
3 NWAO11] 32k IIFIl "VB i IIE .
| [ 200 Wieve |
- =
_ 2 = _!_I IiCarloonace_ous‘ T2 Q
%: Heos, NG Si 33}k ”E‘ iron meteorltle groups =
pallasites, Py "|'|' . <
11 mesosiderites - @ IVA <
Earth _a.q |8l T'
o1 mars O D" T 1 ilias
T I_"'/';l - @  'Non-carbonaceous'
4] [AY ]I iron meteorite groups 0
A a5t T
2l . . ; ; : L . L . L :
12 08 -04 0.0 0.4 0.8 12 16 0 0.2 0.4 0.6
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Obr. 62 — Izotopicka dichotomie na grafu (e54¢r, €50T1) pro dvé odlisné skupiny skupin meteori-

ta: uhlikaté chondrity (CC; zahrnuje CO, CK, CV, CM, CB, CR, CI) a neuhlikaté chondrity (NC;

EH, H, L, LL, téz ureility, ostatni diferencované, Zemi, Mésic, Mars) (vlevo). Graf (183w, 182w )

spole¢né s ¢asovou osou t (od CAI), pro zelezné meteority odpovidajici CC (IIIF, IIF, IID, IVB,
1IC) a NC (IC, IIAB, IIIAB, IVA, IIIE) (vpravo). Pievzato z [93] a [90].

Co se tyka datovani, vznikly postupné (viz obr. 63): (i) Zelezné meteority odpovi-
dajici neuhlikatym chondrittim mezi 0 az 0,5 Myr po CAI; (ii) Zelezné odpovidajici
uhlikatym mezi 0,7 az 1,3Myr; (iii) NC 2 az 3Myr; (iv) CC 2 az 4Myr. Stéle
pritom plati, Ze Zeleza musela vzniknout diferenciaci v hloubce svych matetrskych
téles, nebot jejich krystalickd struktura (Widmanstéattenovy obrazce) svédéi o velmi
pomalém chladnuti, 1 az 1000°C Myr ™', a existenci prvni generace planetesimal?
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Obr. 63 — Schematicka ¢asova osa t postupného vzniku skupin skupin meteoritt: zelezné od-

povidajici neuhlikatym, zelezné odpovidajici uhlikatym, chondrity NC, chondrity CC. Rezervoary
museji byt brzy oddéleny vznikajicim Jupiterem, aby nedoslo k promichéani, které by smazalo
izotopickou dichotomii. Prevzato z [90].

8.6 Systém U/Pb

Nakonec jsme si nechali dilezitou otazku. Kolik je 07 Samoziejmé 0 # 0. VSechny
predchozi metody totiz mérily cas relativné k CAI, protoze jsme jako pocateéni
slozeni uvazovali pravé CAL Pro absolutni datovani CAI se pouziva systém U/Pb,
respektive Pb/Pb, kde jsou polocasy rozpadu naopak dostateéné dlouhé. Protoze
v CAI neni prakticky zadny zirkon (ZrSiOy4, obsahujici stopové U), nelze uzit U/Pb
za piedpokladu vypuzeni vieho Pb (viz napt. Broz a Solc 2013, str. 354). Nicméné
poméry olov 207Pb/206Pb, 204P} /206Ph je mozné méFit pomoci louzeni kyselinou
s presnosti az 1 ppb!

Prislusné rozpadové zakony jsou:

[207pb] ([207Pb]> [[235U] (er235Ut _1)
0

[204PD) [204PD) 204pp)] ’
[206pb] [ [206Pb) P .
[204pp] — \ [204Pp] . [204PD)] (e —1).

Prevedeme-li ¢leny s po¢ateénimi obsahy ()o vlevo a podélime, ziskdme mé¥ici rovnici:

[*7Pb] [ ]

[204Pp) N ([ })0 B [235U] eXessut —1
[206Pb] B ([206Pb]) - [238U} el23sut —1 )
[294Pb]  \[ 1/0

kde pomér [232U]/[238U] je znam (1/137,88). Jedna se o rovnici piimky, (y; — vo0)/(x; — 20) = b,
kterd je preurcena méfenimi mnoha mineralfl, s riznymi obsahy (z;, y;). Smérnici b (tzn. stari)
vypocteme metodou nejmensich ¢tvercu.
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0.648 Efremovka CAl E49
Age = 4567.17 £ 0.70 Ma
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Obr. 64 — Izochrona Pb/Pb pro vapenato-hlinité inkluze (CAI) z meteoritu Efremovka, vyka-
zujici stari (4,567 £ 0,001) Gyr. Pro porovnani jsou zobrazeny chondrule z meteoritu Acfer 059, se
stafim asi o 0,003 Gyr mensim. Pfevzato z [82].

Poméry olov se vynaseji jako izochrona, i kdyz stabilnim izotopem je zde 2°4Pb
a radiogenni jsou 2°°Pb, 297Pb. Amelin aj. (2002) takto zmé&iil CAI z meteoritu
Efremovka; vysledek je (viz obr. 64):

tear = (4,567 +0,001) Gyr

coz je opravdu snadné si pamatovat (,4567%). A opravdu to neni ,asi étyfi a pil
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9 Chemie fazovych premén

Zajimé-li nas vznik terestrickych planet, pak nejzajimaveéjsim okamzikem je vznik
prvotni pevné latky. Dochazi k nému pfi postupném chladnuti plynu v protoplane-
tarnim disku, kdyz teplota poklesne natolik, ze dojde k fazovému prechodu plyn —
pevna latka. Otazka je, jaky plyn? Ziejmé musime popsat predchozi reakce plynt
totiz mize snadno shlukovat a posléze utvaret vétsi pevna télesa. Ziejmé musime
presné popsat rovnovahu mezi plyny a povrchy. Vypada to jako chemie, ,smrdi“ to
jako chemie, je to nepochopitelné jako chemie, a je to chemie! Pro pochopeni proto
pripomeneme termodynamické potencialy, v¢. chemického.

9.1 Termodynamické potencialy

Prvni véta termodynamicka zni:
dQ@ + pdN = dU + PdV (229)

kde @ oznacuje teplo, ;1 chemicky potencial, N pocet ¢astic, U vnitini energii, P tlak
a V objem. Neznamend nic jiného, nez ze: teplo dodané systému plus uvolnénd
chemicka energie se spotiebuji na zvySeni vnitfni energie anebo vykonani préace
systémem. Jesté vhodnéjsi by byl zapis:

TdS + pdN = dU + PdV, (230)

kde T oznacuje termodynamickou teplotu a S entropii. Vyhodou je, ze S je stavova
veli¢ina, podobné jako T', N, U, ... Pfi jakékoliv dodavce d@Q zvySujeme S, ¢ili
neuspoiadanost systému, protoze tim umoziujeme zaujmout stavy s vyssi U anebo
vétsim V.

Chemicky potencial. Namisto zkratkovitého zapisu ud N bychom si vzdy méli pied-
stavovat ) . p1;dN;, nebot chemicka reakce miva reaktanty (dN; < 0) i produkty
(dN; > 0); reakei byvéa navic vicero. Je t¥eba si uvédomit, ze chemicky potencidl u
je funkci stavovych veli¢in! Pro popis lze pouzivat zejména:

p(T, P.X) = 1ig(T. P) + RTIn X, (231)

kde X oznacuje molarni zlomek, R molarni plynovou konstantu. Avsak pro presnéjsi
popis, napf. neidedlnich plyni, se zavadéji dalsi veli¢iny: ~+ aktivitni koeficient,
a aktivita, P, parcidlni tlak, f fugacita; pfislusné vztahy pak jsouw: po+RT In(vX);
to + RTIna; po+ RT In(Paye/P); po+ RT In(f/P). Oprava mtize byt téz zahrnuta
V Jto, coZ naznacuje specidlni index. Nicméné, idealni, ¢ista latka (X = 1) a normalni
podminky znamenaji, ze p = po. Viz:
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9 Chemie fazovych premén

Dalsi externi veli¢iny jako elektrické pole dE, magnetické pole dB, tenzor napé-
ti dojj;, ... by také mohly byt nasobené prislusnymi koeficienty a zahrnuty v (230);
jde o jiné formy energie, na néz by se d@Q) mohlo preménovat.

Pro popis déjt lze pouzivat néktery ze 4 termodynamickych potenciali: U vnitini
energie, H entalpie, F' Helmholtzova volna energie, G Gibbsova energie, jejichz
definice jsou:

U= / (TdS + pdN — PdV), (232)
H=U+PV, (233)
F=U-TS, (234)
G=U+PV-TS. (235)

Jejich diferenciély jsou (po dosazeni z (230)):

AU = TdS + pdN — PdV, (236)
dH = dU + VAP + PdV VAP +TdS + pdN,  (237)
(238)

)

dFf =dU — SdT' —TdS —-SdT — PdV + pdN 238
dG =dU +VdP + PdV — SdT — TdS = VdP —SdT + pudN. (239

Interpretace je pak nasledujici: U je energie potfebna pro vytvoreni systému; H to-
téz plus préace potfebnd pro vytvofeni objemu (pfi P = konst.); F mozné celkova
prace; G mozna nemechanicka prace.

Z diferenciélti je zrejmé, ze F' je vhodné pro popis déji pii V = konst., T" = konst.
(zejm. pro porovnani se statistickou fyzikou), kdezto G pii P = konst., T' = konst.,
coz je také vhodné pro laboratorni méteni; pak je ovsem dG = pdN. Gibbsova
energie je tedy nejvhodnéjsi veli¢ina pro popis chemickych reakci!

Jsou-li vlevo totalni diferencialy, pak jsou koeficienty vpravo parcidlni derivace, coz ndm umoz-
nuje napsat nasledujici vztahy; pripsali jsme k nim i tepelné kapacity cy a cp:

= (%)V,N w= (%)V,S —P= (%)S,N v = (%)V,N cp = (%)P,N
V= (%)S,N = (%)P,N K= (%)P,S

-5 = (%)V,N —P= (%)TN K= (%)V,T
V= (g%)T,N —5= (%)P,N = (%)P,T
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Gibbsova—Duhemova rovnice 9.2

Mimochodem, je vétsi ¢y, nebo cp? Drzim plyn, dodam d@, v 1. pripadé , pevné drzim“, aby
zustal konstantni objem (dV = 0), dT" se zvysi hodné, tzn. ¢y = dQ/dT je malé. Ve 2. ,trochu
povolim*, aby zustal konstantni tlak (dV' > 0), plyn vykona praci, dT" se zvysi méné, ¢ili cp > cy .

Obecné je tézké poznat, jaké termodynamické relace plati obecné (viz vyse) a jaké
omezeng, pouze pro uré¢ité systémy nebo déje. Napt. pro dé&je izochorické (dV = 0),
izobarické (dP = 0), izotermické (dT" = 0), adiabatické (d@Q = 0) nebo polytropické
(¢ = konst.) se celd Fada relaci podstatné zjednodusi.

9.2 Gibbsova—Duhemova rovnice

V homogennim systému jsou intenzivni veli¢iny (7, P) konstantni. Pfes extenziv-
ni veli¢iny (V, S, N) pak lze snadno integrovat, nebot potencidly se chovaji jako
U(PAV) =P -U(dV). Z def. (423):

U=TS+uN—PV. (240)
Z def. (235) pak plyne:
G = uN (241)
a:
dG = duN + pdN-= VAP — SAT + pdN.
Odtud:

dpuN =VdP — SdT, (242)
coz je Gibbsova—Duhemova rovnice (platna pro h. s.).

9.3 Clausiova—Clapeyronova rovnice

Fazova preména nastéwé pii ur¢itém T a P. Rozhrani na grafu P(T) mé urdity
sklon, ¢ili derivaci 4 (TT Na ¢em miize zaviset? Na kterém ze 4 potencialt? Evidentné
entalpit, resp. AH, nebot jde o, cituji: ,energii potfebnou na vytvoreni systému
a praci na vytvoreni objemu“. Pfi prechodu je P = konst., T' = konst., N = konst.,
proto podle (237):

dH =TdS. (243)

Jsou-li dvé faze (1, 2) v rovnovéze, jejich:
p1 = p2 . (244)

Pii posunu na grafu P(T') podél rozhrani musi byt:

djir = dpa, (245)
pak dle (242):
Vi S1 Sa
Vigp_Sigp = Yeqp_ 240
Ny Nld Ngd Ngd
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9 Chemie fazovych pfemén

a dle (243):
dP S9 — 81 Ah
AT ve—v; TAV’
kde jsme ,nucené” pouzili mérné (malé) veli¢iny. Sklon rozhrani je pfimo tmérny
rozdilu mérnych entalpii obou fazi a nepfimo tmérny zméné objemu pii prechodu.
Proto je rozhrani plyn <+ pevna latka pomérné ploché, kdezto kapalina <> pevna
latka strmé (viz obr. 65). Jde o rovnici Clausiovu—Clapeyronovu.
Co se tyka zavislosti na T, neni to 1/T, protoze Av také zavisi na T (skrz
stavovou rovnici). Pokud bychom pfedpoklddali idedlni plyn a ziroven ve > vy
(para mé obvykle 103krat vétsi objem neZ pevna latka), pak vo = RT/P a:

(246)

dP . AhdT
P R T2’
coz mé obecné Feseni (viz opét obr. 65):
Ah 1
mP=-""" 4.
. RT "

Rovnici (246) je mozné ,hadat“ téz z jednotek: [P] = Pa=kgm~'s72, [T| =K, [H] =] =
= kgm?s~ 2, odkud okamzité Ah v &itateli, T ve jmenovateli a Av tamtéZ; jenom si musime byt
jisti, ze veli¢iny jsou relevantni! (Jednotky vSech potencidlll jsou totiz totozné.)

-20°C -10C o"c w0 c 20T 300"C 400*C 500°C 600C
. ! . . . . : : WMy
1TPa 10her
e e
E I m——
E e et
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Obr. 65 — Fazovy diagram vody. Sice jsou zdkladni skupenstvi jen 3 (plazma nepocitaje kvuli
nizkym T'), coZ znamend jen 3 rozhrani, ve skuteénosti je jich mnohem vic, nebot musime zohlednit
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Popis chemické reakce 9.4

kazdou zménu stavové rovnice, resp. krystalové struktury. Rozlisuji se ledy Ih, II, III, IV, V,

VI, VII, VIII, IX, X, XI, XV. Ledy Ic, Iyq, LDA, HDA, VHDA, XII, XIII, XIV, XVI, XVII,

XVIII, XIX nejsou na diagramu zakresleny, protoze jsou metastabilni nebo ve smési. Prevzato
z (http://wwwl.lsbu.ac.uk/water/water_phase_diagram.html).

9.4 Popis chemické reakce

Reakce v plynné fazi, napiiklad:
HQ + %02 = HQO, (247)
popiseme pomoci chemickych potenciali jako:
= Lo oy rrm L £ RTIx (248)
HH2 = H0,H, aT lo.H, 0 Py H

kde Ty = 293,16 K = 25°C, Py = 101,3kPa = 1atm je normalni stav. Parametry
viz v tab. 5.

latka Lo ou/0T o
Jmol™"  Jmol 'K!

H, 0 —130,58

(02 0 —205,02

H,O —22859-10% 188,72

Tab. 5 — Parametry chemického potencidlu p pro vodik, kyslik a vodu. Pfevzato z [97].
V prubéhu reakce se méni latkovad mnozstvi (v mol), coZ popiSeme:
Nu, = Non, +vm,€, (249)

kde Ny oznacuje pocéateéni stav, & rozsah reakce (také v mol) a v stechiometricky
koeficient. Viz téz tab. 6.

latka v Ny
mol
H, -1 1
0 -} 1
H,O 1 0

Tab. 6 — Stechiometrické koeficienty v a pocateéni latkovad mnozstvi Ny pro reakei (247).

Molarni zlomek je potom:

Nu, + No, + Nu,0

Xu, (250)
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Obr. 66 — (a) Zavislost chemického potencidlu p(7") na teploté; (b) ©(X) na molarnim zlomku;
(c) molarniho mnozstvi N (&) na rozsahu reakce (247); (d) molarniho zlomku X (£); (e) Gibbsovy
energie G(€); (f) jeji derivace 9G¢ = AG. Vypocet pro podminky 7' = 2000K, P = 10~2 atm.

a Gibbsova energie (P = konst., T' = konst.):
G = pu, Nu, + 1o, Noz2 + 11,0 NH,0 (251)

kde up, = f(T,P, Xn,,&), Nu, = f(§). Nalezeni rovnovazného stavu znamend
nalezeni minima Gibbsovy energieGibbsova energie.
Spocteme proto parcidlni derivace vzhledem ke £ (se zanedbanim %%):

oG

8_§ = U,VH, + 1o,V0, + tu,ovi,o0 = AG. (252)

Je-li AG < 0, reakce je exotermické (probihd —); AG = 0, nastava rovnovaha (=);
AG > 0, je endotermickéd (+—). Rychlost reakce je otdzka jind; potfebovali bychom
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Popis fazové premény 9.5

teorii kinetickou. Po dosazeni za p a sdruzeni vseho s 0:

AGo

0
[MO,Hz + 7 [o(T=To) + RTIn P%} Vi, + (110,02 -] V0, + [Hom,0+ V.0 +
+ RT(vp,In Xu, + vo,In Xo, + vi,0 In X1,0) =0

obdrzime pro rovnovahu podminku:

1% 1% 1% AG
X2 X2 Xpia? = exp (- RT°) = Kx, (253)

kde jsme oznacili Kx rovnovaznou konstantu molarni. V nasi notaci jsou néktera v
zaporné (viz tab. 6; pFislusnd X jsou ve jmenovateli), ¢ili pomér stavii je exponen-
cidla, coz neni nic jiného nez Boltzmannova rovnice. Tj. ostatné duvod pro In X
v (231). Hodnoty AGj si spocteme z g, T, P.*°

9.5 Popis fazové premény

Depozice a sublimace:
H,0 = HQO(S) (254)

je reakce jako kazda jina, tudiz (vynechévame vodni index g,0):

op P
= —| (T -1 RTIn —.
Hs = Ho,s T aT O,S( 0) + n Py
Ale co to? pg nezavisi na X! Koncentrace pevné latky je totiz konstantni (viz
krystalovd miizka):
Ns = NO,s ) (255)

i kdyz se zvysuje X, nezvysuje se pravdépodobnost, ze molekula potkd molekulu.
Plyn (para) reaguje pouze s povrchem a tlak P je urden parami nad povrchem.
Jedna se o pripad heterogenni reakce. Mame sice:

Ny
Xe=—"—
S N+ N,
a:
G = pN + psNs,

ale:

AG =pur =0,
odkud:

AGy

——
[wo+...Jv +RTvInX =0

40 Nezname-li (rovnovaznd) X, je Kx ona exponenciala; zname-li X, lze Kx pocitat z X.
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AGy
X" =exp| — .
P < RT
Jinymi slovy, rovnovazna konstanta Kx souvisi pouze s uréitymi X. Také je pozo-
ruhodné, ze rovnovaha nijak nesouvisi s plochou povrchu. Mohli bychom téz pro
popis pouzivat aktivitu @ namisto X a pfedstavovat si as = 1.41

9.6 Depoziéni sekvence

Chceme-li zjistit chemické slozeni prvotni pevné latky, musi model zahrnout vSechny
(relevantni) prvky, véechny chemické reakce a vSechny depozice. Pfedpokladdme-li
pocéateéni prvkové slozeni plynu (pfip. plazmatu) — napf. odpovidajici sluneéni
fotosfére — prvky se prerozdéluji mezi jednotlivé slouceniny. Formélné se proto
jedné o zékon zachovani hmoty (Unterborn a Panero 2017):

plynné pevné
—f—~ ——
Ng =Y vigNi+» v;gN; proE=HHeCN,O,... (256)
i J
Jde o 23 rovnic. Pro plynnou fazi se uvazuje asi 400 sloucenin, i = AlS, ..., pro pev-
nou fazi 110, j = CasMgSizO7, . ... Znamé jsou zde koncentrace Ny, neznamé Nj,

Nj, kterych je celkem 510. To je moc!
Musime vzit v Gvahu vzajemné vazby, jednak chemické reakce, popsané rovno-
vaznou konstantou tlakovou:

» AGy;
(N;RT)"* lIg(ngRT)"" " = exp <R1(3) = Kp (257)
a jednak depozice (a pfip. opétovné sublimace):
. AG)y ;
He(ngRT)"*® = exp (‘RTO’J) ; (258)

kde jsme pouzili mald ng, protoze jde o postupné klesajici koncentrace prvka mimo
slouceniny. Obvykle v; = 1, v; g < 0. Konkrétné pro kyslik a uhlik (E = O, C), kde
jsme za zaklad zvolili (btino) Oz misto O:

NO:2n02+NH2O+NCO+2NCOQ+-~~+3nA12035+~-,
NC:nc—l—Nco—i—NCOZ—‘r...—l—ncs-‘r...,

atd. Po dosazeni vlevo (za parcidlni tlak) a dosazeni vpravo (z (257)):

Xo P 1 1 1 1
— =2 > Ko(RT)? > Koo(RT)? + ..
Nty - Xu+ Xio . BT 102 10, 1,0(RT)? +neng, Keo(RT)? + ..,
Xo P

1 1
— = 2 K RT)z + ..,
XH2+XH+XH6+.. RT ne + neno, CO( ) +

41 Obdobné Kx nezavisi na X rozpoustédla, i kdyz by bylo reaktantem, je-li ho vzdy nadbytek.
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Bowenovo reakéni schéma 9.7

atd. Jde o 23 nelinedrnich rovnic pro neznamé ng, kterych je také 23. Tlak P
musime zvolit.

Depozi¢ni sekvence pro P = 1073 atm, coz je obvykly tlak v protoplanetarnim
disku, ve stfedové roviné, ve vzdalenosti 1 au, zacina:

korund Al,O4
— hibonit CaAl;50q9
— Ca-dialuminat CaAl,O~
— perovskit CaTiOg
— Ca-alumindt CaAl,O4
— gehlenit CagAl5SiOf
— spinel MgAl,Oy
— zelezo Fe
— anortit CaAl;SisOg
— akermanit CasMgSis Or
— diopsid CaMgSisOg
— forsterit MgsSiOy4
— enstatit Mg2SisOg
— atd.

Zobrazena je na obr. 67 a 68. Vzhledem k tomu, Ze prvnim deponovanym mine-
rdlem pii T~ 1730K je korund Al;O3 a zdhy mineraly obsahujici skupinu CaO,
neni divu, Ze tvori vipenato—hlinité inkluze (CAI), coZ jsou radiometricky nejstarsi
¢asti meteoritti. Sekvence pro jiné tlaky ukazuje schematicky obr. 69.

Z pevné latky vznikaji pevna télesa akreci (Ges. pfirtistanim), kterd je zasadné
ovliviiovana aerodynamikou (Ces. tfenim). Smér pohybu pevnych téles dovnit¥ nebo
ven urcuje profil P(r) v disku. Pak ovSem dochazi k odebirani pevné latky nékde
nebo k priddvani pevné latky jinde, coz nevyhnutelné méni chemické slozeni (Xg).
Pritom na urcitém r mtze dochéazet k opétovné sublimaci materiadlu transportova-
ného z jinych 7.

I v télesech samotnych existuje profil P(r) v télesu, kde také muze dochazet
k chemickym reakcim a fazovym prechodtim. Vzhledem k vybudovanému gradientu
tlaku se ovsem spise jedna o skupenstvi kapalné <> pevné.

9.7 Bowenovo reakéni schéma

Pro pochopeni vzdjemnych vztahtt mezi mineraly, vztaht mezi horninami (zejména
vyvielymi) nebo popis pribéhu diferenciace terestrickych téles je dilezité Boweno-
vo schéma. Popisuje postupnou, rovnovaznou krystalizaci magmatu pfi postupné
klesajici teploté. Konkrétné silikdtového (bazického (subalkalického (vapenatoalka-
lického))). Do mineralt vstupuji ovSem pouze ur¢ité chemické prvky, kompatibil-
ni s danou krystalovou strukturou, coz ovliviiuje chemické slozeni rezidualni tave-
niny. Pokud pfitom minerdly (jakoZto pevna latka) stéle ztistavaji v taveniné (¢ili
kapaliné), pii dalsim snizovéni T, kdyz se rovnovaha zméni, mineraly s taveninou
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perovskite CaTiOgq
Ca-aluminate CaAl,0,q
gehlenite Ca,Al,SiO;¢
_ spinel MgAIl,O,,
10 101 iron Fez E
anorthite CaAl,Si;Ogg 1
akermanit Ca,MgSiyO,¢

= diopsite CaMgSi,Og
g \ forsterite Mg,SiOyg
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/\\ enstatite MgSiOgyinos
—
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Obr. 67 — Koncentrace n pevnych latek (v mol l’l) pfi postupném snizovani teploty 7" a kon-

stantnim tlaku P = 1073 atm. Poc¢atecni prvkové slozeni odpovida sluneéni fotosféfe. P¥i T ~

1730K jako prvni vznikd mineral korund AlsOgs, ale pii 1690 K se stane opét nestabilni. Pod

1450 K dosahuje vyznamnych koncentraci zelezo Fe, forsterit MgoSiO4 a enstatit Mg2SiaOg. Vy-
pocet programem ArCCoS (Unterborn a Panero 2017).

5 ] Hy =—
10 g
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6 | 1 H0 —
10 — Mo
e 1 sio
107 L P 4 sis
- e 1 ca
- 108 F 3 AN
= o E AlS —
o -9 o —
.g. 10 E : 3 HO —
g cO, —
= 10'10 3 2 Tio2
1 Hs
11 HaS
L CIH
10 CH,
102
0'13 | | | | |

1000 1200 1400 1600 1800 2000
T[K]
Obr. 68 — Koncentrace n nejvyznaméjsich plynnych prvki a sloucenin. Z refraktornich vznikaji

pevné latky (odpovidajici obr. 67). Koncentrace se podstatné méni jiz od po¢atecni teploty 2 500 K.
Zatimco Mg, Fe, Ca jsou pfimo ve formé par, Si nebo Al ve formé oxidt, nitridi nebo sirant.
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Bowenovo reakéni schéma 9.7

opétovné reaguji. Casto vSak dochdzi k jejich vydélovani, nap¥. gravitaci, takze
nastava frakcni krystalizace, vedouci k diferenciaci. To narusuje idealni predstavy,
protoze se chemické sloZzeni méni (nemohou vzniknout vSechny ¢leny ve schématu).
Nicméné schéma je nasledujici:

mafické felsické
tmavé
hustsi Fidsi
oliviny anortit 1400°C  ultrabazické Mg, Fe, Ca
N\ e
pyroxeny
N Na, Ca-plagioklasy bazické
amfiboly
Ny v intermedialni
biotit albit
i
ortoklas acidni
_|_
muskovit
+
kfemen 600°C  (reziduum) Si, Al, Na, K

Abychom ve schématu lépe rozpoznévali chemické sloZeni, ptipojujeme nasledu-
jici vyéet skupin (resp. koncovych mineraltl) a samostatnych minerdli:

— oliviny: forsterit MgoSiOy4, fayalit Fe;SiOy;

— pyroxeny: enstatit MgySi,Og, ferosilit Fe,SizOg; wollastonit*? CaySipOg;

— amfiboly: tremolit CasMgsSigOaq(OH)s, feroaktinolit CasFe;SigOqa(OH),,
antofylit Mg7818022 (OH)Q,

- biOtit, tmava slida K(Mg, Fe)gAISig,Olo(OH, F)2,

— anortit, Ca-zivec (plagioklas) CaAlySisOg;

— albit, Na-zivec (plagioklas) NaAlSi3Osg;

— ortoklas, mikroklin, K-Zivce KAIlSi3Osg;

— muskovit, svétla slida KAl3SizO19(OH, F)y;

— kiemen SiOs.

Co vidime? Teplota klesa |. Prvni mineraly zacinaji krystalizovat pfi asi 1400°C
(a vysokém tlaku). Existuji dvé fady: diskrétni <+ spojitd. Diskrétni proto, ze se
krystalova struktura méni nahle. Spojité se ménici pevné smeési jsou sodno—vapenaté
zivee (plagioklasy), majici stejnou krystalovou strukturu. V zasadé lze rozlisit mi-
neraly (a téz horniny jimi tvofené): bazické (zisadité) 1; acidni (kyselé) |. Postupné
se v nich snizuje obsah Mg, Fe, Ca; naopak roste obsah Si, Al, Na, K. Jiné rozdéleni

42 pyroxenoid
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2000- 11 |-7| [ |-6| [ |-§| 11 '-‘.“' 11 |-?| [ |-?'| [ |-.1| [ |0
] logo (total pressure, bar)
= Ebel, D.S.(2006) Condensation of rocky material in astrophysical environments.

1 900 =1 In Meteorites and the Early Solar System Il (D.Lauretta et al., eds) O

U.Arizona, Tucson. p.253-277,+ 4 plates. (after plate #1)

7| Calculated Stability Relations N4
1800 |in Systems of Solar Composition Q<°\

1 at Various Total Pressures ‘,‘\\j ‘4*‘(\2,‘

] (cordierite & sapphirine suppressed; O( (o) Qx :,Q“
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) ] o
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+ feldspar + orthopyroxene \(\«\o*\
A\
1200 + Cr-spinel x 2
Ca-pyroxene + feldspar + orthopyroxene x“‘“

+ metal + olivine + Cr-spinel

Obr. 69 — Fazovy diagram T'(P) (tj. transponovany P(T)) pro pevnou latku deponovanou,
kondenzovanou ¢i utuhlou pfi rtiznych tlacich. Pocatecni slozeni opét odpovida fotosfére. Kromé
minerali, resp. jejich skupin, zminovanych vyse, jsou zde uvedeny: skupina melilitu, tj. gehlenit
CagAlySiO7, akermanit CagMgSia Or; spinely, spinel MgAly Oy, chromit FeCraOy; oliviny, forsterit
Mg2SiOy, fayalit FeaSiO4; pyroxeny, enstatit MgaSiaOg, ferosilit FeaSiaOg; wollastonit CasSiaOg;
zivce, anortit CaAlsSizOsg, albit NaAlSizOg, ortoklas KAISi3Og. Pievzato z (http://research.-
amnh.org/~debel/vaporsl/vaporsl.html).

je na: mafické (bohaté na Mg, Fe) « felsické (tzn. na zivec, kiemen). Lisi se téz
tim, Ze jsou spiSe: tmavé < svétlé. A co je nejpodstatnéjsi: hustsi < Fidsi.*® Pii
asi 600 °C je vétsina taveniny pry¢. Zistal ziustatek (reziduum), zna¢né obohaceny
o nekompatibilni prvky, napt. K, prvky vzacnych* zemin (REE), P.

Co z toho plyne? Pokud byl na celé Zemi magmaticky ocedn (asi ano), byl v ném
samoziejmé profil teploty T'(r); klesajici. Magmaticky ocedn byva vzdy turbulent-
ni, vnitini energie U se v ném pfenasi proudénim.*> Mizeme si jej predstavit jako
,bubliny*, které jsou-li teplejsi, Tidsi nez okoli, stoupaji diky vztlaku . jako bald-
ny“ vzhiiru (a vice versa). Je-li rychlost v proudéni dost velkd, neprobihd vymeéna

43 oliviny 3,2 az 4,4gcm~3

44
4

, anortit 2,7, kfemen 2,6

nejsou vzacné chemicky, nybrz ztstavaji rozptylené a nesoustfeduji se v rudnich loziscich

5 je nepruhledny, pfenos zafenim neni mozny; neni pevny, prenos vedenim neni jediny mozny;
mimochodem dochazi k chemickému promichavani
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tepla s okolim. Pak ovSem T'(r) klesa adiabaticky, tzn. pomalu, nebot se pouze
pfizptsobuje okolnimu tlaku P(r).

Pak je ovSem otazka, kdy a kde zac¢ne krystalizovat do podoby pevného plasté?!
To zalezi na fazovém rozhrani v diagramu P(T'). Schematicky pro chemicky ¢istou
latku:

P~ _ - (stlacditelna k.)
/

pevné / kapalné

kde t oznacuje trojny bod, k kriticky bod. Sklon rozhrani je dén zminovanou
Clausiovou—Clapeyronovou rovnici:
P
dT  TAv’

(259)

kde jsme jen preznacili a prejmenovali [ = Ah mérné teplo tani, Av = A% je zména
mérného objemu pii fazovém prechodu (pe./k.).*¢ V piipadé smési se oviem musi
rozlisit: solidus, kde se smés stane celd pevna, likvidus, kdy se stane cela kapalné;
mezi nimi je parcidlné roztavend (tj. nas kyzeny ptipad).

Kdyz je T'(r) pozvolné klesajici, musi byt T'(P) pozvolné rostouci a P(T') strmé
rostouci. Na diagramu zpoc¢atku lezi cely profil v oblasti kapalné (jde o ocedn).
Pomalu se sune vlevo, nebot T celkové klesd (viz proudéni a zafivé ztréty z at-
mosféry). Prisecik s (pozvolnéjsim) likvidem bude evidentné nahote, tzn. v misté,
kde je vysoké P — plast tudiz zacdind krystalizovat zespodu! Samo sebou tim dole
vzniknou mineraly, jejichz hustota je jednak prizpiisobena okoli a jednak se jesté
zvysi pii fazovém prechodu (Av > 0; ale pro k./pe. je to opaéng). Ostatné kdyby
nebyla, vztlak by je okamzité tlacil nahoru.

Kde se pak bere vulkanismus? Je-li dnes cely plast pevny, musime vysvétlit opé-
tovny vznik magmatu. Predevsim, i v pevném plasti dochazi k proudéni! Avsak
lv| je mizivé. Magma pak vzniké: (i) adiabatickou dekompresi hornin pfi vystupu;
(ii) ohfevem nad vystupnymi proudy (horkou skvrnou); (iii) sniZenim solidu zmé-
nou chemického slozeni v subdukénich zénéch (zejm. vodou, a to o mnoho 100°C);
(iv) kompresi v konvergentnich zéndch mezi kontinentalnimi litosférickymi deska-
mi.*” Magmata tak vznikld se oviem lisi, mohou byt nejen bazicka stejné jako

46 nejednd se o vodu, kterd je anomalni (Av < 0) a jejiz sklon je opa¢ny

474 kdyz zde se magmatismus Casto neprojevuje vulkanismem na povrchu
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ocednska ktra, ale mit intermedialni ¢i acidni slozeni jako kontinentalni kiira nebo
mit zvysSeny obsah tékavych latek apod. Potom Bowenovo schéma neplati.

[95]
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10 Kosmologie homogenniho
izotropniho vesmiru

Pokud bychom nékdy chteli aplikovat hydrodynamiku na nejvétsi méritka, konkrét-
né cely vesmir, museli bychom predevs$im porozumét pozadi, na némz déje probihaji.
Proto bylo zafezeno nésledujici intermezzo, piihodné doplnéné preludiem B.

10.1 Kosmologicky princip

Zakladnim vychodiskem pro nas nejjednodussi model vesmiru je pozorovani, ze
na velkych meéritkach je vesmir izotropni. Ve vsech smérech vidime naptiklad témér
stejné mnozstvi galaxii (viz obr. 70) nebo kosmické mikrovlnné pozadi ma na sméru
témér nezavislou intenzitu.

Tato pozorovana izotropie a kopernikovsky princip, to jest vira, Ze nejsme na
nijak vyznaéném misté vesmiru, znamenaji, Ze vesmir je homogenni (vSude stejny).

Na druhou stranu musime zminit Kepleruv—Olbersuv paradoz. Pokud by vesmir
byl nekoneény a zaroven vécény, hvézdy v ném rozmisténé s koncentraci n a se
zarivym vykonu L, by produkovaly celkové

oo L o0
/ o ndnridr = Ln/ dr =0, (260)
0 0

ale v noci je tma. Znamena to tedy, ze vesmir mél néjaky pocatek a neni staticky.

§ 2dF Galaxy Redshift Survey orp

12"

W0

g
v

Obr. 70 — Velkoskalova struktura vesmiru pozorované piehlidkou 2dF.

10.2 Einsteinovy rovnice pole

Abychom vystihli vSechny podstatné vlastnosti vesmiru, musime pracovat se za-
kfivenym c¢tyfrozmérnym casoprostorem. Jde vlastné o zobecnéni obvyklého tii-
rozmérného Euklidova prostoru, v némz vzdalenosti mezi body méfime jednoduse
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10 Kosmologie homogenniho izotropniho vesmiru

pomoci Pythagorovy véty ds? = (dz')? + (da?)? + (dz®)?. Infinetezimalni vzda-
lenost mezi udalostmi (,,body*“) v ¢asoprostoru je popisovana obdobné metrickym
tenzorem g;j:

ds? = gipda'da® = goo(da®)? + gordada’ + ...,

pricemz pfes opakujici se indexy ¢ a k = 0...3 podle sumac¢niho pravidla sc¢itame.
Indexy ponechme arabské, i kdyz jde o ¢tyTi rozméry, a vynechme j, protoze ne-
m4 obdobu v fecké abecedé (..t ..). Casoprostor je varieta, ¢ili je lokdiné plochy,
obdobné jako povrch Zemékoule vidény zblizka. Pro uplné plochy (Minkowského)
Casoprostor by matice g;; byla jednoducha:

-2 0 0 0
_ 0 1 0 0
Jir="E=1"909 0 1 0]
0 0 0 1
ale v obecném piipadsé je g;x(t, z, y, z) zde jiné nez g;x(¢', ', v/, 2’) jinde. — po-

tiebovali bychom zjistit 4 x 4 = 16 funkei ¢asu a soufadnic (respektive jen 10, kvili
symetril gix = gri)-

Pravé k tomu slouzi Einsteinovy rovnice (EFE), které popisuji vztah mezi kii-
vosti Casoprostoru (metrikou g;;) a ,obsahem* vesmiru, neboli tenzorem energie
a hybnosti T;x, ktery je zdrojem gravitace:

1 8nG

Ry — iRgik + Agix = o Ti . (261)

Prestoze tyto rovnice vypadaji ,hrozivé“, hned v nasledujici kapitole je velmi zjed-

nodusime, protoZe nas vesmir je pfece homogenni a izotropni (v g;r nejsou funkce
prostorovych soufadnic ani vyznacné sméry).

Ricciho tenzor R;; a Ricciho skalar R jsou prvni a druhé parcialni derivace metriky podle
soufadnic: _

R=g"%Ry,,
R, = Rlilk )
pricemz Riemanntv tenzor:

ore, .~ or,.,

Ox! ox™m

Ry = Ra A AL AL S

a Christoffelovy symboly:

rio— lgim <3gmk Ogm1 3gkl>
kL™ Ozt ozk  oxm )’

A oznacduje kosmologickou konstantu (éislo), G gravitaéni konstantu, ¢ rychlost svétla ve vakuu.
Slozkami T3, mohou byt obecné opét funkce ¢asu, soufadnic nebo rychlosti, nicméné pro idealni
kapalinu s hustotou p a tlakem p plati (v lokalni inercidlni soustavé):

p 0 0 0

0 p/ci2 0 0

0 0 p/c2 0

0 0 0 p/c?

T =
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Metrika FLRW 10.3

Z matematického hlediska jde o soustavu 10 (nezavislych) nelinearnich parcidlnich diferencidlnich
rovnic. Neni FeSitelna analyticky, az na nékolik specialnich pfipad.

10.3 Metrika FLRW

Pri hledani homogenni metriky si polozme otazku: lze popsat kfivost jednim ¢is-
lem? Vezméme jako priklad povrch koule o poloméru R, na niz vyznacime kruznici
o poloméru r. Na rovné plose bychom ocekavali obvod 0ggekavany = 277, ale zde
bychom namérili:

. LT r 1 /7r\3
Ozméteny = 2R sin? = 2nRsin B 2nR 73 (E) +....
Kiivost je pak definovdna pomoci téchto obvodu jako:
K= § lim Oogekavany ;Ozméfeny 7 (262)
T r—0 r

coz pro vyse uvedenou kouli dava:

1

Kkoule = ﬁ .

Nyni prejdéme k méfeni vzdalenosti. Ve dvourozmérné euklidovské geometrii
a v polarnich soufadnicich bychom méli prosté (ds)? = (dr)? + (rd¢)?. Avsak na
kulové plose je (viz obr. 71):

(ds)* = (RAY)? + (rdo)?,

kde
dr dr dr

dr
Rd'l9 B = > = = .
cos v _\/131{T2 \/1 _ ;%_22‘ V1— Kr2

Zobecnéni na tFirozmérny prostor provedeme zaménou rd¢ za rdf a rsin 6 de.

Obr. 71 — Geometrie na plose a na kouli. Pfevzato z [105]
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10 Kosmologie homogenniho izotropniho vesmiru

Nyni jsme teoreticky pfipraveni napsat obecnou metriku pro zakfiveny caso-
prostor:
dr?

d2:—2dt2 t27
s c + a(t) T &2

+7r2(d6? + sin®0 dp?) | | (263)
kterd se nazyva Fridmannova-Lemaitrova—Robertsonova—Walkerova, neboli zkra-
cené FLRW. Kromé (zatim nezndmé) kiivosti K jsme do ni doplnili i (zatim nezné-
mou) funkei ¢asu a(t), zvanou expanzni parametr, jez umozni popisovat rozpinini
nebo smr§tovani vesmiru. Pochopitelné v metrice nejsou zaddné funkce prostorovych
soufadnic, protoze nas vesmir je vSude stejny. V maticovém zapisu je:

— (0)2 0 0
0o AU 0 0
h = T-Kr? 264
Jik 0 0 a(t)’r? 0 (264)
0 0 0 a(t)?r? sin®6

Expanzni parametr 1ze libovolné skalovat, nicméné pro prehlednost se voli ob-
vykle a(tp) = 1 dnes, pak K je kiivost, anebo K = —1,0 nebo +1, pak a(t) je
kfivost.

10.4 Fridmannovy rovnice

Dosazenim FLRW metriky (264) do Einsteinovych rovnic (412) ziskdme rovnice
pro expanzni parametr a(t) a kiivost K. Namisto ruéniho vypoctu pouzijeme alge-
braicky manipulédtor Reduce (mat () deklaruje matici a df () provadi derivaci funkce
podle parametru):

%% oznaceni souradnic (x70,x"1,x72,x"3) <=> (t,r,theta,phi)
matrix coords(1,4);
coords := mat((t,r,theta,phi));

procedure x(i); coords(1l,i+1); % matice se indexuji od 1, nikoli od 0!

%% FLRW metrika g_ik

a(t); Y; % obecna fce t
g := mat(
(=c"2, 0 » 0 » 0 ),
¢ 0, (a(t))"2/(1-K*xr"2), 0 , 0 ),
( 0,0 , (a(v)) 2 r°2, ),
( 0,0 , 0 , (a(t))"2 r~2 sin(theta)"2)
)
g_ := 1/g; % kontravariantni metrika g~ik <=> inverzni matice

%% Christoffelovy symboly

procedure Christoffel(i,k,1); begin
scalar Ch;
Ch:=0;
for m := 0:3 do begin % opet indexace g_ik, g~ik od 1
Ch:=Ch + 1/2 * g_(i+1,m+1) *

162



Fridmannovy rovnice 10.4

( df (g(m+1,k+1), x(1)) + df(g(m+1,1+1), x(k)) - df(g(k+1,1+1), x(m)) )
end;
return trigsimp(Ch); % zjednodusi goniometricke fce
end;

for i := 0:
for k := do begin
for 1 := 0:3 do begin
Gamma(i,k,1) := Christoffel(i,k,1l); % ulozeni do pole setri CPU time
if (Gamma(i,k,1) neq 0) then begin
write "Gamma~",i,"_",k,1," = ", Gamma(i,k,1);
end;
end;
end;
end;

3 do begin
0:3

%% Riemannuv tenzor

procedure Riemann(i,k,l,m); begin
scalar Ri,n;
Ri := df(Gamma(i,k,m), x(1)) - df(Gamma(i,k,1), x(m));
for n := 0:3 do begin
Ri:=Ri + Gamma(i,n,1l)*Gamma(n,k,m) - Gamma(i,n,m)*Gamma(n,k,1l);
end;
return trigsimp(Ri);
end;

begin

for i := 0:3 do
= 0:3 do begin
=0:3

for k :
for 1 : do begin
for m := 0:3 do begin
Ri := Riemann(i,k,1,m);
if (Ri neq 0) then begin
write "R°",i,"_",k,1,m," = ",Ri;
end;
end;
end;
end;
end;

%% Ricciho tenzor

procedure Ricci(i,k); begin
scalar Rc,1;
Rc:=0;
for 1 := 0:3 do begin

Rc:=Rc + Riemann(1,i,1,k);

end;
return trigsimp(Rc);

end;

matrix R_ik(4,4);

for i := 0:3 do begin
for k := 0:3 do begin
R_ik(i+1,k+1) := Ricci(i,k);
write "R_",i,k," = ", R_ik(i+1,k+1);
end;
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10 Kosmologie homogenniho izotropniho vesmiru

end;
%% Ricciho skalar

procedure R(); begin
scalar R,i,k;

R:=0;
for i := 0:3 do begin
for k := 0:3 do begin
R:=R + g_(i+1,k+1) * R_ik(i+1,k+1);
end;
end;
return trigsimp(R);
end;
write "R = ", RQ);

%% tenzor energie a hybnosti T"i_k pro tekutinu

T__ik := mat(

( rho*c~2, 0, 0, 0),

( O’ p’ 0’ O)’
( 0, 0, p, 0),
( 0, 0, 0, p)
)s
T_ik := g * T__ik; % kovariantni T_ik

%% Einsteinovy rce pole

write "EFE: ", R_ik - 1/2 * R() * g - Lambda_ * g, " = ", (8*pik*capG/c~4) * T_ik;
bye;

Vysledna slozka 00 Einsteinovych rovnic se nazyva Fridmannova rovnice:

=P

G Ac?

8 C
2+ K= —— —)a?. 265
a”+ Kc 3 p+8nG a (265)

4nG D Ac?

.. .9 2 2
+ + K¢ = ——— +3= 4+ — .
a-+a c 3 <p 2 ) a

Za predpokladu platnosti rovnice kontinuity:

1ze odvodit i jiny uzivany tvar Fridmannovy rovnice (265); nejprve ji nadsobime a:

8nG
a?a+ Kc?a = T[Tpag,
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Fridmannovy rovnice 10.4

pak derivujeme podle casu:

d 3

—éL2 + 87[Gpa2 _E% (dat )

3 ,_/?

2aia + a2a+ K a = —&;JG Lg‘: )

odkud ihned plyne rovnice pro zrychleni:

Abychom mohli vypocitat konkrétni priubéh a(t), potazmo p(t), musime znat
jesté stavové rouvnice, respektive zavislosti p(a) pro rtizné substance, coz shrnuje
nasledujici tabulka:

latka (prach): Pm =0 Pm = Pmoa”> (266)
zareni, neutrina: Prel = %prelcz Prel = Prelo a™? (267)
A (temné energie): pA = —pac? PA = pao = konst. (268)

Latka (at uz ve formé hvézd/galaxii nebo jako temnd latka) je strhévana rozpi-
najicim se prostorem a jeji hustota piirozené klesa jako 1/a3. Pro fotony se vsak
kromé poklesu jejich koncentrace uplatnuje jesté prodluzovani vinové délky, které
ovliviiuje energii podle vztahu E = hc/), takze vysledna timéra je 1/a*. Hustota od-
povidajici kosmologické konstanté naopak ztstava konstantni; pokud ji pfevedeme
na pravou stranu EFE hovotfime téz o temné energii. Mimochodem je evidentni, ze
v kosmologii neplati zdkon zachovani energie. Nejenze by integral ptes cely prostor
divergoval, ale ani celkova hustota energie neni konstatni.

Pro popis rozpinani se kromé expanzniho parametru a(t) pouziva také Hubbliv
parametr:

Hit)y=2. (269)
a
Pro dnesek (z blizkych objekttl) je zméfena hodnota Hy = 71km - s~? - Mpec1,

coz ,numerologicky“ zhruba odpovida rychlosti vzdalovani Mésice od Zemé. Dale
zavedeme deceleracni parametr:

) =—— (270)

pro posouzeni toho, kdy se rozpinani zpomaluje (¢ > 0) a kdy zrychluje (¢ < 0).
Méritelnou veli¢inou je rudy posuv (angl. redshift), jeho definice a vztah k a(t) je:

= Adnes pozorované — )\emitované 7 14 2= @ ) (271)
a

)\emitované
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10 Kosmologie homogenniho izotropniho vesmiru

7 dtvodi, které budou ziejmé zahy, zavedeme kritickou hustotu jako:

3H?

L= 272
pe= o= (272)

Pro vypocetni ucely Fridmannovu rovnici (265) upravime s vyuzitim stavovych
rovnic:

_ 13
~ pco
8nG
) T
W+ K* = —— (p—? + prle +pAo) a?,
3 a a
definujeme bezrozmérné velic¢iny €2 jako:
=2
pe’
pak
Q Q
a>+ K = H? (mo + =0 4 QAoaQ)
a a

a ¢len K c? vylou¢ime pomoci téze rovnice, ale napsané pro ¢as t = to, kdy je ag = 1,
d() = Hga() = HOI
HE + Kc* = HF (Qmo + Qeeto + Qa0) 5
cili:
.92 2 QmO QrelO 2
a* = H§ — Tt Qroa” +1 = Qmo — Lreto — a0 | (273)

coz je obyc¢ejnd diferencialni rovnice 1. fadu pro a(t), kterou miizeme snadno Tesit
numericky (viz podstatnou ¢ast kédu programu fridmann ve Fortranu 77):

c pocatecni podminky

t = 0.d0
a=a.0
tout = t

¢ hlavni cyklus
do while ((t.lt.tstop).and.(a.gt.0d0))

c stavove rovnice pro latku (prach), zareni a vakuum => skalovani hustot
Omega_m = Omega_m0 / a
Omega_rel = Omega_relQ / a**2
Omega_lambda = Omega_lambdaO * a**2

¢ rudy posuv
z =a0/a - 1.d0

c standardni vystup
if (t.ge.tout) then
write(*,*) (t_O+sign#*t)/Gyr, a, z, Omega_m, Omega_rel,
Omega_lambda
tout = t + dtout
endif

166



Kosmologické parametry 10.5

¢ Fridmannova rovnice
da_dt = sqrt(H_O**2 * (Omega_m + Omega_rel + Omega_lambda
+ 1.d0 - Omega_mO - Omega_relO - Omega_lambdaO))

c Jjednoduchy Euleruv integrator
a = a + da_dtxdt*sign
t =t +dt

enddo
Nékteré hypotetické vesmiry pochopime i bez programu:

1. pro prdzdny vesmir (Tj; = 0, bez A) vychazi a*> = 0, a = konst., H = 0, K = 0,
¢ili je v ném staticky Minkowského plochy ¢asoprostor (g, = 1)

2. de Sitterdv vesmir (Tj;, = 0, pouze A > 0) se vyznacuje exponencidlnim rozpi-
nanim a(t) o exp xt.

3. pro prach a plyn existuje kritickd hustota p. (viz (272)); je-li
p = p. = K =0, tzn. vesmir je plochy;
p > pc. = K >0, je uzavieny, mé kulovou geometrii;
p < p. = K <0, je otevieny, geometrie je hyperbolicka.
Pro podkriticky latkou vyplnény vesmir plati tméra a o< t2/3.

4. vesmir vyplnény zdrenim se rozpiné jako a o< t1/2

5. nas pozorovany vesmir ma pocateéni podminky (v Case t = tg) pfiblizné Q¢ =
0,27, Qrelo = 8,24-107°, Qp9 = 0,73. Na obr. 72 a 73 vidime jeho vyvoj spocteny
vyse uvedenym programem. Mtzeme z néj odecist okamzik Velkého tresku tgp =
—13,7 Gyr, kdy je a = 0, zacatek zrychlovani v ¢ase t = —6,7 Gyr, nebo trvani
éry zéfeni (prel > pm) asi 55000 roki od Velkého tiesku

V dalsi kapitole vysvétlime, z ¢eho se odvozuji vyse uvedené hodnoty €.

10.5 Kosmologické parametry

Parametry naseho vesmiru jsou omezené predevsim tfemi pozorovanimi: i) méfenim
fluktuaci kosmického mikrovlnného zareni (CMB); ii) fotometrii a spektroskopii
supernov typu la; iii) velkoskdlovymi strukturami v rozlozeni galaxii (baryonovymi
akustickymi oscilacemi, BAO); piipadné iv) méfenimi polarizace (viz kap. 11).

7 mérené intenzity kosmického mikrovinného zareni se vypocitava prostorové
spektrum fluktuaci (pficemz se odecte dipdlni slozka a ruseni Mléénou drahou)
a ta se fituje kosmologickymi modely (viz obr. 74). Neni to jednoduchy homogenni
model, to bychom pochopitelné nedostali zadné fluktuace CMB.*®

Twvar prostorového spektra se vysvétluje akustickymi oscilacemsi v plazmatu tvo-
feném baryony a fotony. Nejvétsi amplituda okolo ¢ ~ 200, c¢emuz odpovida thel

48 Toto zafeni vzniklo asi 380 000 rokd po Velkém tresku, kdyz doslo k rekombinaci, ¢ili zafeni se
oddélilo od latky a vesmir se stal prihledny. Jedna se vlastné o nejvzdalenéjsi objekt, ktery mizeme
pozorovat. Pozor, neni mozné tvrdit, ze vzdalenost CMB je 13,7 Gly! V okamziku, kdy doslo k emisi
fotoni, byl zdroj od néas (budouci Zemé) vzdélen jen 40 Mly. Toto zafeni pak cestovalo 13,7 Gyr
skrz rozpinajici se prostor, takze souhybnd vzdalenost nékdejsiho zdroje (dnes néjaké galaxie) od
soucasné Zemé je 48,5 Gly.
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10 Kosmologie homogenniho izotropniho vesmiru
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Obr. 72 — Vyvoj expanzniho parametru a(t) pro rtizné hodnoty Qmo, Q2a0, Qrelo- Hodnota
Hubblova parametru je ve viech pfipadech Hg = 70,9km -s~! - Mpc~!
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Obr. 73 — Casové zavislosti relativnich hustot Q' = —£- pro nas pozorovany vesmir. Rozlisujeme

pritom prispévky od kosmologické konstanty, temné Tgtky + baryonti a od zareni. Na detailu
vpravo je patrné obdobi od Velkého tresku do 1 Myr.
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Kosmologické parametry 10.5

na obloze ¢ = 180°/¢ ~ 1°, se proto nazyva akusticky vrchol. Dalsimi jevy, které
fotony CMB ovliviiuji, jsou difuzni tlumeni (téZ Silkovo; jde o vyrovnavani fluktua-
ci hustoty fotony béhem rekombinace), Sunyaevﬁvael’doviéﬁv jev (tj. zména tvaru
spektra CMB rozptylem na energetickych elektronech), Sachstiv—Wolfuv jev (gra-
vitaéni rudy nebo modry posuv fotonit CMB).

Luminozitni vzdalenosti supernov Ia jsou urcované nezavisle pomoci cefeid ne-
bo Tullyho-Fisherovym vztahem a porovnavaji se s rudym posuvem matetrskych
galaxii (viz obr. 75).49

Luminozitni vzdalenost dj, je definovana jako:

L
2

di ==, (274)
kde L oznacuje luminozitu zdroje a ® méreny tok. Predpokladejme, ze zdroj je v pocatku souhybné
soufadnicové soustavy a emituje fotony do sféry o poloméru r. Plocha sféry je 4n [a(t)r]2 (i kdyz
a(t)r neni polomér pti K # 0).

Tok je vSak kromé obvyklého zdkona Ctverci ovlivnén dalsimi dvéma jevy: i) fotony maji
kvuli expanzi mensi energii £ = %, A o< a(t); ii) fotony kvili dilataci ¢asu prichézeji s vétsimi
»prestavkami“. Oba se projevi faktorem 1/(1 + z):

L1 1
S A2 14z1+42z2]

coz po dosazeni do (274) déva vztah:
dr, =r(1+2). (275)

Souhybné soufadnice r 1ze (bez dukazu) vypocitat jako:

r(z) = Hios(z), (276)
kde funkce:
S(z)=1(z) proQo=1,
= ﬁsin [I(zh/ﬁ} pro Qo > 1,
= ﬁ sinh |:I(z) M} pro Qo <1, (277)
a integral:
z ’
I(z) = Hy /0 ;(ZZ 5 (278)

ktery lze pocitat numericky z vystupu programu fridman.

49 K extinkei zafeni dochazi zejména v hostitelské galaxii, nikoli v mezigalaktickém prostoru, proto
jsou ruzné vzdalené supernovy zeslabeny stejné. Ostatné se nepozoruje ani vyrazné zéervenani
spekter vzdalenych supernov.
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10 Kosmologie homogenniho izotropniho vesmiru
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Obr. 74 — Vlevo fluktuace intenzity mikrovlnného zafeni znazornéné barevnou skalou na mapé
oblohy. Vpravo odpovidajici prostorové spektrum, ¢ili zavislost amplitudy na prostorové frekvenci
(multipélovém momentu ¢). Nejvétsi amplitudu vykazuji fluktuace s thlovym rozmérem okolo 1°.
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Obr. 75 — Vztah mezi modulem vzdéalenosti a rudym posuvem pro velky vzorek supernov typu Ia.
Pievzato z [108].

Parametry vesmiru a jejich nejistoty odvozené z dat WMAP, SN Ia a SDSS
(Spergel aj. 2006) jsou uvedeny v tab. 7.

V soucasnosti je kritickd hustota rovna p.y = zfé =10"2kg-m~3 ~ 6 protont -
m~3, ale nejsou to protony! Vétsinu obsahu vesmiru tvoii kosmologické konstan-
ta alias temnd energie, zbytek temnd ldtka a ,zanedbatelnou“ mensinu (4 %) ba-
ryony. O leptonech, fotonech nebo neutrinech ani nemluvé. Na titulnim obrazku
vidime, jak dilezité je pozorovani riznymi metodami, protoze kazda ma jiné nejis-
toty, pficemz vyse uvedené presné hodnoty 2 jsou v jejich pruseciku.

Pozorujeme tedy 2 = Qp 4+ Qcpm + Qbaryonﬁ + (nepatrné prispévky e, v, v)
(1,00 £ 0,04), ¢ili plochy vesmir je v souladu s pozorovanim. Uvédomme si ale, Ze
v principu nelze nikdy prokézat presnou plochost!

Poznamenejme, ze A piispiva svou hustotou ke zpomalovani rozpinani (a vyrov-
navé jeho kiivost na nulu), ale zaroven svym zapornym tlakem rozpinani zrychluje.
Existuji samoziejmé i jiné hypotézy, hovori se naptiklad o kvintesenci, ktera ma
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H, = 70,9:2),:3 km-s~! - Mpc™' Hubbleiv parametr

£0 = O,94fgzgg 10726 kg - m~3 kriticka hustota

Q = 0,0444f8:88§§ hustota baryonti

QoMb = 0,266fgzgig hustota temné latky + baryont
Qa = 0,732f8:83(5) hustota temné energie

Zion = 10,51‘3:8 rudy posuv reionizace

T = 0,079f8:8§g opticka hloubka reionizace

to = 13,73f8ﬁ§ Gyr stari vesmiru

Tab. 7 — Parametry vesmiru a jejich nejistoty odvozené z dat WMAP, SN Ia a SDSS (Spergel
aj. 2006).

Supernova Cosmology Project
Suzuki, et al., Ap.J. (2011)

No Big'!
4IBang

Union2.1 SN la
Compilation

Qp

Qn

Obr. 76 — Chybové ,elipsy“ pro parametry Qmo a Qa9 vypoctené z méfeni kosmického mikro-
vlnného pozadi (CMB), ze supernov Ia (SNe) a ze struktur baryonické latky (BAO). Dilezity je
prusecéik vyplyvajici ze vSech méfeni, ktery je vyznacen Sedé. Pievzato z [108].

odlisnou stavovou rovnici, proménnou v ¢ase. Parametry kosmologického modelu
by se pak do jisté miry zménily.
10.6 Teplota zateni

. 7 ® 7’ 7~ 7. z v v w7 v 4 z
Spektrum kosmického pozadového zareni je planckovské, coz svédci o tom, ze zareni
je (bylo) v termodynamické rovnovéaze. Za rovnovazného stavu mame ovsem podle
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10 Kosmologie homogenniho izotropniho vesmiru

Stefanova—Boltzmannova zakona hustotu energie zareni rovnu:
u=—T%. (279)

Pro zafeni zaroven plati kosmologické skalovani pre = prelo a4, tudiz:

O a0 44

—4
= —Tda
4c 4¢7 0 ’

odkud snadno vyjadiime zavislost teploty na expanznim parametru:
Tt)=—. (280)

Dosadime-li pozorovanou hodnotu Ty = 2,7 K, mtizeme odhadovat teplotu zafeni
v minulosti (viz obr. 77). V éfe zareni (i pfed rekombinaci) navic 1ze pfedpokladat,
ze i latka byla v rovnovaze se zafenim, ¢ili méla stejnou teplotu.

Zasadnim poznatkem je, Ze nukleosyntéza ve hvézdach neni schopna vysvétlit
pozorovany velky obsah helia ve vesiru (Y =~ 0,25), vzhledem k relativné malému
obsahu uhliku nebo kysliku (Z ~ 0,02). Syntéza helia ptitom vyZzaduje teploty fado-
vé T ~ 10° K, aby mohla byt pfekonana coulombicka bariéra (s pomoci tunelového
jevu).

Budeme-li tedy predpokladat, ze ,nadbytecné“ helium byl syntetizovano v hor-
kém raném vesmiru, v tu dobu muselo byt a(t) = %ao ~ 3 .10~ Z pritbéhu
a(t) pak vyplyva, ze nukleosyntéza musela probihat v prvnich minutdch po Velkém
tresku, ale ne dfive, protoze by dochézelo k fotodisintegraci jader.

Atomy vznikly az mnohem pozdé&ji, kdyz teplota zafeni a odpovidajici energie
fotond byla nizsi nez ioniza¢ni energie atomti. Vypocet mizeme provést pomoci

Sahovy rovnice:
3
X2 2mmekT 2 X
o= e A 281
1-x" ( h2 ) eXp( kT) (281)

kde X = %= oznacuje ioniza¢ni stupeti, n, koncentraci elektronti (odvozenou z py, =
Pbo @~ 3), me hmotnost elektronu, k& Boltzmannovu konstantu, A Planckovu kon-
stantu a y ioniza¢ni energii atomu. Obdobi, kdy probihala rekombinace, vychazi
piiblizné od 210 000 rokt (X = 0,99) do 420 000 rokt (X = 10~2) po Velkém tiesku.

vvvvv

protoze dochézi k fazovym prechodtim (napf. anihilaci pari, oddéleni neutrin) nebo
je rychlost expanze tak velka, ze procesy probihaji nerovnovazné.
10.7 Co je zdrojem temné latky?

Pro existenci temné latky svédci pozorovani nezavisla na jakychkoli kosmologickych
modelech. Jde zejména o nekeplerovskou rotaci vnéjsich ¢asti galaxii (ploché rotaéni
kiivka v(r)), zptsobenou halem nesvitici latky.
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Obr. 77 — Teplota zareni v zavislosti na ¢ase a stupen ionizace vypocteny dle Sahovy rovnice.
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Obr. 78 — Schematické zndzornéni jadernych reakci, které se uplatiiovaly béhem nukleosyntézy
po Velkém tiesku. Pfevzato z [106].

Oblaka horkého mezigalaktického plynu zaficiho v rentgenovém oboru, kterd
se pozoruji v kupach galaxii, se vyznacuji velkou rychlosti emitujicich ¢astic, jez
pfesahuje rychlost tinikovou (poéitanou ze svitici latky). Protoze plyn navzdory
tomu pozorujeme, musi byt kupy celkové asi 10 krat hmotnéjsi nez svitici latka.

Temnou latkou nemohou byt stelarni cerné diry, ty byly vyvraceny negativnim
pozorovanim gravitacnich ¢ocek ve Velkém Magellanové mracnu.

Temna latka musi byt nebaryonickd, protoze jinak by nukleosyntéza po Velkém
tfesku probéhla odlisné, byla by prekonana beryliovd bariéra a vzniklo by mno-
ho primordialniho Zeleza (viz obr. 78). Nesmi ani interagovat elektromagneticky,
protoze by se prozradila néjakym zafenim.

Proto se uvazuje o hmotnych neutralnich elementarnich ¢asticich interagujicich
pouze slabé a gravitaéné. Mimo jiné byly navrhovany axiony nebo neutralina (su-
perpartnefi neutrin v supersymetrickych teoriich), nicméné zatim neexistuje expe-
rimentalni potvrzeni téchto hypotéz.
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10 Kosmologie homogenniho izotropniho vesmiru

10.8 Co je zdrojem temné energie?

Nejjednodussim vysvétlenim by mohlo byt, ze v Einsteinovych rovnicich prosté musi
byt uvedena kosmologickd konstanta A, nicméné neni uspokojivé, kdyz nemame
teorii vysvétlujici jeji velikost.

Prirozenym vysvétlenim by byla energie vakua, na nez v kvantové mechanice
nahlizime jako na prostor plny virtualnich ¢astic. Problém je, ze z kvantové teorie
vychazi o 120 fadi vétsi hodnota nez pozorovand pp! Tézko pak takové interpretaci
Verit.

Me¢jme jednu virtualni ¢astici o hmotnosti m =~ % v boxu o rozméru L ~ Az. Jeji zivotni
doba plyne z Heisenbergova principu neurcitosti:
h h
At~ — ~ —— |
AE — mc?

Protoze nejistota hybnosti Ap > 0 i hybnost p > 0, musi minimalni hodnota hybnosti byt fadu
Pmin =~ Ap. Z principu neurcitosti vime zéaroven, ze:

Ap ~ —
p AI ’
takze rychlost Castice vyjadiime jako:
Pmin h
v ~ —
m mL

Nejvétsi vzdalenost, kterou ¢astice muze proletét, aby nevyletéla z boxu, je L = vAt. Po dosazeni:

h h h? h
L=— , L= ——, L~—.
mL mc? m?2c2 me

Abychom vytvorili par virtudlnich éastic, musi hustota energie vakua byt:

2mc? 2mAcd
~

L3 —  h3

Uvac =

Nejvétsi hmotnost, ktera prichézi v ivahu, je Planckova hmotnost:

h
mp:wé:mwcev,

2m§c5 207

e T T @eh T

Piesnéjsi teorie dava uyac =~ 10111 J . m—3. To je v piikrém rozporu s méfenou hodnotou:

odkud plyne:

up = pA02 = chAc2 =6,22 - 107107 . m3.

Nelze vylouc¢it moznost, ze ve vesmiru existuje néjaké dalsi skalarni pole, jako je
zminovana kvintesence.
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11 Prvni hvézdy

V prvni vété musime priznat, Ze v nasledujicim textu jde o hvézdy hypotetické.
Pry byly prvni ve vesmiru (oznacuji se jako populace III). Pry mély nulovy obsah
prvki tézsich nez lithium (metalicita Z — 0). Pry proto mély horsi ochlazovani.?°
Pry vznikly jako velmi hmotné, M = 60 az 300 M. A pry vSechny davno zanik-
ly jako supernovy, konkrétné jako parové nestabilni. Zatim vSak nebyly (piimo)
pozorovany.

Nez pristoupime k teoretickému studiu téchto hvézd, musime si udélat poradek
ve hvézdnych populacich, procez jsme ptipravili karticku—tahak:

Pop I Pop II Pop III
> stari
< metalicita
<——mmmmm o moment hybnosti
——————————————— > disperze rychlosti
disk vydut samy misto
halo
oteviené kulové Zadné  hvézdokupy
obihani kmitani pohyb

Vidime, Ze Pop I je nejmladsi, kdezto Pop III nejstarsi. Metalicita roste od
Pop III k Pop 15! Hvézdy Pop I se nachazeji pievézné v galaktickém disku nebo
ve hvézdokupéach otevienych, kdezto Pop II ve vyduti, halu nebo hvézdokupach
kulovych. Moment hybnosti celé skupiny hvézd je podstatné vétsi pro Pop I nez
Pop II. U disperze rychlosti je tomu naopak. Tomu piesné odpovidd pievazujici
pohyb, coz je pro Pop I obihani kolem stfedu, kdezto pro Pop II kmitani pres stied.
Pro Pop IIT o tom nemd smysl mluvit, nebot jsou tyto hvézdy vesmés osamocené.

11.1 Zpusob pozorovani

Nejslibnéjsim zptsobem jak nalézt hvézdy populace III je pozorovéni v éarfe Lyman-
a, kterd ma nomindlni vlnovou délku A = 121nm (v FUV). Zaroven vsak takovy
zdroj musi vykazovat velky rudy posuv, pfinejmensim z = 6 az 7, coz odpovida

50 74 pozornost stoji, Ze na ohrivani hvézd prakticky nezalezi. I kdyz se hovoii o tom, jak je du-
lezité znat zdroje energie hvézd, tak jejich nejzakladnéjsi vlastnosti, pocatec¢ni hmotnost, pozdéjsi
polomér, zafivy vykon, atd., jsou urcované ochlazovdnim, nikoli ohfivanim.

51 Podrobnéji se rozlisuje Pop III.1 se Z = 0 a izolovanymi hvézdami; Pop III1.2 také se Z = 0,
pouze vykazujici urcité ovlivnéni plynu hvézdami Pop III.1 a zpozdéni; Pop II ,hyper“ chudé
na kovy (HMP) se Z = 1076 a7 10~° a dalsim zpozdénim; Pop II ,ultra® chudé (UMP) se
Z =1075 az 10% a Pop II extrémné chudé (EMP) se Z = 1074 az 1073.

177



11 Prvni hvézdy

obdobi reionizace vesmiru.’? Pak je ale o¢ekavana pozorovana délka:
N = (14 2)\ =847 az 968 nm (v NIR).

Sobral aj. (2015) takto pomoci Subaru/Suprimecam nasli napiiklad galaxii ozna-
¢enou ,,CR7“ (Cosmos Redshift 7; obr. 79) silné emitujici v Ly,, se z = 6,604,
z&fivym vykonem P = 2,6 - 101 L, a linedrnim rozmérem D = 16 kpc.

Y YJHK 3.6 ym

Obr. 79 — Vzhled zdroje CR7 v ruznych filtrech, od B az k FIR (4,5 um). Emise je patrna
v uzkopasmovém filtru NB921. Prevzato ze Sobral aj. (2015).

Céra Ly, musi mit ovSem urcité charakteristiky! Pfedeviim musi byt emisni
a zka, mé-li vznikat ve stabilnich horkych atmosférdch hvézd populace III. Roz-
§ifeni je zde zptusobované pouze tlakem a rotaci. Spektroskopie pomoci VLT /X-
-shooter a Keck/Deimos (obr. 80) ukazala u zdroje CR7 rozsifeni Av = AX/A¢c =
= (266 4+ 15) km s, coz odpovid4 obvodové rychlosti norméalnich hvézd. Potvrzuje
to i pozorovani ¢ary Hell na A = 164 nm, majici Av = (130 4 30) kms~!.

12 CR7 VLT+Keck o
CR?7 VLI/X-SHOOTER 31
1.0 CR7 Keck/DEIMOS \
NB921 filter profile
% 0.8 --- Skylines
=
= 0.6
2
s 0.4
£ o
0.0
0.2¢
[ it 3 i e I

1200 1205 1210 1215 1220
Restframe Wavelength (&)

Obr. 80 — Spektrum zdroje CR7 pofizené spektrografy VLT /X-shooter a Keck/Deimos. Pfevzato
ze Sobral aj. (2015).

Jinak existuji dalsi t¥i obvyklé zdroje emise: aktivni galaktickd jadra (AGN);
Wolfovy-Rayetovy hvézdy (WR); ¢erna dira (BH), resp. akrecni disk okolo ni. Prvni
byl vyloucen, protoze by mél Av ~ 1000kms~! kvili rotaci disku; nepozoruje
se ani zadny rentgen, radio nebo metalické ¢ary. Druhy by dosahoval az Av ~

52 Vztah mezi z, expanznim parametrem a a ¢asem t lze nahlédnout v kap. 10.
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Simulace popisujici vznik 11.2

~ 3000kms~!, coz je termindlni rychlost hvézdného vétru; nepozoruji se ani zadné
profily P Cygni. Tieti by mél také Siroké ¢ary a zaroveil nizsi emise (asi 102 krét).
Nanestésti se takto podarilo vyloucit i samotné hvézdy populace III, protoze tok
v FIR na A > 3 um se zda pfilis maly (10 krat).

Celé spektrum (SED) je ovSem mozné vysvétlit kombinaci (obr. 81): Pop III
(vétsina zareni UV — NIR) + nebuldrni kontinuum + metalické hvézdy (se Z =
= 0,2 Z5) + mezigalaktické prostiedi (IGM) + extinkce (tj. prach). Pomoci pozo-
rovani HST/WFC3 se dokonce podafilo rozlisit zdroj na 3 (A, B, C; obr. na titulni
strané), pficemz Ly, emituje jen A. V Zaddném piipadé se ale nejednd o piimé
pozorovani jednotlivych hvézd.

1

i - ’ ® CR7=A+B+C ' 1
r | P A B+Conly (HST) |
»
0.5 ﬁ ( —
[ \ ]

1og(F,) [wiy]

enriched

Poplll
P

clumps B+C

ol e e by . |
0 1 2 3 4 5

wavelength [um]

Obr. 81 — Absolutni spektrum CR7 a jeho modelovani pomoci nékolika populaci. Prevzato
ze Sobral aj. (2015).

Obr. 82 — Snimek CR7 pomoci HST, s rozliSenymi komponentami A, B, C. Pfevzato ze Sobral
aj. (2015).
11.2 Simulace popisujici vznik

Vznik jednotlivych prvnich hvézd mtizeme ovsem studovat pomoci hydrodynamic-
kych rovnic a jejich numerického feseni (Abel aj. 2002). Nejedna se vSak o snadnou
tlohu! 1. problém je gravita¢ni kolaps reaktivni latky, pii némz vznikaji nestability.

179



11 Prvni hvézdy

2. problém je pfevaha chladné temné latky (CDM), kterd vytvaii potencidlové ja-
my, a proto potfebujeme kosmologicky kontext. 3. problém je tudiZ rozliSeni, nebot
potfebny dynamicky rozsah je vice nez 10'°, abychom popsali zaroveii kosmologii
a 1 objekt; toto se musi Fesit pomoci adaptivniho zjemtiovani sité (AMR). 4. pro-
blém jsou razové vlny, které jsou i tak prilis tzké; abychom je spravné spocetli mezi
burikami sité, musime pouzit Riemannuv fesitel (Godunov 1959).

Pocatecni podminky se voli obvykle na z = 100, tzn. v natolik raném vesmiru,
kdy muzeme predpokladat, ze fluktuace vsech veli¢in nezdviseji na skdle. To je tak
jednoduché (ploché) prostorové spektrum, ze jednodussi uz byt nemize.

Okrajové podminky jsou neméné dilezité; nemiizeme simulovat cely vesmir.
Uvazujeme-li krychli o rozméru alespon 128 kpc, miizeme pfedpokladat, Ze sou-
sedni krychle vlevo—vpravo, nahore—-dole, vpredu—vzadu jsou v nasem vesmiru dosti
podobné, ¢ili okrajové podminky volime periodické. Drzime-li souhybny rozmér
konstantni, tzn. sledujeme rozpinani prostoru ve zvolené kosmologii, zadna hmota
nevytéka nebo nevtéka pouze kvili rozpinani. Odpovidajici vlastni vzdalenost je
pak:

deomovi
dproper - % 5 (282)
kde z se zmensuje, €ili dproper Toste. Na 2z = 0 by bylo dproper = 12,9 Mpe.

Pro numerické feseni se musi provést diskretizace rovnic. V ptivodné hrubé ho-
mogenni siti s fadové 5123 ~ 10® buiikami musi postupné dochézet ke zjemiiovani,
pfi hustoté p > 5pp nebo je-li méné nez 64 bunek na Jeansovu délku, ktera vymezuje

lokdlni gravitacni kolaps:
[3n TkT
Ry=4{—==—— 283
J 32 Gumup’ (283)

kde I' oznacuje adiabaticky index, k£ Boltzmannovu konstantu, T' teplotu, G gra-
vitac¢ni konstantu, p stfedni molekulovou hmotnost, myg hmotnost atomu vodiku
a p hustotu.

Nesmime samoziejmé zapomenout na zadné dulezité fyzikalni procesy probihajici
v baryonické ldtce. Konkrétné jde o rtizné reakce atomi, ionti, elektroni a posléze
molekul, H, HY, H™, e~, He, Het, He?*, Hy, HJ, a to zejména:

H+e —H +7,
H +H—Hy+e |
H+H+H—-H,+H, (284)

tj. dtlezita tricasticova reakce, kterd se uplatnuje v pozdéjsi fazi. Prenos zareni se
uvazuje, ale pouze opticky tenky (protoze tlusty je obtizny). Jednéd se vyhradné
o pfenos v Cardch atomarnich a molekularnich (protoze zadny prach zatim neexis-
tuje); pfipadné Comptonuv rozptyl na volnych elektronech. Musime uvazit i ohfev

Znovu zdiraznéme, ze ,,vSechno* zavisi na chlazeni! Logicky: chlazeni ¢imkoliv —
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Simulace popisujici vznik 11.2

snizeni P i VP — gravitacni kolaps. Navic, plati-li: zvySeni p — zvysSeni chlazeni,
pak nevyhnutelné nastavd — rychly kolaps v témze misté — fragmentace oblaku.

Vznik prvnich hvézd proto probihal nésledovné (obr. 86). Malé fluktuace hustoty
temné latky vedly k hierarchickému shlukovani temné i baryonické latky, presné-
ji feceno neutralniho plynu (nikoliv plazmatu, nebot jsme jiz v temném obdobi
po rekombinaci). Plyn se ale na rozdil od temné latky muze ochladit rota¢nimi
a vibra¢nimi pfechody Hy (nikoliv elektronovymi, na to je jeho teplota pfili§ nizka,
T ~ 200K), proto se mtze vice soustfedit v potencidlové jamé CDM. Na z = 30
a7 20 tak vznikne pre-galakticky objekt neboli minihalo s hmotnosti asi 10° M),
v ném oblak 4000 Mg, (tj. obdoba velkého molekularniho oblaku z dnesniho vesmi-
ru), v ném self-gravitujici fragment 100 Mg, v ném protostelarni jadro 1 My, a to
diky vySe zminované tricasticové interakci. Akrece pak pokracuje pres disk, ¢imz se
hvézda postupné zahfeje, nacez se zahteje celé minihalo a vznikne pouze 1 hvézda
na 1 objekt. Proto ocekdavame osamocené hvézdy populace III.

Jinymi slovy, za vznikem hvézd stoji chemotermalni nestabilita: vice Hy z (284)
— zvyseni chlazeni — zrychleny kolaps — vice Hs ... Bez dalsiho by nastala dalsi
fragmentace, ale nestabilitu limituji: (i) zvukové viny rychle vyrovnavajici rozdily
hustoty; (ii) husté, opticky tlusté prostfedi zabranujici ochlazovéani; (iii) celé jadro
se nakonec stane molekularni, ¢ili neni kde brat.

gas density: 6 kpc

gas temperature: 6 kpc 600 pe
é

Obr. 83 — Simulace vzniku ,,prvni“ hvézdy ve vesmiru. Nahote je kosmologicky kontext, upro-
stfed detail rozlozeni hustoty plynu a dole detail teploty. Pfevzato z Abel aj. (2002).

Musime si téz polozit dulezitou otazku. Kam se ,ztratil* moment hybnosti L?
Nikam! Jedn4 se totiz o veli¢inu, kterou nelze disipovat; muzeme ji nanejvys prenést
odnékud nékam. V zdsadé existuji dva jevy, které kolapsu mohou branit — VP (viz
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11 Prvni hvézdy

vyse) anebo pravé rotace (velké |L|). Rotujici latka je sice pfitahovana gravitaci cen-
tra, ale mé natolik velkou obvodovou rychlost, vkepi = /GM /7, ze pad mé podobu
kruznice. Bud byl |L| od zacatku nulovy, nebo nebyl nulovy. Uspé&sné kolabujici
oblaky se vyznacuji tim, ze jejich L je asi jen 10~% préimérného L. Déle probéhl
transport L pomoci supersonické turbulence, ¢ili vird, prostfednictvim V P, respek-
tive rdzovymi vlnami. Ostatné v kazdém viru je latka majici mensi nebo vétsi L
(vzhledem k centru), pfi¢emz malé L padd dovnitt (obr. 84).

Size: 40 kpe (comoving)

x=y plane
HE - 2« 1062

1, = 4208 Myr

Obr. 84 — Supersonicka turbulence v okoli prvni hvézdy. Barevné je znazornéna rychlost v jed-
notkach rychlosti zvuku (Machovo ¢islo). Pfevzato z Bromm aj. (2009).

Vsimnéme si, jak dramaticky se li$i vznik prvnich hvézd od vzniku pozdéjsich!
Predevsim pozdéji existuji prachova zrna, tzn. makroskopické objekty se spojitym
tepelnym spektrem; ochlazovani je proto ,,prilis“ ucinné, takze alespon zpocatku
jde témér o volny pad (Tcool < Tiree). Zarovenl jiz existuji jiné hvézdy, ovliviiujici
stav mezihvézdné latky, energetické kosmické paprsky, vysoka ionizace, kvili niz
obtiznéji funguje ambipolarni difuze, tj. drift neutralnich atomu vzhledem k ionttm
drzenym externimi magnetickymi poli.

Hmotnost prvnich hvézd vychazi v intervalu 60 az 300 Mg, ale je zde stéle nejis-
tota. Spodni mez je dédna nepokracujici fragmentaci. Horni mez zptisobuje: (i) fo-
todisociace Hy — omezeni chlazeni; (ii) zafeni Ly, pii T = 10*K sice zptisobuje
chlazeni H, ale i tlak zafeni P,,q a namisto akrece nastava dekrece v polarnich ob-
lastech; (iii) fotoionizace, vznik HII v celém oblaku; (iv) fotoevaporace akre¢niho
disku; (v) fotodisintegra¢ni nestabilita, tzn. pohlceni v — zmenseni P,,q — urych-
leni kolapsu — vznik ¢erné diry. Ocekavana supernova také odvrhava okolni plyn.
Ziejmé je dilezité zapocteni zpétné vazby na okolni plyn.
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Reionizace vesmiru 11.3

Pak ale mohly v ramci populace III vzniknout hvézdy nadvakrat. Uplné prvni
hvézdy Pop II1.1 totiz vytvori difuzni ionizujici zafeni, zvané Lymanovo—Wernerovo.
Jeho zpétna vazba na okoli je ponékud nejistd, muze byt pozitivni i negativni.
V kazdém pripadé ovlivni okolni plyn a lze ocekéavat urcité zpozdéni tvorby hvézd
Pop I1L.2, ¥4dové 108 yr (obr. 85).

Bromm aj. (2009) také zminuje moznou roli primordidlniho deuteria D, od né-
hoz pochéazi molekula HD, tzn. dalsi rota¢ni a vibracni stavy a uc¢innéjsi chlazeni.
Nakonec je zde hypotetickd moznost, ze by tvorbu hvézd mohla ovliviiovat zatim
nezndmé Casticova fyzika. Napiiklad je-li CDM neutralino, pak ma velky ucinny
prurez pro anihilaci a mtze dochézet k materializacim part jinych c¢astic.

Obr. 85 — Predstava prvnimi hvézdami ovlivnéné mezihvézdné latky. Prevzato z Bromm aj.
(2009).

11.3 Reionizace vesmiru

Hvézdy populace III béhem své existence naprosto zasadnim zptisobem ovlivnily
cely vesmir — zpusobily totiz jeho reionizaci. Pfedpokladame-li reionizaci vyhradné
UV fotony hvézd populace III, muselo 0,01 % az 1% baryonické latky byt v téchto
hvézdach. M4-li kazda fadove 102 Mg, a (dnesni) typicka galaxie 10! M, ptipadalo
by jen 10* az 107 hvézd na 1 galaxii, coZ je sice ndzorné predstava, nicméné galaxie
tehdy jesté neexistovaly.

Pripomernime, Ze rekombinace nastala jiz na z ~ 1100 (Zeidovié aj. 1969), re-
ionizace nejpozdéji na z ~ 6 (Gunn & Peterson 1965). Reionizaci miZzeme mimo
jiné méfit pomoci polarizace kosmického mikrovlnného pozadi (CMB). Méni ji totiz
volné elektrony podél zorného paprsku, na nichz probihéd Thomsontiv rozptyl (bez
zmény energie fotonu). Je-li intenzita fotont CMB jakkoliv anizotropni, projevi se
to polarizaci v rozptylenych e~ do strany. Predstavme si elektromagnetickou vlnu
(popsanou k) jdouci svisle, tzn. naprosto anizotropni. Setkava se s jednim volnym
e~ . Elektrické pole E kmité kolmo na k, rozkmita tedy e~ vodorovné. Ten samy e~
opét vlnu vyzafi, ale ne nutné v pivodnim smeéru. Pii pohledu zboku uvidime E
kmitajici vZdy vodorovné (jako e™), ¢ili iplnou linedrni polarizaci.
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11 Prvni hvézdy

Rozlisuje se ovSem polarizace dvou druhii: polarizace E, lokalné izotropni, vzni-
kajici zminovanym rozptylem anizotropniho zareni, a polarizace B, lokalné pra-
voto¢iva nebo levoto¢iva, zplisobovana gravitaénimi vlnami®® (na velkych thlech,
resp. malych stupnich ¢) nebo gravitacnimi ¢ockami (na velkych ¢). Namisto inten-
zity I se obvykle uziva teplota T', resp. namisto fluktuaci 61 fluktuace 67T, protoze
CMB maé beztak planckovské spektrum. Fluktuace sice dosahuji 67 ~ 100 uK, ale
polariza¢ni signél nanejvys 3 uK (E; B od CMB zatim nebylo spolehlivé zjisté-
no). Prakticky je potfeba z méieni spoéitat vikon prostorového spektra PPE nebo
kross-spektra PTF pro nizké stupné ¢ < 10. Adam aj. (2016) takto z méfeni druzi-
ce Planck/HFT odvodili odpovidajici optickou tloustku 7 = 0,058 4 0,012 a pribéh
reionizace mezi z,; = 6 az 11 (viz obr. 86).

1.0

10 12 14 16
z

Obr. 86 — Priibéh stupné ionizace 1 — Q) v zavislosti na ¢erveném posuvu z. Prevzato z Adam
aj. (2016).

Fluktuace ovliviiuje téz Sunyaevﬁv—Zeidoviéﬁv jev, neboli inverzni Comptontv
rozptyl (se zménou energie fotonu) na energetickych e~ v mezilehlych kupach ga-
laxii. Muze byt bud tepelny (od ndhodnych pohybtt), nebo kineticky (od systema-
tického pohybu), ale ptislusné fluktuace jsou pouze 0Tksz < 1,6 uK. Systematické
nejistoty jsou zptisobované prachovym poptredim, které se musi diisledné odecitat,
nebo prusakem mezi Stokesovymi slozkami I, Q,U.

11.4 Simulace explozi supernov

Poklidny vyvoj hvézd s nizkou nebo i nulovou metalicitou bychom mohli popsat kla-
sickou soustavou: rovnici kontinuity, hydrostatické rovnovahy, tepelné rovnovahy,
prenosu zafivou difuzi, prenosu konvekci, zmén chemického slozeni, konvektivniho
promichévani a samozifejmé rovnici stavovou (viz napf. Harmanec a Broz 2011).

53 Predstavme si gravita¢ni vinu (popsanou k) jdouci svisle. Prostor, zafeni CMB i oblak e~ se
ve sméru & L k stdhne a ve sméru § L 2 A9 L k roztahne. P¥i pohledu zboku vidime vice (Z) nebo
méné (§) linedrné polarizovaného zareni. To ale znamend, ze polarizace B ma jiny smér nez E,
konkrétné o +45°.
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Simulace explozi supernov 11.4

Metalicita ma pritom na vyvoj zasadni vliv, jednak se lisi poloha hlavni posloup-
nosti, jednak jsou velké rozdily na horizontalni vétvi.

Chceme-li vsak popsat hvézdy az do exploze supernovy véetné, potfebujeme
ponékud vyssi level: rovnice GRNRHD, tzn. obecné relativistickou neutrinové—
—radia¢ni hydrodynamiku (Miiller aj. 2010). Ty kromé klasickych jevii museji zo-
hlednit zmény hydrodynamickych veli¢in zpisobované zakiivenim casoprostoru.
Nejstrucnéji je lze zapsat (prozatim bez zdroji):

V,Jh =0, (285)
v, TH =0, (286)

kde J* = pu* oznacuje proud baryonické latky, T = phutu” + Pg"" tenzor
energie a hybnosti, p hustotu, u” ¢tyfrychlost, P tlak, h = 1 + U 4+ P/p mérnou
entalpii, U mérnou vnitini energii; V,, jsou kovariantni derivace, v nichz vystupuje
metrika g,,,,, popisujici kfivost ¢asoprostoru. Metriku bychom jako obvykle zjistili
fesenim Einsteinovych rovnic pole (412).

Namisto obecné metriky g,,, se pro numerické vypocty ¢asto uzivé formalismus
dle Arnowitta—Dessera—Misnera (ADM), s metrikou zapsanou jako:

ds® = g, dr,de, = —a?dt? + v (da’ + Bidt)(de? + p7dt). (287)

Navic nés zajima jen jedno misto ve vesmiru (kde to exploduje), dovolime si proto
piedpokladat, ze ve velkych vzdéalenostech je ¢asoprostor plochy, v;; = ¢*9;;, kde
¢ oznacuje konformni faktor. Pak mé& metrika 5 volnych parametrt, resp. funk-
ci (a, ¢, 8%, které vystupuji prakticky ve vsech rovnicich. Pro pienos neutriny se
vyuzivé variabilniho Eddingtonova faktoru a aproximace ,ray-by-ray-plus“.

Rovnice zde vypisovat nebudeme (viz Miiller aj. 2010), ale zahrnuji vySe zmi-
nované rovnice hydrodynamiky, zachovani e™, p, n, «, dalsich jader, Einsteinovy
rovnice, momenty intenzity neutrin v, prenos v, uzaviraci relaci, srazkové cleny,
srazkové integraly, opacity neutrin, stavovou rovnici. Chybi zde oscilace neutrin,
ale ty jsou dulezité az ve vétsich vzdalenostech od centra. Momenty intenzity, ¢ili
integraly pfes smeérovy kosinus p = cos:

1

1
gLy =g [ 1oy (288)

se pouzivaji proto, zZe bychom jinak v kazdém bodé museli feSit prenos ve dvou
smérech, coz by byl sdm o sobé pétirozmérny problém. Namisto toho vyuzivame
pro popis hustotu energie (resp. 0. moment), tok (1.), tlak (2.).
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11 Prvni hvézdy

Rovnice pfenosu se pak ,zjednodusi“ a vypadé takto (Miller aj. 2010):

W +o ) | 0 : {(W— _mw) i+ (WW% —,3*) SJ}

ot @2

- {5 (- ) a2
cwoi o (T8 TR ) - G s (G
—uk [T T e () v (G5 ) ]}
(-2 va(r - ) et

i [vr(aésf2—2ag‘z¢) ;z“z:fw w (55|
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r 42
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B W 05TW 9 (o 3(£8vr 6vr>]}
UL[ " 87" + Worr r(r¢2>+w 20 + vp pn
A BT 08" Wa Wa Ovr. - Ovr
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. L | W3 ov, BW  9BW 0 « ow
H-L { 2 T ar *Wa—(T) —]
o p _ave) dlng  Olng
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7 42
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p [ _ 95w 0 (@ 3(2% %)}_ A ()
+L{ ’ ar T Wurrg <¢> WG T )| T
K = fxd,
L=jf7,

kde W = 1/4/1 — v;v* oznacuje Lorentztv faktor, v; t¥irychlost, J= v7J apod., v determinant
tfimetriky ~;;, C' ), c®) momenty srazkového integralu, fx, fr variabilni Eddingtonovy faktory.

Mechanismus supernov s kolapsem jadra je zalozen jednak na neutrinové bom-
bé, zajistujici ohrev latky zespodu, a jednak na hydrodynamickych nestabilitdch
(Miller aj. 2012; obr. 87): (i) konkrétné konvektivni (stoupani horkych bublin);
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Parové nestabilni supernovy 115

Obr. 87 — Trirozmérna simulace exploze supernovy s kolapsem jadra, na niz je vidét rozvinuta
nestabilita . Pfevzato z Miiller aj. (2012).

(ii) stojaté akre¢ni razové (SASI; Blondin aj. 2003). Nestabilita SAST vznik4 takto:
kazda trochu sikma razova vlna generuje turbulenci na rozhranich — turbulence je
nesena proudem plynu podzvukovou rychlosti v dovnitt — amplituda je zesilena
konvergenci — pfi turbulenci se generuji zvukové viny, sitici se rychlosti ¢s ven —
razova vlna je jimi naruSena (stéava se Sikméjsi, asymetricka se stupném ¢ =1 a7 2)
— vytvari vice turbulence. . .

Nékdy se uvazuji alternativni mechanismy: (i) akustické viny buzené dipoldrnimi
oscilacemi protoneutronové hvézdy (Burrows aj. 2006); (ii) magnetorotaéni nesta-
bilita (MRI; Burrows aj. 2007); (iii) fazové prechody kvarkové latky (Sagert aj.
2009).

11.5 Parové nestabilni supernovy

Specifickym piipadem jsou parové nestabilni supernovy, v jejichz progenitorech do-
chézi k produkci part:
2y e +et,

za podminky, ze energie fotond F., v centru dosahuji pfinejmensim klidové energie
elektronu, Fy = 0,51 MeV. Tim se ovSem spotiebovavaji fotony v — klesa VP, .4,
ktery je hlavnim pfispévkem k celkovému VP u horkych hvézd — jadro se smrsti
— piislusny ohfev zptsobi termonukledrni pulz (konkrétné hoteni C, O, Si, N) —
nastava expanze a vyhoz — prip. opakovani, a pak hovorime o pulsa¢nich superno-
vach.

Rozhodujicim parametrem, zda hvézda exploduje jako SN PI (nebo PPI), ¢i
nikoli, je hmotnost heliového jadra. Podle zjednoduseného 1-rozmérného modelu
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11 Prvni hvézdy

Woosleyho (2017) to nastéva pro Mye > 40 Mg, zejména je-li Z < 1Z; a ma-li
hvézda slaby vitr. Pro My < 62 Mg dochazi ke zminovanym pulzacim. Odpovida-
jici rozsah na hlavni posloupnosti je asi M = 70 az 140 My, ale s vétsi nejistotou.
Progenitorem pfitom miize byt ¢erveny veleobr (RSG), modry veleobr (BSG), svi-
tivd modra proménna (LBV) nebo Wolfova—Rayetova hvézda a ziejmé také hvézda
populace III. Podil parové nestabilnich a vSech supernov vznikajicich kolapsem
jadra (s M > 8Mg) pro standardni pocateéni funkci hmoty (IMF) se sklonem
qg=-1,35je f= (707 — 140) /(8% — 1507) = jen 3,3 %.

Co se tykd pozorovani supernov typu PI, Cooke aj. (2012) nalezli slibné nadsvi-
tivé supernovy s energii F., ~ 10** J na z > 2 pomoci snimkit CFHT sklddanjch za
celou sezénu (¢ili zpétné). Spektroskopie pomoci Keckova dalekohledu byla prove-
dena az po 5,2 letech, nicméné vzhledem k dilataci ¢asu to bylo 626 dni v klidové
soustaveé. Bohuzel se ve spektru objevuji cetné cary kovu, ¢ili se v zddném pripadé
nemuze jednat o zanik hvézdy populace ITI. A proto nezbyva nez doufat, ze se takové
unikatni pozorovani zaniku prvni hvézdy ve vesmiru podari v budoucnosti. . .
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Obr. 88 — Zakladni tfidéni typu supernov dle po¢ateéni hmotnosti hvézdy a metalicity. Prevzato
z Heger aj. (2003). Pro hmotné hvézdy je vSak situace patrné slozitéjsi (viz kap. 12).
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Obr. 89 — Spektrum nadsvitivé supernovy SN 2213—1745, pravdépodobné parové nestabilni.
Pievzato z Cooke aj. (2012).
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12 Druhé hvézdy

Hvézdy, které pozorujeme dnes, se ndm pouhym okem jevi jako body. Pti pozorovani
interferometrem vsak lze neméalo bodu rozlisit jako kotoucky. Stejné tak pozorovani
spektrografem svédéi o tom, ze nemalo hvézd ma atmosféru, kterou lze charakteri-
zovat jednou hodnotou efektivni teploty T.g. Proto si dovolujeme hvézdy popisovat
v prvinim pribliZzeni jako sféricky symetrické.

Od prvnich hvézd (kap. 11) se v8ak podstatné lisi, vzhledem k odli§nému stavu
mezihvézdného prostiedi (ISM). Piedev§im je dnes v ISM piitomen prach, zpu-
sobujici G¢innéjsi ochlazovani, fragmentaci oblaki na mensi ¢asti, potazmo vznik
hvézd malych hmotnosti. Tyto hvézdy pak existuji dlouhou dobu, a to ve stavu
témeér rovnovazném; budeme je proto nazyvat ,druhé“.

12.1 Rovnice kontinuity

Stérické rovnice zde odvodime zjednodusenim slozitych rovnic MHD ((1) az (4)),
které jsme pouzivali pro disk. Pfedpokladame pritom, ze zadny asymetricky akrec¢ni
disk jiz neexistuje, naopak existuje protohvézda, kterd je zcela symetrickd, ¢ili smé-
fujeme k rovnicim jednorozmérnym. Zaroven se budeme snazit ,za kazdou cenu®
eliminovat rychlost v, ¢ili sméfujeme k rovnicim statickym.

Vezméme jako prvni kontinuitu:

konvekce  expanze
8p — —
—+v-Vp=—pV.v.
ot
Pro staticky pfipad nelze jen tak %, v polozit rovné nule; 0 = 0 by ndm ostatné
bylo k ni¢emu. Pfevedeme-li v8e vlevo (v - Vp+ pV -v = V - (pv)) a zapiSeme-li
slozku 7 operéatoru divergence ve sférickych souradnicich:
op 1 0

—_ - 2 —_
ot teap B =0,

coz po rozsiteni 4nR? da:

0 9]
&(4111%2/)) + £(4TER2pV) =0.

Zavedeme-li veli¢inu:

R
Mp = / 4nR’pdR’, (289)
0

tj. hmotnost koule o poloméru R, prvni zavorku ihned identifikujeme jako B%R7

druhou jako — ‘9%’%, ¢ili celou rovnici jako dMp = 0. Jinymi slovy: prirastek hmot-

nosti dMp je totalni diferencial; nezalezi na tom, jakym zptusobem , pfisypavame*.
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12 Druhé hvézdy

c s .- .1 cs1 s . ) .
Pro staticky pfipad uvazujeme pouze jedinou parcialni derivaci 57, kterou miizeme

b.d.n.0. nahradit za totalni: AM
R 2
——— =4nR
iR TP,

nebo po obvyklé zaméné nezavislé proménné:

dR 1

—_ = 290
dMR 4TCR2p ( )
12.2 Hydrostaticka rovnovaha
V obecné Navierové—Stokesové rovnici:
konvekce gravitace Lorentz viskozita
ov T 1 - =1 1
— +v-Vv=—-VP -V + - (VxB)xB+ -V -3 Vv+...
ot p P Ivac p
polozime rovnou v = 0, B = 0, coz vede na:
1
0=—-—-VP-Vo,
p
coz zapsano ve sférickych:
_ 1dP GMg
pdR R2
odkud obratem:
dr _ GMap
dR R?
neboli: ap oM
R
=——. 291
dMp 4n R4 (291)

Pfi rovnovaze je tedy gravitace vnitinich vrstev vyrovnana gradientem tlaku; nikoli
tlakem samotnym! Nezéalezi ani na tlaku, ani na vnéjsich vrstvach. I kdyz je pravda,
Ze tlak vyznamné ovliviiuje stav latky (pfes rovnici stavovou (310)). Vnéjsi vrstvy
se neuplatiiuji, nebot jejich gravitace je dle Newtonova teorému nulova; dokonce
jejich pritomnost snizuje VP, ¢ili v tomto smyslu ptsobi ponékud odpudiveé.

_GMg R GMg

Poznamenejme jesté, ze i kdyz V& = tak potencial ® # — jako pro hmotny

R2 E7 T7

bod! Zaporné vzaty gradient tohoto vyrazu by totiz byl:

1 G R G R

GMrV =+ =VMp = —GMp— + —4nR%p—,
VR T RYME Rgs P RTPR
¢ili spravné by bylo:
R
GM
S s L / 4nGpR'dR’ . (292)
0
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Protoze jsme paranoidni, ovéfime jesté, ze takové ® splinuje Poissonovu rovnici:

3R

2 R RS
4nR?p 3 3 R
vove=v.(cmp R ) =R S+ CMEG R aMpr VL = an
VE=V\OMrgg ) = Cqe VMRt T VR GMRR Vg = 45Gp,
c.b.d.
12.3 Energeticka rovnovaha
Do znamé 1. véty termodynamické:
konvekce expanze prace emise absorpce reakce
oy T /S s S /S =~

5 +v-VU =-UV-v—PV -v—krpcaT* +krpcEBaa + ...+ €p
muzeme dosadit z rovnice prenosu zafeni v difuzni aproximaci:

-

—o

emise absorpce
OFaq CAlim 4
=V- VE,aq + krpcal™ — krpcEraq (293)
ot Kpp

za emisi a absorpci, a pfitom pokladat % =0,v=0:
0=-V &+ €p,

kde je vektor toku zafeni a e mérny vykon vsech reakci (af uz kladny ¢ zdporny).
Operator divergence ve sférickych je zrejme:

1 d

0= "®uar

R?® + ep;
s vyuzitim veli¢iny Lr = 4nR%®, tj. toku povrchem koule o poloméru R, bychom

pak obdrzeli:
dLg

= 41 R?
iR nRep,

neboli:
dLg

= €nuc — €
dMpg ’

kde jsme explicitné vyjadrili reakce termonukledrni e, (viz ptiklady na obr. 90, 91)
a ztraty neutriny €,. Neznamena to ovSem, Ze se veskera energie uvolnuje jako fotony
(a neutrina)! Reakce totiZ uvoliiuji nejen v, v, ale té7 pozitrony e* (zahy anihiluji),
a kinetickou energii produkt reakce. Nicméné jsme predpokladali, Zze plyn a zafeni
jsou neustale v rovnovaze, takze je vlastné jedno, v jaké formé energii uvolnime.
Stejné se urcitym zpiisobem prerozdéli mezi U, E,,q, dle hodnoty T = Tgos =

(294)
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Obr. 90 — Termonukledrni reakce uvazované pro hvézdy malych a stfednich hmotnosti, zobrazené

na grafu protonové ¢islo Z versus neutronové c¢islo N. Vlevo dole je proton—protonovy fetézec,

respektive jeho 3 varianty, vpravo nahore cyklus CNO, dlouhé Sipka odpovida Salpeterové reakci
(t6z 3cr). Celkem se jedné o 75 reakci. Stabilni izotopy jsou zobrazeny Sedé.

Traq. Skrytym predpokladem je, Ze v daném misté je dosti vysoka opacita kp, KR.
Doposud jsme fesili pouze mistni rovnovahu, ale neuvazili jsme, ze se energie muze
pfendset z mista na misto. (Ostatné jsme nijak nevyuzili ani zmitiovanou difuzni
aproximaci, tzn. predpis pro .)

12.4 Prenos energie
Zpisobli pfenosu energie je pfinejmensim Sest:

1. zafeni, resp. zariva difuze, je-li prostiedi opticky tlusté;

2. proudéni, téz konvekce, turbulence, vztlakova nestabilita (tj. vlastné opak vln);

3. vedeni, ¢ili c¢asticova difuze v plazmatu, prip. Sifeni neusporadanych vibraci
v pevné latce;

4. neutrina, vétsinou zpusobujici chlazeni, jen vyjimecné ohfev;

5. vlny, resp. jejich disipace (jinak by totiz vlna prosla skrz), at uz jde o zvukové,
vztlakové, razové, seismické, MHD, atd. atd.

6. gravitacni vlny, neboli deformace ¢asoprostoru (jez je obzvlast obtizné ulozit do
jiné formy).

V normalnich hvézdach se uplatiiuje predevsim 1. a 2. V bilych trpaslicich 3.
V pozdnich fazich vyvoje anebo v supernovach 4. Nékde na rozhrani fotosféra,
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Obr. 91 — Reakce vedouci az ke skupiné zeleza (Fe, Co, Ni), které se uvazuji pro hmotné

hvézdy, pri¢emz retézec pp a cyklus CNO (nezobrazeny) byvaji znacné zjednoduseny; celkem jde
0 91 reakci. Stabilni izotopy jsou zobrazeny Sedé. Neni zde zachycena ani pripadna nukleosyntéza
s-procesem (zachycovani neutront pomalejsi nez rozpad 7).

chromosféra, koréna 5. Pri spirdlovani a splyvani cernych dér nebo neutronovych
hvézd 6.

Pfenos zafenim. Zfejmé bychom mohli vyjit z obecné rovnice (206), ale pro nase
zaméry zapis zjednodusime; namisto Einsteinovych Aj;, B;j, Bj; opét piSeme emisni
a opacitni koeficienty j,, k,, vynechavame prach, délime c:
101,
c Ot

Déle integrujeme pres vSechny vlnové délky, uzivime pritom vhodné stfedované
opacity:

~ 1 ~
+k-VI, = j,p— w¥pl, — K5pI, + /iffapﬁ/]udw pro Vk. (295)

101 - 1 .
—— 4+ k-VI=jp— k™pl — k5?pI 4 x52p— /Idw pro Vk.
c ot 4n
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Namisto feseni pro vSechny mozné sméry zavadime 0., 1. a 2. moment intenzity jako
integraly pies prostorovy thel (dw = sin 9ddde):

1
=— |1 2

J 4n/ dw, (296)
1 ~

H=— |1 2
4K/ hdw | (207)
1 ~n

K=— | Ikk 2
o dw, (298)

kde J, H, K jsou po tadé skalar, vektor, tenzor. Sice to je 1 + 3 + 9 = 13 veli¢in
namisto 1, ale nefesime zadny smeér.
Integrujeme-li (295) pies prostorové tihly, ziskdme nulty integrdal rovnice pfenosu:

10J
—— +V -H=A4njp— kpJ 299
o T Jjp —kpJ (299)
kde jsme pocitali [k - VIdw = V - [ kIdw. Ctvrty len popisujici rozptyl by byl
ziejmé 1°“p.J; pro skoro izotropni intenzitu je ovSem I = J, ¢ili se odecte se tfetim.
Nésledné prund integral (tzn. po nésobeni jednotkovym vektorem k) je:
10H
-—+ V- -K=0—kpH, 300
“or p (300)
kde emise zmizela, neb ji pfedpoklddame izotropni. Soustava (299), (300) je bohuzel
neuzaviend; mame jen 2 rovnice pro 3 neznamé. Dalsi integrovéani nepomiize, nebot
druhy integral by obsahoval 3. moment, atd. Zfejmé se neni cemu divit — nelze
Cekat, Ze se integraci pro vSechny smeéry lze vyhnout tak snadno!
Namisto toho predpoklddame uzaviraci relaci:
1
K = géije], (301)
kterd plati pro skoro izotropni intenzitu, I = Iy + I cosf, I; < I, nebo téZ plan-
paralelni atmosféru (viz nize). Nazyva se jinak Eddingtoniv faktor. Kdybychom ji
dosadili do (299), obratem ziskdme difuzni aproximaci (293), ale ta nds momentalné
nezajima.
Vyuzijeme ovSem (300); pro staciondrni pfipad je 8% = 0, navic umensené fak-
torem %:
1

1

Pro lokalni termodynamickou rovnovéhu (LTE) vime, Ze pro hustotu energie zafe-
ni plati u = 4—0“.] = aT*. Navic prvni moment samoziejmé souvisi s vyse uzivanou
velicinou Lg, |H| = Lr/(1672R?), nebot dalsim faktorem 47 se délilo v definici. Ve
sférické symetrii je (slozka 7):
1ec dT KkpL
4T3 _ PLR

347" AR T 16m2R?’
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odkud:
g . 3kpLp
dRlrad  16macR2T3’
neboli: T snl,
kLR
—_— =, 2
dMR rad 64n2acRAT3 (30 )

Adiabaticka konvekce. Chceme-li popsat jakékoliv proudéni, mame zasadni pro-
blém, nebof v # 0! Nicméné predstavime si jej ,mlhavé* tak, Ze probihd néjaky
termodynamicky déj, v nejjednodussim ptipadé adiabaticky. Uz jsme jej ostatné
odvozovali pro atmosféru (159).54 Odtud:

ar
dR

T 1\ dP
adP<1r>dR' (303)

Pii adiabatické konvekci se vlastné nic nedgje (dQ = 0), pouze mame malo strmy
gradient teploty, na néjz se nahore navaze. Snad bychom tomu ani neméli fikat
»~prenos“, kdyz expandujici a kontrahujici bubliny nikam nic neodevzdavaji.

Pro posouzeni, kdy konvekce nastava a kdy nikoli, mizeme vyuzit odvozenou
Bruntovu-Vaisélaovu frekvenci (160):

dp dp g( pdP dp
N2 — g —_ - — = |- — 4
P (dR ad dR) p (I‘P dR dR)’ (304)

Podminka pro konvekci je piirozené N? < 0, nebot pak je N imaginarni a nevznikaji

vlny, nybrz nestabilita. Je ekvivalentni Schwarzschlidovu kritériu:>3

vad < vmd- (305)

Jinymi slovy: je-li prostedi ,mezi nami a vami“ neprihledné (kp velké), musi zde
byt strmy gradient V,,q; bublina se sice adiabaticky ochladi (dle V.q), ale jeji T}, >
T, zlstane vyssi, potazmo pp, < p, nizsi (neb P, = P, je neustéle vyrovnané), tudiz
podlehne vztlaku.

Semiempiricka konvekce. Konkvekce vSak ¢asto adiabatickd neni. Pak lze vyuzit
semiempiricky popis, kdy predpokladame, ze viry urazi vzdalenost ¢ = aHp, ktera
je ur¢itym nésobkem tlakové skily Hp = P/(dP/dR), kde parametr « je volny; pro

54 7de jen zopakujme, e dle polytropy P = Kp'', dP = KI'pl'~1dp = F%dp a dle stavové
rovnice P = —E-pT, dP = —E—(dpT 4 pdT) = 5= (L £dPT + pdT) = £dP + £dT .

By wmy
55 Tyto symboly nanestésti nejsou operatory, nybrz V = %g—;; jejich vyhodou je bezrozmeér-
nost a kladnost, nebot P(R) je klesajici funkce, stejné jako T'(R). Nemusime pak premyslet nad
nerovnostmi zapornych cisel.
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12 Druhé hvézdy

standardni slune¢ni model (SSM) se voli napf. @ = 2,1. Inverzi rovnice (156) lze
vyjadrit:
dT
dR

_dr
semi - dR

Lgr 1 P 2 %g
ad Lh'ch aQ\/BCPp( k )] T (306)

Vidime, ze p i T jsou ve jmenovateli, ¢ili semiempirickd konvekce hluboko v nitru
se blizi adiabatické.

Semikonvekce. Existuje jesté jedno kritérium pro konvekei, kde se vyuziva Ledou-
xav gradient:

VL =V + Vs, (307)

ktery zahrnuje Bruntiv gradient vsech abundanci:

_O0lnT Jdln P
_81an f alnXZ

dln Xj
pT.X;2; dIn P~

B (308)

Je-li prostiedi nestabilni vzhledem k Schwarzschildovi, ale stabilni vzhledem k Le-
douxovi:

vad < v1rad < VL7 (309)

pak nastava semikonvekce. Pro jeji popis lze pouzit difuzni aproximaci (Langer aj.
1983), s volnym parametrem o, = 1 az 667.

Termohalinni cirkulace. Dalsi mo7né proudéni je termohalinni (hez. ¢es. tepelnésol-
né). Jedna se o obdobu hlubinné cirkulace v ocednech, pii niz hraje roli slanost vo-
dy, pricemz slanéjsi znamena hustsi. Ve hvézdach jde o inverzi stiedni molekulové
hmotnosti p v oblasti klesajici ionizace, kde se nachazi ,¥idsi pod hustym® (plné
ionizovany vodik ma p = 0,5, plné neutrdlni ;4 = 1). Cirkulace pak probiha néasle-
dovné: latka klesne — ionizuje se — zfedi se — stoupne — rekombinuje — zhoustne
atd. Nastava i v pripadé, ze Ledouxovo kritérium neni splnéno, tzn. V,,q < Vr,. Pti-
spévek k pfenosu energie je mozné popsat opét pomoci difuzni aproximace (Ulrich
1972), s volnym parametrem oy, = 0,001 az 1.

Konvektivni pfestfelovani. Pfipadny pohyb za hranici konvektivni zény vymezené
Schwarzschildem se nazjva prestielovani. Jednd se vlastné o o¢ekévany jev, nebot
viry majici velkou setrvacnost se zfejmé nebudou zastavovat okamzité. Parametriza-
ce se provadi pomoci fo, = 0,1 az 0,6, jakozto nasobku Hp, pficemz se predpoklada
exponencialni pokles promichavani s postupnym vzdalovanim od hranice.

Jednim z pozorovanych projevil prestielovani je vétsi rozmér heliového jadra
u ¢ervenych obri dle asteroseismologickych méfeni (Montalban aj. 2013). Pro Slun-
ce se také pozoruji odchylky pod tachoklinou, tj. rozhranim mezi zénou zativé rov-
novahy a konvektivni zénou, i kdyz ty mohou souviset téZ s chybnymi opacitami
(Bailey aj. 2015).
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Stavova rovnice a Sahovy rovnice 12.5

Cilem dokonalejsich modelt konvekce (napf. Viallet aj. 2013), je popsat tur-
bulentni proudéni bez volnych parametrd, se skuteénym rychlostnim polem v, bez
omezujicich pfedpokladt (dQ # 0), nejlépe véetné magnetického pole B, proceZ jsou
potiebné rovnice MHD. Nejlepsi by bylo, kdyby pro Slunce zaroven vysly oscilace B
s periodou okolo 11 let.

12.5 Stavova rovnice a Sahovy rovnice

Celou soustavu uzavira jako obvykle stavova rovnice pro hvézdnou latku:

p=_"
[y

1
ET Aeg(p, T) + gaT‘1 (310)

kde je zohlednén idealni plyn, elektronova degenerace, tlak zafeni (fotonovy plyn)
i ¢asteéna ionizace jakozto zévislost u(Q).

Nesmime proto zapomenout, ze nedilnou soucéasti soustavy rovnic je soustava
Sahova, ktera popisuje stupné ionizace x} jednotlivych prvki (pfipadné molekul)
pti LTE:

ot 22 KT)E 27 X
P, = ( ﬁme}z?) (kT)? Z’" e kT pro Yy, Vr, (311)
J J

kde P. oznacuje tlak elektronového plynu, me hmotnost elektronu, Z7 partiéni
sumu, x; ioniza¢ni energii; spolu s normovaci podminkou Yo ;=1 pro Vj. Pak
pocet volnych elektronti na jeden atom je:

Q= Z vj Zm:; , (312)
7 T

coz pifmo ovliviiuje stfedni molekulovou hmotnost y = g kde ;i = g Z‘)—i)_l

12.6 Okrajové podminky v centru

Aby FeSeni soustavy diferencidlnich rovnic bylo jednoznacné, musime predepsat ro-
zumné okrajové podminky. Pro Mpr = 0 (tj. centrum) mame z definice Lr = 0,
R = 0. Urc¢itym problémem je R ve jmenovatelich, avsak zaroven se vyskytuji Mz
nebo Ly v citatelich, vyrazy by tedy nemély divergovat. Pfi numerickém feSeni to
ovSem musime oSet¥it (viz Harmanec a Broz 2011).

12.7 Okrajové podminky na povrchu

Pro Mrp = M,, coz je parametr problému, nelze pfedepsat nic, R, Lg, ani T,
protoze predem nevime, kolik to vyjde, a nesmime ,,znasilnit“ model. Pouze vime,
ze v atmosfére p — 0, P, — 0. Spravné bychom méli pouzit sofistikovany model
atmosféry, ktery by mimochodem poskytoval kompletni syntetické spektrum, my
v8ak pouzijeme ten nejjednodussi (Sedy).
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12 Druhé hvézdy

Seda atmosféra. Uvazovat budeme planparalelni (tenkou) atmosféru a rovnici pie-

nosu bez rozptylu (u = cos ¥, dr = kpdx, kde x je hloubka, i kdyZ referenéni smér
pro p je nahoru):

I j

'udT K

Zavedeme-li skaldarni momenty intenzity (viz obr. 92):

~ 1. (313)

1

=— [ Id 314
4 @ (314)
-1 [ (315)
= - w

1 | Trdw,

1
K= / Ip29dw, (316)

pak nulty integral rovnice prenosu:

—i/ludw:l/dw—/ldw,
dr K

vychazi:
dH
a_j_
dr K
kdezto prvni integrél (po nasobeni p):
dK
~SS—o0-H.
dr
2| b g
Ip + 1y cos®
Iy + 11 cose + 4 c0s?0 =—
1F / 1
S0 \
.l |
2 L Il Il Il Il ]
2 1 0 1 2
x]

Obr. 92 — Zavislost intenzity na sméru od osy, pokud je I(9) = Iy + I1 cos 9 + I cos? 9, kde
Ip =1, I = 0,66, I = 0,33, i kdyz v realnych situacich je casto Ip > I1 > Ia.
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Okrajové podminky na povrchu 12.7

Zaroven pozadujeme, aby H odpovidalo hvézdé, tzn. predpokladanému L, R,
nebo Teg, dle jejiho defini¢niho vztahu L, = 4nR20T%, pak:

L 1
=__* _— _ 74
16m2R?  an’ e

jinymi slovy je H = konst. Integrace 1. integralu (podle 7) je tudiz trivialni:
K=Hr+C, (317)

kde C' je integracni konstanta, kterou zatim nezname.

Eddingtoniv trik spo¢iva v tom, Ze obecnou I(u) jednoduse rozdélime na horni
poloprostor a dolni poloprostor: I = I; pro u > 0, I = I pro pu < 0, kde I, I
nezaviseji na p, jen na 7. Pfitom Iy(7) = 0 pro 7 = 0, tj. okrajova podminka na
wvrsku® fotosféry. Pak ovSem lze snadno spocist vSsechny momenty:

1
Jzi(ll—FIQ),
=10 _n

_4 1 2)>

1
K=-(L1+1)
6
a uvidét, Ze i pro poloprostorovou intenzitu plati uzaviraci relace:
1
K= §J pro V7

a zaroven:
J=2H pro7=0.

Dosadime-li oboji do (317), obdrzime obratem C = 2H.
Dosadime-li prvé do (317) (se 0 = ¢):

1ec 1 2
Z_qT* = —oT? z
gan’ T an’ et <T+ 3) ’

ziskdme teplotni profil atmosféry:

1
T4(1) = §Tjﬁ (;)T + 1) , (318)

tzn. ze nemusime vilbec Tesit jeji energetiku.

Hydrostatickd rovnovaha. Nakonec nam tedy pro popis atmosféry staci pouze
1 rovnice, konkrétné hydrostatickd rovnovaha, nebot 7T(7) zname a P, = Py(p);
kontinuita je trivialni. Mame:
dpP
a =9p,
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12 Druhé hvézdy

coz zapsano v optické tloustce:

dx

— 1
P g

— 2
dr &’ (320)

s okrajovou podminkou 7 = 0, x = 0, P, = 0. Integrujeme numericky smérem dolu,
pocitame pritom zavislé veli¢iny P,q = %aT‘l, P = Py + Praa, p = Pyl77*. Opacitu

pro jednoduchost bereme dle Bell a Lin (1994). Ve Fortranu 77 bychom psali:

tau = 0.d0
x = 0.d0
P_g = 0.d0

do while (tau < tau_max)

T = (0.5d0*Teff**4*(1.5d0*tau + 1.d0))**(0.25d0)
P_r = 1.d0/3.d0xa*T*x4

P=Pg+P.r

rho = P_g*mu*m_u/ (k*T)

kappa = kappa_func(rho, T)

write(*,*) tau, x/1.d3, P, P_g, P_r, rho, T, kappa

dx = dtau/(kappa*rho)
dP = g/kappa*dtau
dP_r = a/4.d0xTeffx**4*dtau

dP_g = dP-dP_r

P_.g = P_g + dP_g
tau = tau + dtau
X = x + dx

enddo

Resenim (jako obr. 93) nékolika fotosfér (rtizné Ly, R,) ziskdvdme vhodné okra-
jové podminky pro modely nitra (na 7 = 2/3), avSak musime pfedepsat pouze relace
mezi velicinami R, P, Ly, T, nikoli veli¢iny samotné, protoze a priori nevime, kolik
to vyjde!

Shrnuti: jsou soustavou 4 diferencidlnich nelinearnich rovnic 1. fadu se smiSe-
nymi okrajovymi podminkami, pro 4 neznamé funkce R(Mp), P(Mg), Lr(Mg),
T(Mpg) 1 nezévislé proménné Mp.

12.8 Vyvojové rovnice stavby

Pokud bychom chtéli zaroven studovat vyvoj v ¢ase, musime zménit chemické slo-
zeni a promichat (netfepat):

é?)f . Gj
W*Zafj’ (321)

J
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Pocatecni podminky 12.9

5107
14000 | P
12000 | //"‘_' 4107
10000 /
_ i 31407 o
T 8000 - 5
Q. pe =2
6000 |/ 12107 =
/:‘ P —
4000 | Py —
P, — 107
2000 Holweger and Mueller (1974)
p
0 L L 0
0 0.5 1 15 2
(]
Obr. 93 — Profil sluneéni fotosféry, znazornujici tlak P a hustotu p v zavislosti na optické

tloustce 7. Pfedpokladdme Sedou atmosféru a porovnavame ji s daty Holweger a Miiller (1974).

kde €; oznacuje mérny vykon jednotlivych reakci a or; mérnou energii hvézdné latky,
ktera by se celkové uvolnila pfi dané reakci, a:

B fK YdMpg

Y =
: Jx dMr

pro VK, (322)

nebot v kazda konvektivni zéna (vnitini i vnéjsi) je poklddana za dokonale promi-
senou a chemicky homogenni. Obdobné bychom postupovali pro X, Z, pfipadné
jednotlivé izotopy.
V tepelné rovnovaze (294) musime uvazit i ¢asové zmény vnitini energie a vyko-
nanou praci:
dlp _ U 1,dp
AMp e Ty T

(323)

Pokud by se hvézda vyvijela opravdu rychle, mizeme situaci zkusit zachranit tim,
ze do (291) vréatime inercidlni ¢len (zrychleni):

P GMp 1 R -
dMpr ~ 4nR*  4nR2? o2

12.9 Pocateéni podminky

Pocateéni podminky se nejcastéji predepisuji ve fazi hydrostatické protohvézdy (tzn.
pred hlavni posloupnosti), kterd byva plné konvektivni, nebot protohvézdy jsou
chladné, latka je ve stavu ¢astecné ionizace, ma vysokou opacitu, ¢ili je vsude splné-
na Schwarzschildova podminka V,q < V;.q. Pfi dokonalém promichéavani mtuzeme
predpokladat X = konst., Y = konst., Z = konst. pro vSechna Mg, zvolené tak,
aby odpovidaly zvolené populaci hvézd.
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12 Druhé hvézdy

Shrnuti: vyvojové rovnice stavby jsou soustavou 7 integro—diferencidlnich neli-
nearnich rovnic 2. fadu se smiSenymi okrajovymi podminkami, pro 7 nezndmych
funkci ]‘1’(]\4}37 t), ]D(]\fR7 t), LR(MR, t), T(MR, t), X(MR, t), Y(MR, t), Z(]\fR7 t)
2 nezavislych proménnych Mg, t.

12.10 Numerické feSeni metodou FVM

Jednim ze zptusobt numerického Feseni je integrace ptes (neinfenetizimalni) objemy
(FVM), v nasem pfipadé kulové slupky vymezené zvolenymi hodnotami M;. Na-
misto neznadmych spojitych funkci méme nezndmé diskrétni veli¢iny R;, P;, L;, T},
X;,Y;, Z; pro j = 1..M, pri€emz tyto jsou definované uvnitt objemu (P;, T}, Xj,
Y}, Z;) nebo na jeho hranici (R, L;). Provedeme-li zaroven nejjednodussi Eulerovu

diskretizaci v Case:
oy | yntl_yn
ot St : (325)

apod. pro ostatni veli¢iny, a dosadime-li vSude jinde hodnoty veli¢in v novém ¢a-
se t"T1, ziskdme implicitni metodu, v ramci které bychom museli vyiesit nelinedrni
soustavu 7M rovnic. Symbolicky ji zapiSeme pro vSechny veli¢iny najednou jako:

F;=0 j=1.7M. (326)

Soustavu nelze jen tak invertovat (je stéle nelinedrni). Dosadime-li do ni odhad
(napf. FeSeni z predchoziho ¢asového kroku, jednoduchy polytropicky model) jisté
nebude splnéna:

F; #0.

Ke skutec¢nému teseni se miizeme piiblizit metodou Newtonovou—Raphsonovou,
kterd pro jednorozmérnou funkei f(z) funguje jako na obr. 94.

Y f(x) teéna

kofen

A
/ Tnt+1 Tn

Obr. 94 — Schéma jedné iterace Newtonovy—Raphsonovy metody pro hledani kofent funkce
f(z) = 0. V bodé z,, zkonstruujeme pomoci derivace f’(xy) teénu, jejiz prisecik s osou  nam da
novou hodnotu x,,41, ktera je blize kofenu.

V nasem mnoharozmérném pripadé vlastné hleddme mnoho kofeni, jedna iterace
NR vlastné pfedstavuje nalezeni intervali AX} (neboli oprav veli¢in):

Sk

™

OF; ,
Fi+) 5 Xjk AX, =0 proVj, (327)
k=1
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coz evidentné spociva v feSeni linedrni soustavy rovnic; matice J;;, se nazyva jakobi-
an. Je nanejvys vhodné, kdyz jsou rovnice thledné usporddané, takze Ji je pasové
a inverze snaz$i. Prakticky miizeme vypocet provést programem Mesastar (Pax-
ton aj. 2011, 2013, 2015).

Kdybychom se chtéli obeznamit s tim, kde jsou rovnice v programu zapsany, zacneme v souboru
star/job/run_star.f£90 a postupujeme takto:

do_run_star (1)
runl_star (2)
EVOLVE_LOOP:
STEP_LOOP:
star_evolve_step (3)
do_evolve_step_part2 (4)
IMPLICIT_MDOT_LOOP:

do_struct_burn_mix (5)

do_hydro_converge (6)

do_hydro_newton (7)

hydro_newton_step (8)
newt (9)
newton (10)
do_newton (11)
eval_equations (12)
eval_equ (13)
eval_equ_for_solver (14)
ZONES_LOOP:
dol_dlnd_dt_eqn (15)
e00 (16)

kde se na 16. urovni vnofeni (!) vyskytuje zapis jednoho z ¢lent jedné z derivaci jedné z rovnic
(konkrétné kontinuity) do jakobidnu.

12.11 Znaceni vyvojovych stadii

Abychom se neupsali, oznac¢ime si vyvojova stadia nasledujicimi zkratkami:

PS ... nerovnovaznd protohvézda (angl. protostar)
pre-MS ... hvézda pred hlavni posloupnosti

MS ... hlavni posloupnost (main sequence)

SGB ... vétev podobrtu (subgiant branch)

RGB ... vétev Cervenych obru (red giant branch)
HB ... horizontalni vétev (horizontal branch)
AGB ... asymptotickd vétev obri (asymptotic giant branch)
TP-AGB ... termalni pulzy

post-AGB ... hvézda po AGB

NB ... obéalkova mlhovina (nebula)

WD ... bily trpaslik (white dwarf)

BD ... hnédy trpaslik (brown dwarf)

RD ... Cerveny trpaslik (red dwarf)

BSG ... modry veleobr (blue supergiant)

RSG ... Cerveny veleobr (red supergiant)
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WR ... Wolfova—Rayetova hvézda

SN ... supernova

NS ... neutronovd hvézda (neutron star)
BH ... Cerna dira (black hole)

Dale budeme samoziejmé uzivat pismena odpovidajici Harvardské spektralni

klasifikaci: O, B, A, F, G, K, M, L, T. Pripadné podrobné&jsi ¢iselné ¢lenéni O2

08, B0 ...B8, atd.
Dalsi méné casté zkratky necht jsou: WN tj. WR s ¢arami N; WC WR s C;

LBV svitivd modra proménnd, Of O s emisnimi ¢arami.

12

.12 Vyvojové procesy

Vzhledem k tomu, Ze se procesy mohou opakovat, nema cenu je vysvétlovat vicekrat.
Proto o nich pojedname jen jednou a uvedeme faze, ve kterych se zejména uplatnuji.

1.

kontrakce — ohrev: Kazdy normalni plyn se pfi stlaceni zahieje, neni-li v kon-
taktu s néjakym rezervoarem, ktery by jeho teplotu udrzoval. Pro adiabaticky
déj (dQ = 0) a zaroven platnou stavovou rovnici ostatné mame P = Kp? =
p/(umy)kT, neboli p? 1T = k/(Kum,), coz pii v > 1 znamend ohfev pfi
kontrakci. Ve hvézdé jde zejména o kontrakci jadra. Uplatiuje se ve fazich SGB,

RGB.

. expanze — ochlazeni: Samoziejmé je mozny i proces opacny. Casto se jedna

o expanzi obalky; oba procesy probihaji zdroven, nebotf po kontrakci jadra se
néco stat musi. Pro¢ nekontrahuje také obalka? Kdyby mohla, kontrahovala by
uz predtim, avSsak nyni do ni pfichazi vice tepelné energie! Uplatiiuje se opét ve
fazich SGB, RGB.

. hoteni H v centru: Termonuklearni reakce jakozto kladny ptispévek k d@ hvézdu

vlastné neohtivaji, nybrz vyrovnavaji ztratu (zaporné d@), a tim zpooomaluji
kontrakci. Udrzuji hvézdu velmi blizko hydrostatické rovnovahy, vSechny stavové
veli¢iny se méni pomalu. Jedna se samoziejmé o nejdelsi fazi MS.

. rust stredni molekulové hmotnosti u: Podstatnou zménou je vsak zména chemic-

kého slozeni, pfi¢emz ve stavové rovnici P = p/(umy)kT, je p ve jmenovateli.
Pro ¢isty plné ionizovany vodik by bylo u = 1/2 (1 proton, 1 elektron s m = 0;
2 ¢astice), pro Cisté helium p = 4/3. Tomu odpovidd mensi tlak P i VP (i kdyz
ne nutné). Latka se ndm méni ,pod rukama‘, stava se mékéi. Jednd se o hlavni
vyvojovy proces na MS.

. pokles opacity k chemicky: Rozptyl na volnych elektronech je zdaleka nejvyznam-

néjsi zdroj opacity v plné ionizovaném plazmatu, kde nejsou mozné vazané—volné
natoz vazané—vazané prechody. Pak x logicky klesa, nebot elektrony anihiluji
s pozitrony, uvolnénymi retézcem pp nebo cyklem CNO. Ostatné tomu odpovi-
d4 i ptiblizna Kramersova opacita, x = 0,19 cm? g~ (1— X), kde pifmo vystupuje
abundance vodiku. Uplatniuje se taktéz na MS.

. horeni H ve slupce: Po poklesu X, — 0 se maximum €, pfesouva ven, ¢emuz

fikdme hofeni ve slupce. Pokracuje témét neustile od SGB — AGB.
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7. rist opacity k rekombinact: Obzvlast po zminované expanzi/ochlazeni obalky lze
ocekavat, ze vazané—volné a vazané—vizané prechody zvysi k. Pak vznikne (nebo
se roz§iff) konvektivni zéna, naroste od povrchu smérem dovnit¥, az je vétSina
objemu konvektivni. Zptsobuje prvni vyneseni prvka do atmosféry; uplatniuje se
ve fazi RGB.

8. vznik degenerovaného jddra: Elektronovy plyn vykazuje pii vysoké hustoté (ane-
bo ekvivalentné nizké teploté) degeneraci, neboli prudky nértst tlaku kvili Pau-
liho vylucovacimu principu. VP by u méalo hmotnych hvézd zastavil dalsi kolaps;
neni vsak dost casu, aby se takto vyvinuly. Situace jinak nastava ve fazi RGB.

9. chlazeni neutriny: V uréitych kratkych fazich, kdy je vysoka centralni teplota T,
miize byt |e,| > enuc. Pak ovSem nutné nastava rychly kolaps jadra. Jedné se
o prechod mezi RGB/HB a krétké faze TP-AGB, WR.

10. He zablesk v jadre: Vysoce degenerovany plyn mé velmi zvlastni vlastnost: pii
dodéani dQ se nezvysi T, tedy ani P, nedojde k zadné expanzi, pouze ke snizeni
stupné degenerace ¥. Hofeni He proto zac¢ina piekotné, dokud 1 — 0. Piislusna
Salpeterova reakce (3a) kvili chlazeni neutriny za¢ind mimo centrum. I kdyz
Lue ~ 10'° W, na povrchu se piilis neprojevi. V té souvislosti ovem nastévaji
oscilace celé hvézdy. Jedna se opét o prechod RGB/HB.

11. hoteni He v centru: Druhy zdroj kupodivu neznamend zvyseni zafivého vy-
konu L. Musi se totiz uvazit interakce dvou slupek — expanze jadra zptisobi
expanzi H slupky, snizeni ey i znacny pokles celkového L. Vzhledem ke strmosti
enuc(T’) ofekdvame navic konvektivni zénu v centru. Jedna se vlastné o obdobu
MS, ale odlisujeme ji jako HB.

12. horeni He ve slupce: Analogicky se hvézda vyviji pii Y. — 0, obdobné jako na
RGB, avsak tentokrat hovotime o fazi AGB. Obé vétve lezi blizko sebe a ¢asteéné
se prekryvaji. V atmosféie se pozdéji objevuje druhé vyneseni.

13. He zablesky ve slupce: Postupné dochazi ke ztencovani slupek H a He, ptiblizova-
ni slupek, jejich interakci, pti niz kvili degeneraci na spodku He slupky nastava
prekotné hoteni He a silny ohfev. V horni ¢asti pfitom vznikne maléa konvektivni
zonicka a dojde k docasnému vyhasnuti H slupky. Tepelné pulzy trvaji fadoveé
102 yr, intervaly mezi pulzy 10* yr. P¥ipadné dochézi ke tfetimu vyneseni, pokud
se konvektivni zéna propoji s vnéjsi. Jedna se fazi oznacovanou TP-AGB.

14. ztrdta hmoty: At uz jde o hydrodynamicky vitr, vitr fizeny zafenim, supervitr,
pulzace obalky, nebo pouze o néjaky semiempiricky predpis, hvézda v pozdnich
fazich prodélava zasadni zménu hmotnosti. Jedna se predevsim o faze RGB,
AGB, post-AGB, WR.

15. hoteni C': Pro hmotnéjsi hvézdy dochézi i k reakcim uhliku, pfi némz v nitru
vznikaji izotopy Ne, Mg, Jedna se opét o fazi AGB, potazmo WD se slozenim
O/Ne/Mg.

16. vznik Fe jadra: Pokracujici zachycovani ¢astic a vede az ke vzniku jader skupiny
zeleza (obr. 91), kterd maji maximélni vazebnou energii na nukleon. Pak nastava
nevyhnutelny kolaps, pfi némz hraje roli fotodisintegrace jader Fe (zpét na «),
neutronizace, vznikd NS nebo BH, v zavislosti na detailni struktute jadra pred
kolapsem.
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Obr. 95 — Hertzsprunguv—Russeluv diagram, tj. zavislost zafivy vykon L versus efektivni teplo-

ta Tog, pro hvézdu s hmotnosti M = 0,05 M neboli hnédého trpaslika. Kratka faze hofeni deuteria

(oranzové) meni néasledovana hofenim H, ¢ili trpaslik pozvolna chladne, kontrakce je zastavovana

degenerovanym plynem. Vyvoj byl ukoncen v ¢ase 13,7 Gyr, odpovidajicim stafi vesmiru. Vypocet
programem Mesastar (Paxton aj. 2015).

17. ohtev neutriny: Hustota latky v okoli proto-NS je natolik vysokd, ze se uplat-
nuje prenos energie neutriny, ktera jsou pri slabych interakcich s latkou terma-
lizovana. Probiha nukleosyntéza r-procesem (zachycovani neutront rychlejsi nez
rozpad 3~ ) nebo p-procesem. Pfitom lze ocekavat uréité nestability (viz kap. 11).

12.13 Vyvoj hvézd ruznych hmotnosti

Zkusme nyni stru¢né popsat, jak se lisi vyvoj hvézd podle jejich poc¢atecni hmotnos-
ti. Kdyz se z mezihvézdné latky vydéli kolabujici protohvézda, zpocatku je mozno
kolaps povazovat za izotermalni, pozdéji za adiabaticky. Na HR diagramu by tomu
odpovidal pohyb za Hayashiho linii. Po dosazeni hydrostatické rovnovahy konvek-
tivni protohvézda sestupuje podél Hayashiho linie a posléze se posouva ke hlavni
posloupnosti. Méné hmotné hvézdy se ptritom jevi jako objekty typu T Tauri, pfip.
FU Orionis, vice hmotné jako Herbigovy hvézdy Ae nebo Be, nejhmotné;jsi pak jako
RSG, BSG. Schematicky bychom to mohli popsat jednoduse jako:

PS — pre-MS — MS ...

Co se tyka nasledného vyvoje, u hvézdy s hmotnosti M > 0,013 M dochazi
pouze hoteni deuteria, D+p — 3He+e™ +, (obr. 97). Zpocatku je plné konvektivni,
posléze zéna ustupuje (obr. 96). Kolapsu bréni degenerovany plyn, pouze postupné
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Obr. 96 — Kippenhahntv diagram (pro M = 0,05 M), ¢ili vnitini struktura vynesené ve hmot-
nosti Mg a v zavislosti na case t. Konvektivni zéna je znacena modfe; zény hofeni zde nejsou

patrné.
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Obr. 97 — Abundance jednotlivych izotopt v centru (pro M = 0,05 M). Ve fazi pred hlavni
posloupnosti je patrné pouze horeni deuteria, jinak abundance zustavaji konstantni. Zobrazen je
pouze kratky usek do 10 Myr.

chladne (obr. 95). Hvézda spektralniho typu T i jeji konefné stadium se nazyva
hnédy trpaslik, coz zapiseme jako:

T — BD (D)

Podobné se vyvijeji hvézdy s M > 0,060 M, ale dochazi u nich navic k horeni
lithia:

L — BD (Li)
Hvézda s M > 0,10 M, je cerveny trpaslik. Jeji konecné stadium by byl he-
liovy podtrpaslik, ale evidentné neni ¢as, aby se vyvinul (v mladych otevienych

hvézdokupéch naopak viddme spiSe fazi pre-MS):
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M8 — He sd

Pro M > 0,25 M jde opét o cerveného trpaslika, ale tentokrat by vystoupal
nad hlavni posloupnost mezi ,podobry“. Na konec¢né stadium, heliového bilého
trpaslika, ale opét neni cas:

M5 — SGB — He WD

Pro M > 0,60 Mg nastava urcité stoupani podél Hayashiho linie, avSak degene-
race zabrani dalsimu kolapsu jadra a hoteni helia, ¢ili:

K5 - SGB — RGB — He WD

Pro Slunce s M > 1,0 My, jiz o¢ekdvame komplexni vyvoj (obr. 98), komplexni
zmény konvektivnich zén (obr. 99), fazi hofeni He (obr. 100) véetné zableskt, ¢emuz
odpovida kone¢né stadium uhlikovo/kyslikovy bily trpaslik:

MS G5 — SGB — RGB — HB — AGB — TP-AGB — post-AGB — NB
— C/O WD

4 - ‘
T post-AGB He shell
—
o tash
3 B .
102

c 27 He core i
> -
7]
S
~
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kel

1 B .

10"
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- ‘ ‘ e
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Obr. 98 — HR diagram pro Slunce s po¢ateéni hmotnosti M = 1 Mg . Cerné jsou podél vyvojové
stopy pripsany jednotlivé faze, od pre-MS do post-AGB. Barevné jsou vyznac¢eny obdobi hofeni H
v centru (¢ervené), hofeni H ve slupce (zluté), hoteni He v centru (modie), hofeni He ve slupce
(bledg). Carkované jsou vyneseny linie konstantniho poloméru, dle vztahu L = 47{R20T§ﬁ. Béhem
stoupani podél RGB je patrna mala zastavka (angl. dip). Je zptsobena priichodem zény hoteni
diskontinuitou v chemickém slozeni tam, kam zasdhla konvektivni zéna, jez zpusobila zvyseni X
na Xguf — pokles p — pokles T' — docasny pokles enuc. U hvézd s nizsi metalicitou bychom
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v ramci HB také oéekavali vyraznou modrou smycku (k vyssim T,g). Podateéni abundance helia

byla zvolena Y = 0,274, metalicita Z = 0,01954, opacity dle Grevesse a Noels (1993), parametr

konvekce a = 2,1, parametricky Reimersiv vitr (ve fazi RGB) s u¢innosti n = 0,6, Blockeruv vitr
(AGB) s n =0,1.

RGB HB AGB 1Pace WD TP-AGB

T
convection ——
starmass ——
burning 4k i
burning ——

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3 [ —== - - E
0.2
0.1

Mg /Mg

0 Il
11700 11750 11800 11850 11900 11950 0 01 02 03 04 05
t[Myr] £l [Myr]

Obr. 99 — Kippenhahniv diagram (pro M = 1 Mg) v pozdnich fazich vyvoje (RGB az WD).

Vyznaceny jsou nejvyse 2 nejvétsi konvektivni zény a 2 zény hofeni (H, He). Zejména na konci faze

RGB dochézi ke ztraté na 0,7 M, pozdéji az na 0,5 M. Vnéjsi konvektivni zéna ustupuje pred

tenkou slupkou H. He zablesk zde nastava v case asi 11,85 Gyr. Na konci je patrné dohofivani obou

slupek az k povrchu. Detail vpravo zachycuje kratkou fazi TP-AGB, béhem které je patrnych pét

He zablesku ve slupce, cili tepelnych pulzti. Na hranici rozliSeni jsou doc¢asnd vyhasnuti H slupky
a malé konvektivni zény.
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Obr. 100 — Abundance v centru (pro M = 1 Mg) pro vSechny izotopy uvazované sité reakci,

zahrnujici fetézec pp, cyklus CNO a reakce az po 24Mg. Béhem faze HB se spotiebovava He

v centru. Nahlé zvyseni Y v case 11,92 Gyr souvisi s pocatkem prfemény O na C a rozsifenim

centralni konvektivni zény. V koneéném stadiu (WD) je jadro tvofené predeviim kyslikem 160
a uhlikem 12C.

Pro M > 1,3 Mg je obdobné situace, pouze poloha na hlavni posloupnosti je
vice vlevo nahote. Uvadime ji zde kvili odlisné spektralni tiidé (na MS):

F5 — dtto
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Pro M > 1,8 M, je obdobné obdobné situace:
A5 — dtto

Pro hmotnost M > 5 M, sled reakci pokrac¢uje az za cyklus CNO (srov. obr. 90),
tudiz kone¢né stadium je kyslikovo/neonovy /hotéikovy bily trpaslik:

B4 — SGB — RGB — HB — AGB — TP-AGB — post-AGB — NB
— O/Ne/Mg WD

P#i hmotnosti M > 10 Mg, je natolik vysoky zafivy vykon, Ze prechody mezi
fazemi jsou na HR diagramu viceméné vodorovné. O moc vyse uz hvézdy ani byt
nemohou, nebot se blizi Eddingtonové limité. Jevi se jako mod¥i nebo ¢erveni ve-
leobri, v nichz vznikne jadro Fe, coz konéi explozi supernovy typu II a konecné
stadium je zpravidla neutronova hvézda (obr. 104):

B1 — BSG — RSG — SN — NS

Pro M > 20 Mg lze ocekavat natolik zasadni ztratu hmoty hvézdnym vétrem,
ze vznikne WR hvézda s atmosférou obohacenou o “N. Konec¢né stadium je jisté
neutronova hvézda nebo ¢erna dira, podle toho, je-li exploze supernovy uspésna ¢i
nikoli:

08 — BSG — WN — SN — NS nebo BH

Pro M > 25 Mg, také vznikne WR hvézda, ale jeji atmosféra je navic obohacena
o0 12C; konéi spise kolapsem do ¢erné diry:

07 — BSG - WN — WC — SN — BH

Pro M > 40 M, 1ze po opusténi hlavni posloupnosti odlisit stadium Of, ale jinak
je situace obdobna:

05 - Of - WN — WC — SN — NS nebo BH

Koneéné pro M > 85 M, o¢ekévame fazi vyrazné proménnosti (LBV), jinak je
situace obdobna obdobné (viz obr. 101, 102, 103):

02 —- Of - LBV - WN — WC — SN — BH
Zdtraznéme, ze exploze supernovy mize mit vicero moznych vysledkd; i pro
prakticky stejnou pocateéni hmotnost M; se lisi konec¢nd hmotnost M. Funkce

M;(M;) s vice hodnotami ovSem neni funkce! Divodem jsou patrné interakce mezi
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Obr. 101 — HR diagram pro hvézdu s poc¢atecni hmotnosti M = 85 M. Metalicita byla volena
Z = 0,02, opacity dle Grevesse a Sauval (1998) pro latku obohacenou o C/O (tzv. typ 2), G¢in-
nost vétru n = 0,8 (dle Vink aj. 2001, Nugis a Lamers 2000), parametr konvekce o = 1,5 (dle
Henyey aj. 1965), dale bylo pouzito Ledouxovo kritérium, parametr semikonvekce agemi = 0,01,
termohalinni cirkulace oy, = 2 (Kippenhahn aj. 1980), prestfelovani aov = @, s exponencialni
poklesem popsanym fo = 0,0005, fov = 0,001. Na grafu je zobrazen relativné maly rozsah zarivych
vykonu. Hvézda nepostoupila ani do faze RGB mimo jiné diky ztraté hmoty zptsobené vétrem.
Vypocet byl zastaven na zacatku kolapsu, pred explozi SN.

nékolika slupkami C, O, které velmi citlivé zaviseji na jejich vzajemnych vzdalenos-
tech (Pejcha a Thompson 2015, Sukhbold aj. 2018).

[124] GREVESSE, N., NOELS, A. Cosmic abundances of the elements. in Origin and evolution of
the elements, eds. M. Prantzos, E. Vangioni-Flam, M. Casse, Cambridge: Cambridge Univ.
Press, 1993.

[125] GREVESSE, N., SAUVAL, A. J. Standard solar composition. Space Sci. Rev., 85, 161, 1980.

[126] HARMANEC, P., BROZ, M. Stavba a vyvoj hvézd. Praha: MatfyzPress, 2011. ISBN 97880-
73781651.

[127] HENYEY, L., VARDYA, M. S., BODENHEIMER, P. Studies in stellar evolution. III. The cal-
culation of model envelopes. Astrophys. J., 142, 841, 1965.

[128] HOLWEGER, H., MULLER, E. A. The photospheric barium spectrum - Solar abundance and
collision broadening of BA II lines by hydrogen. Sol. Phys., 39, 19-30, 1974.

[129] IBEN, I. Stellar evolution physics. Cambridge: Cambridge Univ. Press, 2013. ISBN 97811070-
16569.

[130] KIPPENHAHN, R., RUSCHENPLATT, G., THOMAS, H.-C. The time scale of thermohaline mi-
zing in stars. Astron. Astrophys., 91, 175, 1980.

[131] LANGER, N., FrICKE, K. J., SuciMOTO, D. Semiconvective diffusion and energy transport.
Astron. Astrophys., 126, 207, 1983.

[132] MAEDER, A. Physics, formation and evolution of rotating stars. Berlin: Springer-Verlag,
2009. ISBN 9783540769484.

[133] MiHALAs, D., MiHALAs, B. W. Foundations of radiation hydrodynamics. Oxford: Oxford
Univ. Press, 1984. ISBN 0195034376.

213



12 Druhé hvézdy

70 : x Lav : ;tar"“:g":% 7 —
60 | 10
® %0 | _".’IIWII"I"H[H“‘“‘"I"“""IHITmmm"__; |
Ll e
g 30 + ..........-uu'--m-mumu||||IIIIIII|II|IIIIII||I|||||||||||||j 7 softened
20 | 1
0 %0 295 3 305 81 315 82
t [Myr]
60 | 1 6
50 | R 5 o
T4t ' T — 1F 4 §’
g i }l Hii'Hiii“iﬂnwmﬁf | B
20 f M \Hﬂl 1H 28
o0 P11 1 O -
. ‘ . 1 . ! L
0 %0 29 3 305 81 815 32
t [Myr]

Obr. 102 — Oddéleny Kippenhahntiv diagram (pro M = 85 M), zachycujici vyvoj po MS.
Nahofe jsou zobrazeny z6ny promichévéni, s rozlisenim konvekce (modie), prestfelovani (zelené)
semikonvekce (zluté) a termohalinni cirkulace (sed&). Dole je zndzornén mérny vykon e termo-
nuklearnich reakci s barevnou logaritmickou skalou. Na konci faze Of, kdy hoti H ve slupce a He
v centru, se v nitru nachdzi 25 zén promichdvani. Ve fazi LBV je zfetelna ztrata hmoty M(t) az
na méné nez 40 Mg . Ve fazi WR se vodikové slupka odhali na povrchu a zdhy zanikne, nebot se
spotirebuje prakticky vSechen vodik. Slupek horeni tézsich prvki je nakonec ve hvézdé vicero.
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Obr. 103 — Abundance v centru (pro M = 85 M) a detail tésné pied explozi SN, se skdlou

v rocich. Po pfeméné He na C/O velmi rychle probé&hne série reakci, kdy zachycovanim ¢astic o

vzniknou jadra se sudym Z a N = Z, tj. zejména 52Fe, 56Ni, ktery se ovSem zahy rozpada

dvakrat A1. P¥i vzniku jadra 56Fe se vyvoj odehrava na $kéle hodin; samotny kolaps poté na
skale sekund.

214



Vyvoj hvézd riiznych hmotnosti 12.13

Obr.
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104 — Konec¢na stadia hvézd riznych pocatecnich hmotnosti M a metalicit Z. Pro jednoroz-

mérné modely pfedchiideii byla pouzita jednoduchd parametrizace nasledné exploze, Lye/Lerit =
p[M /(0,4 Ms~1)9, se zvolenymi parametry p = 0,18, ¢ = 1,5, tak aby odpovidaly 2D nebo 3D
modeltim explozi. Zelené jsou znaceny neutronové hvézdy, cerné cerné diry, oranzové diry vznika-
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A Skalary, vektory a operatory

Méjme redlné ¢islo (skalar), oznacované jednoduse a. Dale méjme vektor, ktery lze
zapsat ve vektorové, slozkové nebo indexové notaci:

a—= (al, az, ag) = Qaj. (328)
Skalarni sou¢in. Skalarni soucin dvou vektort je ¢islo definované jako:
a-b= a1b1 —+ a2b2 + a3b3 = aibi s (329)

pricemz jeho hodnota je zaroven rovna a - b = abcosa, kde vystupuje kosinus
sevieného tihlu. Vyraz a - @ = a® = a? je proto velikost vektoru na druhou.

Vektorovy soucin. Vektorovy soucin dvou vektoru je vektor definovany jako:

7k . A . A . .
axb= ay ag ag| = ’iagag — ’iagbz +j(13b1 — ja1b3 -+ ka1b2 — k(lle = qjkajbk .
by by b3

(330)
Jeho smér je kolmy k a ik b, pfi¢emz jeho velikost |a x b| = absin «, kde vystupuje
sinus sevieného thlu. Vyraz a x a = 0 je tudiz nulovy vektor.
Mezi zminovanymi souciny plati identita nazyvana mnemotechnicky , bac minus
cab‘:
ax(bxc)=b(a-c)—c(a-b), (331)

ktera se casto uziva pri upravach vektorovych rovnic.

Jako skalarni pole oznacujeme funkci prifazujici ¢islo kazdému bodu prostoru,
napt. jde o hustotu p(r). Vektorové pole je funkce pfifazujici vektor kazdému bo-
du prostoru, napt. rychlost v(r). Ruzné derivace téchto funkci je mozné zapisovat
elegantné pomoci diferencidlnich operatort.

Operator gradientu. Operétor gradientu (ces. stoupdni) je vektor definovany jed-
noduse v kartézskych souradnicich:

g;rad:V:(a 9 6).

ox’ dy’ 9z

Gradient skaldrniho pole p(r) je tedy vektor Vp v tom sméru, ve kterém p nejvice
stoupé (viz obr. 105).
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A Skalary, vektory a operdtory

Operator divergence. Operétor divergence (Ces. rozbihavost) tizce souvisi se ska-
larnim soucinem:
a7, 07 a7,
div=V.= =+ 2+ .
ox y 0z

Divergence vektorového pole v(r) je skalar V - v, ktery je kladny, pokud se vektory
v okoli daného mista (spiSe) rozbihaji (obr. 106).

Operator rotace. Operator rotace (Ces. staceni) naopak souvisi s vektorovym sou-
¢inem:

17k

= =|0 90 9
rot = Vx = ox Jy 0z
? ? ?

cx cy z

Rotace vektorového pole v(r) je vektor V x v, jehoz slozka z je kladna, pokud se
vektory v okoli (roviné x,y) stéceji proti sméru hodinovych rucicek; % je pak

kladné a %L; zadporné (obr. 107).

v = (0,52;0;0) v = (2y;0;0)
>
—_—
b — —

Obr. 105 — Priiklady skaldrnich poli v, (r) stoupajicich. Vlevo je pole v, = 0,5z, jehoz Vv, =
(0,5;0;0). Vpravo je vy = 2y, ¢ili Vv, = (0;2;0). Zde jsme pro nazornost vynechali fyzikalni
jednotky. Odpovidajici proudnice jsou zndzornény sedé teckované. Namisto skalarniho pole p(r)
jsme zvolili jednu ze slozek rychlosti, aby se nam velicina dobfe kreslila. Kdybychom operator
gradientu aplikovali na vektorové pole Vv, ziskali bychom tenzor 2. fadu, tzn. matici 3 x 3 s fadky

Vg, Vuy, Vo,.
v = (0,52;0;0) v = (2;y;2)
B — - + —

Obr. 106 — Piiklady vektorovych poli v(r) s kladnou rozbihavosti. Vlevo je pole v = (0,5 x; 0;0),
V-v=0,5. Vpravo v = (z;y;2), V-v = 3.
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Vyvoj hvézd riiznych hmotnosti 12.13

v =(-2y;0;0) v=(-y;2;0)
+ Co+

Obr. 107 — Piiklady vektorovych poli v(r) s kladnym std¢enim v roviné zy. Vlevo je pole
v =(—2y;0;0), V x v =(0;0;2). Vpravo v = (—y;;0), V x v = (0;0; 2).

Krivocaré souradnice. V kiivocarych soutadnicich maji operatory podstatné slo-

vvvvvv

kfivocaré souradnice u, v, w. Diferencial polohového vektoru:

or or or

upravime pomoci velikosti paricalnich derivaci:

huE’g;7 ”E‘g:’ wzg—; (332)
a bazovych vektoru kfivocarych souradnic na:
dr = h,e,du + h,e,dv + h,e,dw.
Element vzdalenosti je pak dan:
ds? = (hydu)? 4 (hydw)? + (hydw)?, (333)
element rizné orientovanych ploch:
dS, = hyhydvdw, dS, = hyhydudw, dS, = hyh,dudv (334)
a element objemu:
dV = hyhyhydudvdw . (335)
Nakonec bez odvozeni uvddime vyjadieni zdkladnich operatori [144]:
Vo= huhlvhw (WU;J e ahuajzhw - 8h1g;;fw> ’ (337)
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B Skalary, vektory a operdtory

1 hye, hye, hyey

9 9 9
huhohy | ;0% 0% 0w |7 (338)
witeTw h’LLf’LL h'Uf’U h”LUf’u)

1 ﬁhvhwg n ghuhwﬁ ihuhvﬁ
hyhohy |Ou hy Ou  Ov hy, Ov Ow hy, Ow

V xf=

(339)

Af=V-Vf=

Sférické souradnice. Pro konkrétni pripad sférickych soufadnic bychom maéli:

x =rsindcosp,
y=rsindsing,

z=rcost,

2 2 2
hy = \/(%) + (%) + (%) = \/COSz’L?COSQ(p+C082195in2(p+Sin219: 1,

(340)
hy =1, (341)
hy = rsind, (342)

které se pouziji pro dosazeni do (333) az (339).

[144] Gradient, divergence and curl in curvilinear coordinates. [online] [cit. 2017-05-05].
(https://www.jfoadi.me.uk/documents/lecture_mathphys2_05.pdf).
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B Tenzorovy pocet

Didda. Patrné nejjednodussim tenzorem (2. fadu) jsou souciny slozek dvou vekto-
5 .56
o atbt a'b® a'v?
ab=a't! = | a®b* a?b? a?V® |, (343)
adbt adh?  ab?

neboli didda. Vypada jako matice a od toho se odvijeji vlastnosti diady. Skalarni
soudin zprava se sloupcovym vektorem ¢ (dle pravidel nasobeni matic) je vektor:

atbt  alb? alv? ct
a?bt  a?b? a?® | | 2 | = (al(bret + b2 +b3¢3);a?(. ) a3(.. ) . (344)
adbt  adh? a3v? 3

Skutecné obdrzime a(b - ¢), ¢ili vektor ve sméru a, s velikosti imérnou projekci ¢
do sméru b. Pfi nasobeni fadkovym vektorem zleva lze obdobné oéekavat (¢ - a)b.
Operace evidentné neni komutativni. Chova se trochu jako ,smeérovnik®: prilozime
vektor a obdrzime jiny vektor.

Dalsi ¢astou operaci je skalarni soucin diady s diddou, coz je tenzor (opét didda):

ab-cd=a(b-c)d= (b-c)ad. (345)

Naopak dvouteckovy soucin diady s diddou je skalar:

ab:ecd=> > a'bt/c'd. (346)
L2

Elipsoid. Na tenzor je také mozné nahlizet jako na elipsoid. Implicitni rovnice
elipsoidu (v zékladni orientaci) je totiz:

$2 y2 2,2

St L= (347)

7 diady obdrzime rovnici ptislusného elipsoidu jako:

r-ab-r=1. (348)

Roznésobime-li:

(zal + ya? + za®)(xb! 4 yb? + 2b3) =
= z2a'b + y2a2b? + 220303 + 2y(atb?+a2bY) + z2(a'b® +a3b1) + yz(a?b34+a3?) ,

56 abychom dodrzeli konvenci z relativity, piseme indexy nahote (viz dale)
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B Tenzorovy pocet

coz je elipsoid vzhledem k osam natoceny, s poloosami A = 1/v/a1b1, atd. Kdyby byl diagonalni,
sladény s osami, méli bychom zfejmé:

1/A%2 0 0
0o 1/B> 0
0 0 1/C?

Operator divergence. Divergence tenzoru je vektor:

(8T11 3T21 + aTSl .

Tll T12 Tl3 ox Jy oz !

_(9.9.0 21 22 23 | _ T2 | ar?2 | 912,
V-T=(gmgypae) | T2 12 1% = 22400010, (349)

T31 T32 T33 o113 | aT23 | 9733 )

ox oy 0z ’

obsahujici v fadku divergence sloupcti. Pokud by $lo o diddu, nezapomenme, ze
operator pusobi doprava na obé komponenty, tzn. V-ab = (V -a)b + a- Vb.

Dalsi piiklady. Praktickym piikladem je tenzor napéti o/, [¢%/] = Pa, vystupujici
napi. v elementarnim vztahu F/dS = n-¢", tzn. na plochu dS s normélou n ptisobi
sila F (obecné v odlisném sméru). Kdyby n = (1;0;0), jednalo by se o plochu
v roviné yz, pficemz piislusné napéti je v prvnim fadku o'7. Toto byla ostatné
veli¢ina, kterd vedla k zavedeni tenzori, nebot ital. tensio = napéti; pak je ovsem
pleonasmem.

Nebo vezméme tenzor momentu setrvaénosti I, [[¥] = kgm?, L = I - &, tzn.
pii otaceni okolo osy @ by mélo téleso moment hybnosti L (v témze sméru), anebo
opa¢né (L se zachovavd, takze se odpovidajicim zptisobem méni o).

Obdobné tenzor malych deformaci €/, [¢¥] = mm™! = 1, du = €% - dr, tzn. jak
se zmeéni posunuti u v deformovaném materialu, kdyz se posuneme o dr.

Zcela jinym piikladem je ovSem metricky tenzor g, , majici obecné rizné jed-
notky slozek, [goo] = m?s72, [g11] = 1, atd. v zavislosti na tom, jaké (kiivocaré)
soufadnice pouzivame. Zname jej ze vztahu ds? = > 2o Guvdat'da, priemz
Juv = €, - €, obsahuje skaldrni souciny bézi; tzn. mezi dvéma udalostmi, které se
lisi o dz#, je vzdélenost ds. Nejenze zde mé fecké indexy 0..3, protoze popisujeme
Ctyfrozmérny casoprostor, ale predevsim ma jiné jednotky, ,néco na metr*. Muze
to byt trochu obtizné poznat, protoze to miize byt také m? na m? = 1 Naznaduje
nam to, Ze se bude chovat jinak pii transformaci soufadnic.’” V rovnicich nelze
bez rozmyslu kombinovat tenzory s indexy dole a nahore. Musime prece dodrzo-
vat jednotky! V Einsteinovych rovnicich pro g, je ostatné na pravé strané tenzor
energie a hybnosti 7),,,, nikoli 7", i kdyZ samotna hustota energie a hybnosti neni
,ha metre.

57 proto piSeme indexy dole
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Kontravariantni a kovariantni slozky. Dokonce muzeme ¢ekat, Ze se mohou ligit
jednotlivé slozky tenzoru. Slozka kontravariantni mé index nahofe; pri zvétSeni
baze dochazi ke zmenseni slozek. Chova se jako souradnice, diferencial souradnic
nebo obycejny vektor. Ostatné si pfedstavme tyz vektor v, pouze v nové bazi:
-—>e = m———— > e,

--=> v = (1;0;0) --=> v/ =(0,5;0;0)

Naopak kovariantni ma index dole; zvétseni baze vede kupodivu ke zvétseni slo-
zek. Chové se totiz jako gradient (derivace podle soufadnic, ,néco na metr*), baze,
kovektor, téz linearni forma. Méjme tyz pribéh funkce p, novou bazi a podivejme
se, jak se zméni gradient Vp:

coz nejlépe osvétluje druhy ascii-art:

P p
. .
. |
. .
|-==1-=> & |-m-mmm |1-> o/

Mezi kontravariantnimi a kovariantnimi slozkami existuje vztah duality. Zdtraz-
néme pro jistotu, zZe skalar na volbé baze nikdy nezavisi, avSak vektor nebo tenzor
N ) s ; v
vzdy. Prvnimu typu odpovida transformace (z* — x7°):

il
9z (350)

!

il _
v oz
i

takze vskutku zvétseni béze (zmengeni ¢drkovanych soufadnic) odpovida zmengeni
slozek vektoru. Druhy typ transformace spo¢iva v prostém prohozeni:

ox’
u' =Y 57l (351)

i

Obecné je tenzor cokoliv, co splnuje nasledujici definici pomoci transformace:

mn.. I 837"” (956"’ axk ag;l ij..
b T Z;;; 9o 0ad T Oxo Dal L M (352)

Z toho je patrné, Ze ne kazda matice je tenzor!
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B Tenzorovy pocet

Inverzni tenzor. Inverzni tenzor k T;; je definovan pomoci vztahu:

> TUTy =6 = (353)

J

o O =
O = O
= o o

kde §° . oznacuje Kroneckerovo delta (téz jednotkovou matici). Hledani inverzniho
tenzoru je hledanim inverzni matice, ¢ili soustavou rovnic pro j krat j neznamych.
Jeho slozky maji pochopitelné reciproké jednotky, jinak bychom nikdy nedostali 1.

Pro nejjednodussi metricky tenzor (plochy casoprostor, kartézské souradnice):

2

—c 0 0 0
. _ 1 00
G =T =1 g 0 1 0
0 0 0 1
by inverzni byl ziejmé:
-2 0 0 0
g = 0 1 00
0 01 0
0 0 0 1

Metricky tenzor a jeho inverzi lze pouzit pro snizovani indexu:
Y= g T (354)
n

nebo zvysSovani indexu:

T, = g"" T, . (355)
n

Mimochodem pak nutné g#, = §#,. Mizeme tak ménit tenzory kontravariantni na
kovariantni a naopak.

Kovariantni derivace. KdyZ se baze méni, nezbyva nez derivovat jako soucin. Vez-
méme nejprve vektor:

ov 821 Uiel 861

kde derivace baze podle soufadnice je urc¢ité vektor, ktery lze opétovné vyjadrit
jako linedrni kombinaci bazi:

aei k
ori ZF i€k » (357)
k
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pricemz Fki ; se nazyvaji Christofellovy symboly. Nejedna se o zadné operatory ani
tenzory, nybrz koeficienty. Pak:

ov o’ ik o' ki
87@: i @ei‘}’zi:zk:vrijek:; @+Xk:v My ) eis (358)

pokud bez Gjmy zaménime ve druhém clenu ¢ <> k. Zkraceny slozkovy zapis by
byl:?8

kovariantni afinni
derivace konexe
vy o= ol Yy o (360)
~~ k
parcialni

Pro tenzor obdobné (pfedstavme si jej jako diddu):

Tij;k — Ti{k T Z YT, + ZT”FJ’M , (361)
l 1

kde jsme pouze museli poposunout indexy j, k — k, [, protoze tenzor sdm ma dva.

Jediny tenzor, ktery se pii kovariantni derivaci neméni, je pravé metricky g, .
Je to logické, vsechny zmény béazi jsme pracné kompenzovali. To ale znamena, Ze
vlevo méme nulu, a mizeme vyjadrit I' z g! Konkrétné:

0= gl“/;ﬁ - ZgAVFA,uK - Zgl»t/\FAVn
A A

a po (mnoha) Upravéch:

; 1,
I v = Z 59 A (g)\u,u + I, — gl“’y)\) . (362)
A

[145] DVORAK, L. Obecnd teorie relativity a moderni fyzikdini obraz vesmiru. Praha: SPN, 1984.

[146] KULHANEK, P. Obecnd relativita. [online] [cit. 2018-01-26].
(http://wuw.aldebaran.cz/studium/otr.pdf).

[147) MiSNER, C. W., THORNE, K. S., WHEELER, J. A. Gravitation. San Francisco: W. H. Freeman
and Company, 1973. ISBN 0716703440.

58 Kdyby se jednalo o kovektor (kovariantni slozku), vyuzili bychom (uiui);j = 0 a odvodili:

Uiyj = Ui — Z up T (359)

k

ktery se odlisuje minusy a indexy.
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C Co kdyz zapomenu...

Obcas se mi stane, Ze zapomenu néjakou dulezitou rovnici: Maxwell, Planck, Ein-
stein, Hamilton, Schrodinger, ... Co ted? Zkusim si vzpomenout!

C.1 Co kdyz zapomenu Schrodingera?

Zacneme mechanikou klasickou. Druhy Newtontv zakon znam:

a=—, 363
Z (363)
kde a oznacuje zrychleni (télesa), F silu (na téleso) a m hmotnost (télesa).
Namisto zrychleni a sil 1ze totéz popisovat pomoci energii. Kdyz se jednotlivé
energie méni, néco se déje. Celkova energie H je souctem kinetické T' a potencial-
ni V; oznaceni H odpovida slovu ,hamiltonidan“. Napisme jej konkrétné pro atom
vodiku, neboli elektron; proton zde uvazujeme zcela nehybny, vytvarejici pouze
potencialovou jamu:
p? 1 €2
H=T+V=r———-—, 364
2m  4meg q (364)
kde ¢ ozna¢uje zobecnéné soufadnice (zde ), p zobecnéné hybnosti (zde mv), ¢ per-
mitivitu vakua, e elementarni naboj. Obdobou (363) jsou Hamiltonovy rovnice:

dg O0H p

& m (365)
dp OH 1 e

At~ 9q  dmegq?’ (300

kde dg/dt = ¢ jsou zobecnéné rychlosti, p zobecnéné sily (resp. zrychleni po 1/m).
Pochopitelné, jednotka [H] = J (joule).

V mechanice kvantové je ovSem popis jiny. Nezndmou bude vlnova funkce ¥(r, t),
coz je komplexni funkce souradnic a ¢asu, jejiz kvadrat je hustota pravdépodobnosti;
pravdépodobnost vyskytu elektronu v objemu €2 je pak:

P / I (367)
Q

jednotka [¥] = m~3/2. 1 kdy# je elektron rozprosten, lze mu pfipsat hmotnost m
nebo naboj e. Hledame rovnici pro V.

Nulty ¢len vlevo bude jisté jeji ¢asova derivace, protoze pravé ji chceme znét!
Aby byl rozmér ¢lenu J (bez ¥), musime jej nasobit i = h/2m.5

59 yig napf. energii fotonu E = hf, [h] = Js
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C Co kdyz zapomenu...

Prvni ¢len vpravo bude néjaka prostorova derivace; zména ¥ na ¥ musi zavi-
set. Otédzka je, zda prvni, nebo druhd? Kdyby prvni (V¥), zaviselo by znaménko
(0¥ /0t) na tom, zda je stoupani tak " nebo tak N, coz je nesmyslné. Kdyby
drubd (V- V), zaviselo by znaménko na rozbihavosti (sbihavosti), obdobné jako
v piipadé difuze, coz je smysluplné. Aby byl rozmér ¢lenu J = kgm? s~2, musime
[V - V] = m~2 nasobit h%/m.

Druhy clen vpravo je jen potencial nasobeny W, coz je vahovani; nelze volit
jedinou hodnotu V, je-li elektron rozprostien. Rozmér je J.

Posledni tivaha. Co kdyby ¥ byla jako rovinna vlna, ¥ = W eilkz+wt)? 60 Jeii
¢asové derivace O /0t = iwV a prostorova derivace 92 /9x? = —k*¥ by se nikdy
nemohly rovnat, pokud bychom nedoplnili ,,i“ vlevo a ,,—“ vpravo. Odtud plyne
Schrédingerova rovnice:

ov K2 1 e2
h—=——VW - — . 368
! ot 2m 4reg T (368)

Co vidime bez toho, abychom ji fesili? Predevsim rozbihavost, tzn. kineticka
energie, musi odpovidat vymezovdni, tzn. potencialni energii. Neznamend to, ze
celkova energie (E) elektronu je vzdy nulova! Je-li zdpornd, zistava v jameé (i kdyz
ne presné vymezené); atom je ve vazaném stavu.

Je-li kladné, mize byt kdekoliv od —oo do +o00; atom je ve volném (ionizovaném)
stavu. Vlastné pak neni divod mu fikat atom; spise si predstavujme rozptyl.

Jaka je charakteristickd délka, na niz se méni W7 Nahradime-li derivaci za podil
délkou L (resp. 2. za 2), pak:

h? /s 1 e?
o~ ()
2m \ L2 4meg L
odkud:
I 2n502h2 7
me

coz po dosazeni g = 8,9-10""2Fm~! h = 6,6 -1073*Js, m = 9,1 - 1073 kg,
e=1,6-107""Cda L =2,6-10"'"" m. Jedna se o polovinu Bohrova poloméru, ¢ili
primér ¢inf étyfikrat vice (10719 m). Samoziejmé je tieba byt ve stehu! Blizi-li se
energie nule (zdola), je atom makroskopicky, klidné takhle (10 cm):

| |
I 1

Ve vesmiru vsak nebyva atom sam. ..

C.2 Co kdyz zapomenu Plancka?

Energie fotonu je ' = hv, kde h je Planckova konstanta a v frekvence. Ve statistické
fyzice se pfitom energie (jedné ¢astice) poméiuje teplotou pomoci kT, kde k =

60 iz — cosx +isinx

228



Co kdyz zapomenu Sahu? C3

1,4 10722 JK~! je Boltzmannova konstanta a 7 termodynamicka teplota. Proto
uziji pomér hv/(kT).

Rovnovazné rozdélovaci funkce obsahuji exponencialy, napf. e%, e~ ¥ . Kterd je
spravné? Nesmi divergovat pro v — oo, tzn. druhd, neboli 1/ e?f . Ve jmenovateli je
ovsem tfeba oprava pro v — 0, abychom obdrzeli Rayleightiv—Jeansiv zakon, coz
je polynom. Napisu si Tayloriv rozvoj:

2,8

=1ttt (369)

a ihned vidim, Ze musim odeéist ,1“, 1/ (e% —1), abych dostal polynom (vyssi
mocniny lze zanedbat).

Nakonec si musim uvédomit, co chci. Monochromatickou intenzitu, nebot je nej-
podrobnéjsi velicinou popisujici zéieni. Jeji jednotka [I,] = Js™'m2sr ! Hz™!
Zatim mam jednotku 1. V tvahu pfipadaji h, ¢, v, jejichz jednotky jsou Js, ms™1!,
Hz = s7! (asi tam nebude hmotnost Marsu). Ur¢ité tam bude h (kvili J), uréité
1/¢? (kviili m~2), coz konec koncti zachrani 2. Ciselny faktor 2 si tieba pamatovat,

pripadné si vzpomenout na slovo ,polarizace“. Odtud plyne Planckuv zakon:

2h13 1
A etF —1°

I, - (370)

Kdo chce, preznaci si na B,,, coz naznacuje, ze jde o EloSolinitcRes gl crle].

C.3 Co kdyz zapomenu Sahu?

Jedna se rovnici popisujici ionizaci, resp. rekombinaci, vysvétlujici vznik spektral-
nich ¢ar *. Predevsim je tfeba si uvédomit, jaké veli¢iny prichdzeji viibec v ivahu.
Jisté ioniza¢ni energie F; pro vodik 13,6eV%!l. Dale termodynamicka teplota 7'
a Boltzmannova konstanta & (jsou vzdy spolu, protoze kT je energie). Co dalsiho?
Mozn4 Planckova konstanta h, elementarni naboj e (ne, uz je zahrnut v E;), hmot-
nost elektronu m,, rychlost svétla e (ne, mec? je moc; neni to tvoreni e~ ). Nesmim
ovSem zapomenout na koncentraci n! Kdyby n — 0, nikde nic (ani i., ani r.). A sa-
moziejmé stupeni ionizace X = ~¢; uvazime jen 2 stavy: X = 0 neutrdlni, X =1
iplné ionizovany. Kromé ¢iselného faktoru (10°) tam horko-tézko miize byt néco
jiného. ..

Ve statistické fyzice se ukazuje, ze se v rovnovaze realizuje nejpravdépodobnéjsi
rozdéleni, obvykle obsahujici exponencialy. V nasem pripadé jde o e*ﬁ, nebot pro
T —0,jdee.. —>0aX—>0,Jakma Naopak pro T — oo, e... = 1, X = 1. Ze
by tedy H@V Nikoliv! Exponenciala sama nikdy neni pravdépodobnosti.

Na levé strané musi byt pomér stavi ﬁ. Pro X — 1 (aplnou ionizaci) vSak
diverguje, tzn. ze v Citateli musi byt néco divergujictho (7). Otézka pak je, v jaké
mocniné? Alternativné ve jmenovateli néco jdouciho k nule (n). Nez se provede

61 16V =1,602176634 - 10~19 J (presns; viz SI 2019)
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C Co kdyz zapomenu...

jednotkova (té% rozmérova) analyza, sepiSu si jednotky: [kT] = J = kgm?s~2,

[n] = m=3, [h] = Js, [hc] = Jm, [mc?] = J.

Zacénu koncentraci. Ne, zacnu chemickou reakci:

H+vy=ph+e, (371)
podle které mohu vidét, e ionizace o n, rekombinace o npne = n? (spec. pro
dvouhladinovy vodik). Tj. zcela zasadni! Ionizace je zde zafiva (pFedpoklddéme,
Ze zéfeni je vzdy v rovnovaze s latkou; viz Planck), je tedy tmérnd piimo. Re-
kombinace zavisi na kvadratu, protoze se museji potkat dvé castice. Mame-li vlevo

(bezrozmérny) musime mit vpravo 5. Rozmérové to odpovidé [n~!] = m?.

X
=% 2
Piivodné jsem uvazoval, Ze je pokratim vyrazem (kT /hc)3, ale nechci nelogické c.
Krom toho si matné pamatuji mocninu 3/2, proto postupuji takto:

(K201 = kg2 52,
[(mekT)3/?n~1] = kg® m6s~3,
[(mekT)?/?n='h=3] = 1.

Nakonec doplnim faktor 2n (viz de Broglie):

&

X (2nmekT)?

1—-X h3

@
)
|

(372)

EAE

s 2 . . .
Kdo chce, prevede vSechna n vlevo a upravi na ff—xne (tzn. kvadratickou rovnici),
ale at to nedéla, protoze pak neni dobfe vidét role koncentraci!

C.4 Co kdyz zapomenu Maxwella?

Pro pochopeni rovnic uvedenych nize je asi dobré znat Gaussovu vétu:

/v-fdvzj{f-ds, (373)
1% S

kde f oznacuje vektorové pole, V operator ,nabla“%?, V objem, S plochu (hranici
objemu). Rozbihavost (V-) odpovidd vytoku. Stejné tak Stokesovu vétu:

/vadS:]{f.ds, (374)
S s

kde s je kfivka (hranice plochy). Staceni (Vx) odpovida 1 otocce.

Jde o souvislost elektfiny, magnetismu, ndboji a proudd. Pfedevsim je tfeba
volit vhodné veli¢iny, které jsou intenzivni (vztazené k 1 bodu), aby byly rovnice
zapsény jako diferencidlni. V Gvahu prichdzeji zejména elektrické pole E = F/q

62 —_ (0 0o 0
V= (%7 By E)
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Co kdyz zapomenu Maxwella? C4

a objemova hustota naboje ¢ = ¢/V namisto naboje ¢. Jaky by mohl byt vztah
mezi E a o? Predevsim, jde o vektor a o skalar, ¢ili viibec neprichéazeji v ivahu E-ocg,
NME o9, V- NEocp, JELItocp, EocNx—p apod. Snad E-oMg? Ne, tj. potencil.
Nebo V - E « ¢? To by bylo v souladu s obrdzkem naboje (+), z néhoZ se rozbihaji
silo¢éry, a (373):

<—=(+)-—>
|
\
Prvni rovnice pak musi byt:
1
V-E=—p, (375)
€

kde ¢ je konstanta timérnosti. Jmenuje se permitivita (pronikavost); je ve jmenova-
teli, protoze se tak jmenuje: kdyz je velika, pole zasahuje daleko a v daném misté
je rozbihavost mensi.

Druha rovnice fika, ze kdybychom hledali magnetické naboje, kde nic tu nic:

V-B=0, (376)

kde B oznacuje magnetické pole.

Zatim se E, B jevi zcela nezavislé, ale jedna se piece o elektromagnetické ,,dvou-
pole“. Vzhledem k tomu, Ze oboji jsou vektory, moznosti je asi vicero: B-ocE,
Boc VN E BocVxE, 0B/Ot x V x E, 82B/3t2 oV x E, ... Jisté pole nebudou
totozna. Jisté tam bude casova derivace. 1. nebo 2.7 2. 1ze pfevést na 1. Zaroven si
vzpominam, ze je podeziele ¢asto B | E. Tteti rovnice proto rika, ze se magnetické
pole tvori, kdyz se elektrické pole staci, a to ve sméru kolmém. Tvofeni je casova
derivace, staceni je operace rotace, kolmost zajistuje vektorovy soucin:

0B

kde konstanta imérnosti je 1, nebot jsou tak zavedeny jednotky SI (viz nize); zna-
ménko minus je konvenci.

Ziejmé to musi platit i opaéné! Ctvrta rovnice tedy Fika opak, JE/0t < V x B,
bez opa¢ného znaménka (viz antisymetrii x).% Kvili jednotkam zde museji byt
nejednotkové konstanty; uzijeme jednak vyse uvedené 1/¢ a jednak 1/u, kde p je
permeabilita (prostupnost), nebot dovoluje ,,prostoupeni* ze svéta magnetického do
elektrického. Zaroven nesmime zapomenout na zminované proudy, tecou-li ndboje
(4) ve sméru pole E (od + k —), jde o ztratu E; nikoliv zdroj B! Odtud:

OE 1 1,
E v xB--j, (378)
ot pue €

63 Kdybychom pouzili ++ nebo ——, neobdrzeli bychom vlnovou rovnici; byla by tma!
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C Co kdyz zapomenu...

kde j ozna¢uje proudovou hustotu. Mimochodem, ve staciondrnim piipadé (kdyz
OE/Ot=0) by vyslo V x B = pj, tzn. okolo dratu by bylo pole podle Ampérova
pravidla pravé ruky:

Jednotky se zdaji nezapamatovatelné. Nicméné, zapamatujeme-li si alespon né-
které, z rovnic (375) az (378) zjistime zbyvajici, ,aby to vyslo“: [V] = [V:] = [Vx] =
:%, [E] = %7 [Q} = %’ [5] = V%; déle [B] =T, [.7] = %7 [M] = % Mj. z (381)
vidime souvislost mezi Teslou a Voltou: % = %

Piimym dusledkem (381) a (378) pro pfipad vakua (p =0, j = 0) je:

0

—V XB=-V XVXE,
ot
neboli: =0
p =~
0 OE
—— =-V(V-E V- -V)E,
pe s o = V(Y -E) + (V)
odkud: )
O°E 1
— = —VZ?E, 379
ot pue (379)

coz je vinovd rovnice. Ma totiz feSeni v podobé nekonec¢né rovinné viny, napi. pro smér z:

f= Aei(kw+wt) :

po dosazeni:

1
—whf = -k
e
da: 1
w| = —Ikl, (380)
VIE
coz je disperzni relace mezi thlovou frekvenci w = 2nf a vlnovym éislem k = 2n/)\; faktor

¢ = 1/,/pe je rychlost, shodou okolnosti svétla. Totéz plati pro B. Je zakladni vlastnosti vin w
nebo k? Za¢neme-li zbésile kmitat (w), za¢nou se §ifit viny skrz prostiedi (c), coz teprve uréi jejich
vlnovou délku (k). Cili w.
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Co kdyz zapomenu indukovat? C5h

Bez toho, abychom rovnice Fesili, si pfedstavme, co se v rovnicich dé&je: (i) zpo-
¢atku je E = 0; (ii) pfijdu sem s ndbojem p; (iii) zaroveti s nim piijde E ((375));
(iv) zacnu s nim kmitat sem—tam, coz je proud j; (v) zpoc¢atku je B = 0; (vi) nerov-
novéha mezi j a B tvoii nestacionarni E ((378)); (vii) jinde je stale E = 0; (viii) tato
zména E v prostoru tvoii nestacionarni B ((381)); (ix) B se méni monoténné, do-
kud j nepiekmitne. Prestanu-li kmitat a ponecham-li ustélené o a j, vlny odejdou
a zlistane ustalené E a B.

C.5 Co kdyz zapomenu indukovat?

Nulty ¢len vlevo je jisté Casova derivace magnetického pole, protoze pravé ta nas
zajimé. Tu zndm z Maxwellovy rovnice:

OB
5 =V xE, (381)

ale bez znalosti elektrického pole E neznam nic.
Chci proto dosadit z Ohmova zakona:

U=RI, (382)

kde U oznacuje napéti, I proud, R odpor. To nepiijde. Musime nahradit proménné
za intenzivni (tj. vztazené k 1 bodu):

E=—j, (383)
g

kde E oznacuje zmitiované elektrické pole (V m~1), j hustotu proudu (A m~2), o vo-
divost. To neptijde. Neni tam rychlost v plazmatu! Rychlost nabojiu vystupuje mj. ve
vyrazu pro Lorenzovu silu (téz elektromotorickou):

F=q(E+v xB).

To neptijde. Plazma je kvazineutralni, ¢ = 0. Plazma je vsak vodivé; naboje se
v ném pohybuji vzdjemné. Museli bychom pak provést Lorentzovu transformaci pole
elektrického, jez vytvaii pole magnetické [148]. Nicméné bychom obdrzeli obdobny
vyraz, v X B, a zobecnéni (383) je proto:

1
E=—j—vxB. (384)
g

Je-li v dratu proud, okolo dratu pole (viz Maxwell):

1
i:;VxB, (385)

kde p oznacuje permeabilitu. Nesmim se ovSem nechat zmast draténou smyckou,
B4, kde nevznika linearni pole ze stacejiciho se proudu, nybrz dvojnasobné

233



C Co kdyz zapomenu...

zatocené. Pro plazma musi platit totéz, obzvlasté kdyz jsou v ném tak volné po-
hyblivé naboje, které svymi pohyby okamzité kompenzuji pole, E = 0, ¢ili mtzeme
predpokléddat OE/Jt = 0.

Nez dosadim do (381), uvédomim si, ze V x V x B, kdyz V - B = 0, musi byt
—V - VB dle identity ,bac minus cab“, neboli slovné: staceni stac¢eni = stoupéani
rozbihani — rozbihani stoupani. Odtud:

9B Y xvxB+-Lv.vB. (386)
ot Ho

Co vidime bez toho, abychom rovnici fesili? Sama o sobé nam rovnice nefekne,
jak se méni B, protoZe nezndme v, respektive jej zatim nezndme spolehlivé (ani
v nitru Slunce). Pole se nicméné méni advekei (1. ¢len) a difuzi (2. ¢len). Zatimco
advekce mtize pole znacéné zesilit, zejména kdyz se siloc¢ary zavijeji (pfi vhodném v,
napt. pii diferencidlni rotaci), difuze obvykle zpisobuje zeslabeni, zejména kdyz je
v daném misté snizend vodivost o (zvySend rezistivita 1/o; napt. pfi erupcich).

Nesmim také nikdy zapominat na meze platnosti rovnic! Jednu mez urcuje Larmoriv polo-
mér (téz gyracni), po némz obihaji nabité Castice v magnetickém poli. Tézko muze zaviset na
nééem jiném nez na |B|, ¢, m, |v| ¢astice (nikoliv plazmatu!) a tézko mohou byt v ¢itateli a jme-
novateli jinak nez: .

=g (387)
Rovnice (386) plati na skalach L > ry,.

Druhou mezi je Debeyeova délka, neboli stinéni naboje jinymi néaboji. V. Maxwellové rovnici
V-E= %g by derivace mohla byt nahrazena skélou (V ~ 1/L), ale jaké je typicka velikost |E|?
Mikroskopicka pole jsou vytvarena tepelnymi pohyby ¢astic, jejichZ kineticka energie kT a elek-
tricka energie qU jsou si fadové rovny; vztah napéti U a pole E je E = U/L (jde pfece o Volty na

metr). Pak (po malém preznaceni):
kT
Ip =] 22 (388)
©oq

[148] SEDLAK, B., StoLL, L. Elektfina a magnetismus. Praha: Academia, 1987.

Rovnice (386) plati na skalach L > Ip.

C.6 Co kdyz zapomenu Lorentze?

Nejjednodussi transformace soufadnic mezi dvéma inercidlnimsi soustavami (ne ’
a ') pohybujicimi se vzdjemnou rychlosti V' je ziejmé (viz Galileo):

t'=t, (389)
=z-Vt. (390)

Pro dt, dz plati totéz. Intervaly mezi 2 udalostmi, popsané ve 2 soustavach:
(ds)? = (cdt)? — (da)?,
(ds")? = (edt')? — (da')? = (edt)? — (do — Vdt)? # (ds)?,
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Co kdyz zapomenu Lorentze? C.6

jsou rtizné. To je v rozporu s Michelsonovym experimentem, ze se svétlo §ifi stejnou
rychlosti (¢) bez ohledu na rychlost pozorovatele (viz téz obr.):

(ds')? = (ds)?. (391)
ct ~ ct’> © —-—>
| v _____
| | / \
| | | . |
| | \ /
| I
| |
——==> -——==> ds’=ds=0
X x’

Zavedu proto koeficienty takové, ze pro V < cjde f§ — 0, v — 1; zajistim pfitom
symetrizaci mezi x a t, stejné jednotky (pomoci % nebo %) a znaménko — (protoze
v ds uz je —).

Zkusim-li (chybné):

pak: 2
"2 2 2 B B 2 2 2¢,2 2

3

\4 V2

koeficienty by musely spliiovat c2(—2)€ +29V =0, 2 —~42V2 = ¢2, neboliy =0, 8 = 0. To
nepujde.

Zkusim-li (spravné):

t' =~ (t - faz) , (392)

¥ =~(x-Vt), (393)
pak:

ne _ 2.2 2 B ? 2 2 2 20102
(ds')? = ey | (dt)* — 2dt;dx + C—Q(dx) — 7% [(dz)? — 2dzVdt + VZ(dt)?] .
Koeficienty u dzdt jsou 0233%2}% — 422V =0, &ili:
\%
B=—c ). (394)

Koeficienty u (dt)? potom c?v% — v2V?2 = ¢, odkud:

y=——=€ (1;00). (395)
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C Co kdyz zapomenu...

Graficky (392), (393) odpovidé zvétSeni obou soufadnic faktorem ~ a zdroveri
zmenseni o yV't, respektive o vgx, tzn. ,zkoseni os“ (o tihel arctg 3; viz obr.).

ct’ ~

Inverzni Lorentzovu transformaci lze trivialné ziskat zameénou +v za —uv:

t=rv (t’ + fx’) , (396)
r=v("+Vt). (397)

Co miizeme mj. vidét? Pokud pozorovatel v ne / zméii dt # 0, dz = 0,54 pak
pozorovatel v’ (dle (392)):
dt’ = ~dt, (398)

tj. dilatace (prodluzovani) asu. Samoziejmé nesmime byt zmateni z toho, ze dt’ #
0, da’ = 0 by vedlo na dt = vd¢’! Tj. jind udélost.
Pokud pozorovatel v’ zméii dt’ = 0, da’ # 0,5° pak pozorovatel v ne’ (dle (397))
dx = vd2’, odkud:
d = (399)
v

tj. kontrakce (zkracovani) délek. Samoziejmé. . .

C.7 Co kdyz zapomenu Einsteina?

Zékladni otazka. Co je nezndmou? Metricky tenzor. Nejjednodussi by byl:

2 0 0 0
0 -1 0 0

P S (400)
0 0 0 -1

tj. pro kartézské souradnice a pro plochy ¢asoprostor®®. Metrika uréuje infinitezi-
malni interval ds mezi dvéma udalostmi:

(ds)? = gipdzida® = A(dt)? — (dx)? — (dy)* — (dz2)?. (401)

64 tn. casovy interval libovolnymi hodinami na 1 misté
65 tzn. délkovy interval pravitkem v 1 okamziku

66 gice se uziva i ,pbrostorocas“, ale kdo o ném premysli jako o case?
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Co kdyz zapomenu Einsteina? C7

Pro¢ ,—“? Kdyby ,+“, bylo by ds = 0 pouze pro zaroven soucasné a soumist-
né udélosti. Zde pozadujeme ds = 0, kdyz jsou udélosti ovlivnitelné (svételnym
paprskem). Cili ,,—«.67

Ve skutecnosti je neznamy:

doo go1 Yoz Yo3

dio 911 9g12 913
- = e; e = B 402
Jik Lok g20 921 g22 g23 ( )

g30 931 932 ¢33

kde e; jsou vektory baze. Slozky jsou obecné nenulové ze dvou divodu: (i) kiivocaré
soutadnice; (ii) kiivy ¢asoprostor. Méni se misto od mista (&as od ¢asu).®® Vzhledem
k (401) zde nicméné musi byt symetrie vici zdmeéné i <> k, tzn. 4 +3+2+1 =10
nezavislych slozek. Jednotka [g;x7'z*] = m?, ale nelze obecné ¥ici, jaka je [gix], [z7],
2.

Inverzni matice odpovida dudlni bazi:

ik

gt =e'-e*

= (gir) ", (403)

neboli g;;g'* = 51-’“ (tj. Kroneckerovo delta; jednotkova matice). Operace maticového
nasobeni s metrikou umoznuje zvySovani a snizovani indexti.

Pro zapsani kyZenych rovnic jsou potieba parcidlni derivace (ostatné jako u vSech
fyzikalnich zakont), které je nutné piepsat na kovariantni derivace, aby se zohled-

nily zmény béze p¥i posunu o dz, dy atd. Pro skalar neni co fesit:5
Li=Tli, (404)
nebot na bazi nezdvisi. Pro vektor:
4 . i
=1+ T, (405)

kde jsme pouzili ' se 3 indexy, nebot 2 jsou piivodni a 1 s¢itaci (relativni zména
slozky ¢ pii derivovani dle j, k niZz pfispivaji vSechna k). Musi se pochopitelné
nasobit ptivodnimi slozkami f*. Pro tenzor (obdobné jako pro diddu a’b?):

fij;k _ fich + fljl-\ilk + filrjlk_ (406)

Kdyby nebyly slozky “ kontravariantni (nahoie), ale ;; kovariantni (dole), bylo
by — pred T' (a séitaci index by musel byt horni).

67 priklad: 1. udalost vyslani signalu ze Zemé (¢1 = 0, z1 = 0) a 2. uddlost pfijem signilu na
Apollu 10 (t2 = 1s, z2 = 299792458 m) jsou ovlivnitelné, nebot ds = 0. Cernan mize hned
premyslet, zda prece jen nepristat. . .

68 Predstavuji si pfitom ruku a tii prsty (es,ey,e:), jak se soustavné posouvaji a sklapéji.

69 notace fi=0if = gji
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Specialné pro metricky tenzor plati, Ze se sice méni misto od mista, ale kdyz tyto
zmény kompenzujeme I, tak se neméni:

0= gije — 95 — gl i1,

odkud lze vyjadrit I'. Nazyva se afinni konexe (téz Christoffeliv symbol):

'y = %glm (Gmk.j + Gmjk — Grjom) - (407)
Neni divu, ze zavisi na 1. derivacich a inverzi. Indexy: horni je jen jeden, druhy
musi byt séitaci, derivovani dle ptivodnich nebo s¢itaciho (s —), zbytek doplnim.

Zésadni otézka. Jak mérit kiivost? Zvolim symetrickou dvojici, napf. (dz,dy),
(dy, dz), ¢ili infinitezimalni ,étverecek”. Provedu pienos (libovolného) vektoru f;
podle dz a pak podle dy, tzn. 2. derivaci. Totéz obracené. Rozdil je:

figk = fimg = Ry i (408)

Kdyz je ¢tverecek kiivy, nedostanu 0. Relativni rozdily pro nejriznéjsi dvojice si
poznamenam do matice. Nazyva se Riemanntv tenzor 4. fadu. Jde o nejpodrobnéjsi
popis k¥ivosti, nebot je to 16 - 16 = 256 slozek, i kdyZ samoziejmé je zde znacna
symetrie. Odtud plyne:

Rl“ :Fl

l ! l
ijk ik — Lige + DD = T ™5 (409)
kde je jednak derivovani I" a jednak ndsobeni I'T', protoze jsme pouzili (405) dvakréat.
Indexy: horni je jen jeden, druhy scitaci, dolni dle derivovani, posledni sc¢itaci;
indexy se nezjevuji (cf. strasidla).
Provedeme-li 1. iZeni, tj. soucet pres opakujici se index (nejde o kvadrét), ob-

drzime kiivosti pro dvojice souradnic:
R, = Rlilk ) (410)

¢ili Ricciho tenzor 2. radu.
Provedeme-li 2. izeni, resp. zvyseni indexu, obdrzime skalarni kfivost:

R=g"Riy, = R",, (411)
¢ili Ricciho skalar.
Pro¢ to délame? Nasim cilem je co nejjednodussi tenzorova rovnice 2. fadu. V ni
vystupuji t. 2. f., coZ jsou v nasem piipadé: Rii, Rgik, gir- Ze by:

Ry, =07

Takovéa rovnice vskutku plati, avSak pro vakuum. (Pak je i R = 0.) Neni neuzite¢na,
popisuje napf. gravitacni vlny (pfichézejici odjinud).
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Co kdyz zapomenu geodetiku? C.8

Maéme-li vS§ak nenulovy tenzor energie a hybnosti T;x, o némz predpokladame,
Ze souvisi s kfivosti, musime rovnici rozsirit, pouzit vSechny tfi a koeficienty volit
tak, aby to vyslo (viz Newton):

1 &G
Ry, — iRgm + Agir = CTTik - (412)

.

Jednotky: feknéme, ze [g;r] = 1, pak [[,] = m™1, [R] = [Rix] = [lek] =m2,
[Tix] = Jm™3 = kgm~1s72 jisté tam bude gravitacni konstanta (v 1. mocning),
[G] = kg ' m3s~2 (viz Kepler), souéin je [GTjr] = m?s~%, proto faktor ¢—%. Cislo
87 je pripominkou Poissona (r.i.p.).

Jedna se o soustavu 10 parcialnich diferencialnich rovnic 2. fadu, nelinearnich,
pro slozky metrického tenzoru g;;. Prvni ¢len interpretujeme jako celkovou kiivost,
druhy ¢len jako kfivost zptisobovanou kfivoc¢arymi souradnicemi. Proto ,,—“. Rozdil
(nerovnovéha) odpovida kiivosti zptisobované k¥ivym ¢asoprostorem. Tato je v rov-
novéze se ¢tvrtym ¢lenem (71 ), neboli ,hmotou® (g, p,v,...). Dodateény t¥eti ¢len
(A) interpretujeme jako kosmologickou konstantu, nebo jako temnou energii (po
zaclenéni do Ty, jako —c?/(8nG)Ag;x). Je nutno ji zmétit.

[149] KULHANEK, P. Obecnd relativita. [online] [cit. 2018-01-26].
(http://www.aldebaran.cz/studium/otr.pdf).

[150] MISNER, C. W., THORNE, K. S., WHEELER, J. A Gravitation. San Francisco: W. H. Freeman
and Company, 1973. ISBN 0716703440.

C.8 Co kdyz zapomenu geodetiku?

Méjme nejjednodussi tenzor energie a hybnosti (pro prach, bez tlaku):
T = pu'ul ; (413)

indexy jsou pfirozené horni, protoze ¢tyirychlosti u’ maji horni, pfi zméné baze se
chovaji stejné jako soufadnice (kontravariantng). Mj. T° = pc? je hustota klidové
energie (obdoba E = mc?), T = p(u')? hustota slozky x kinetické energie atd.

Méjme zékon zachovani energie a hybnosti zapsan pomoci kovariantni derivace: ™
T =0; (414)

index musi byt sé¢itaci (zfejmé to neplati po slozkach). Méjme i zakon zachovani
hmoty: .
(pu) = 0 (415)

s totoznym komentarem.
Kdyz oba dva pouzijeme, pak:

70

notace parcidlni f; = 0;f = aa;i ; kovariantni flj = fij + Fikjfk
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C Co kdyz zapomenu...

=0
) = (o). U Gafi i (o) i _
(pu'n?)y; = (puw!)yu' + pulu’y; = pu? (u'; +T7,u") =0,
kde I' je afinni konexe; zndme-li metricky tenzor g, zndme i I'", ;- Bino zapomene-
me p a vzpomeneme si na definici étyirychlosti u’ = dx'/07, kde T oznacuje vlastni
¢as, méfeny v soustavé pohybujici se s ¢astici:

dl (O oY

Por \aalor * Mor ) T
Odtud: , )
0%z’ 0x* Ox

2 J—
or? ks or or 0, (416)
coz je pohybové rovnice pro volné ¢astice (obdoba a = 0) v zakfiveném ¢asoprosto-
ru. Volné padaji.

Zname-li metricky tenzor g;; (Kerra), miZeme pocitat pohyb okolo ¢erné diry,
gravitacni ¢ockovani, posun hvézd pobliz ®, siluetu ¢erné diry, Lensetiv—Thirringtiv
jev, Penrosetiv jev apod.

C.9 Co kdyz zapomenu Schwarzschilda?

Padam-li zrovna do hmotného bodu, asi bych mél znat metriku g¢;;. Ve velké vzda-
lenosti je ¢asoprostor (témét) plochy. I tak jsou slozky go2, ¢33 nejednickové, nebot
méfim ve sférickych (kiivocarych) soutadnicich:

2 0 0 0

[0 -1 o0 0

IE=10 0 -2 0
0 0 0 —(rsin®)?

Je to obdobné, jako kdyz se transformuji sférické souradnice na kartézské, x =
= rcosvcosy, y = rcosvsing, z = rsind. Infinitezimélni interval je jako vzdy
(ds)? = ggaia®.

V malé vzdalenosti neni Casoprostor plochy. Jak se slozky zméni? Protoze se
jedna jen o bod, zustanou kvili symetrii thlové stejné. Zmeénu lze ocekavat jen
U goo, g11- Zména by méla byt znacénd, kdyz se rovnaji (klasické) energie $mc? o~
~ GMm/rg, tzn. pro polomér:

_ 2GM

=20 (417)
kterym budu zménu pomeérovat. Uvazme napi.: 1+ é, 1— %, I+ 11— (1
TTS)_l apod. Pro r — oo musi jit k 1, proto ,,1“. Zaroven nesmi divergovat, takze
musi byt 7 ve jmenovateli. Otazka je, zda ,,+“, nebo ,—“? Pro r — rg se musi néjak
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Co kdyz zapomenu Laplace? C.10

ménit svételny kuzel, jinak by neexistoval horizont a ¢astice by z pod horizontu
mohly odletét pryé (viz obr.)! Proto —.

ds=0

ct \ /

I N/

I \ /

| -—————- el et

| / \r.S r

I / 0\

I / \

«

Souvisejici otazka je, zda ,'“, nebo ,,~1“? Kdyby byly koeficienty u goo a g11
totozné, kuzel (ct vs. r) by se nijak neménil.”* Proto jednou ! a jednou ~!. Na
horizontu pak metrika diverguje; to se ,ned4 nic délat“. (Riké se tomu soufadnicova
singularita.) Odtud:

21— 1) 0 0 0
o 0 —(1-=) 0 0 418
ik 0 0 T 7742 0 ( )
0 0 0 —(rsind)?

Kdybychom si chtéli byt jisti, dosadime do Einsteinovych rovnic (R;; = 0; pro
vakuum).

Co lze vidét? Jak se blizim horizontu, mij svételny kuzel, resp. jeho casupodobnd
¢ast (ds)? > 0, ve které jediné se mohu pohybovat, se zuzuje. Na horizontu (h.) je
nekonecné uzky. Pak se opét rozsifuje, ale vzhledem ke zméné znaménka ggg a g11
je ¢ast (ds)? > 0 orientovana k r — 0, tzn. pad do singularity (s.).

ds~2<0 ds=0 ds~2>0
ct T, \ / | \N.o.o. /
| .ds"2>0.\ / | \.../ ds~2<0
[ \ / I \./
| =mmmmmmm oo | =m oo - >
I / \ | r_S / \ T
I / 0\ I / 0\
I <=/ \ > -/ \ <-
S. h.

C.10 Co kdyz zapomenu Laplace?

Jedné se zdkladni rovnici pro popis gravita¢niho potenciadlu (AU = 0; v préazd-
ném prostoru), elektrického potencidlu (A¢ = 0) nebo teplotni rovnovéhy (AT =0;
v pevné latce). Laplace skoro nelze zapomenout, nebot se zda trividlni:

Af=0, (419)

1 Jinymi slovy: ¢asoprostor by se bud nafukoval, nebo smrstoval, ale nedeformoval.
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C Co kdyz zapomenu...

kde operator A =V - V. [tecka za vétou]

Pro sféricky symetrickou funkci f(r) = % by vedl na:

Vf=V(?+y2+22)7% = (7§(x2+y2+z2)—%zx,... ) ==,
T
a tedy na:
— r oy z\__1 30,2 1 .2 2\—3 __3 3 _
V-fo—V~<T—3,Tf37Tf3)f—r—3+an§(x +y© 4 z%) 22:5—...7—7‘—34-7"—370.

Aha. Laplace je 0, kdyz vektorové pole (po V) ubyva jako %2, tzn. nepfimo imérné povrchu koule

4nr2.

Ziejmé ale bude existovat vicero feseni! Jind timeéra, napf. T%, by sice vedla
k A, # 0, avSak to mize byt kompenzovano vhodnou zavislosti tthlovych soufad-
nic Ay . Proto napiSu gradient V ve sférickych, s védomim, ze kdyz se derivuje,
resp. déli thlem, musi se délit i r, resp. rsind (viz j.):
0 10 1 0

—e,l 1ot 2 9 420
v e@r—i_eﬂraﬁ—i_ewrsinﬂagﬁ (420)

vvvvv

jsou nekonstantni.”? Proto:

Vv_ﬁ+gﬁ+iﬁ+ cos ¥ i"‘ 1 672
Cor2 e or 20092 0 rZsind 09 r2sin? 9 Op?

(421)

Jak asi vypada obecné feseni AU = 0?7 Obvykly postup je (iplnd) separace
proménnych:
U(r,9,¢) = f(r)g(d)h(e) . (422)
Uz s ohledem na 1. pfiklad se nedivim, ze feSenim pro radialni ¢ast f je poly-
nom ~r~*. Z (421) (po -r?) ostatné plyne, Ze po 0, f ubyde r, tj. pravé vlastnost
polynomu. Pouze provedu normalizaci R (tj. polomérem nééeho; napt. Rg). Uhlo-
va ¢ast pro ¢ je tak jednoduchd, ze feseni musi byt jednoduché ,jako kyvadlo“,
neboli harmonicka funkce ¢™%. Uhlova ¢ast pro ¥ je tak slozita (viz cos®, sind,
sin? ), Ze feSenim je ,kombinace“, ¢ili polynomy harmonické funkce. Nazyvaji se
Legenderovy pridruzené polynomy Py,,; nelze je asi snadno ,,uhddnout“, nicméné
vzhledem k logické substituci 2 = cos 9 se nedivim ¢lenfim z, v/1 — 22, 1 — 22 apod.
Nakonec doplnim koeficienty Uy, (tzn. kazdy jiny, komplexni, normovany hmotnym
bodem —GM/r):

4 0
GM - R :
U=-"= 14> > Ui — ) Pum(cost)e™ | (423)
{=1 m=—1
72 Konkrétné sférické e, = (sindcosy,sindsing,cos?), ey = (cosd cosp,cos¥sinp, —sind),
e, = (—sinyp,cosp,0) a jejich derivace dye, = ey, J,e, = sinde,, Oyey = —er, J, 69 =

=cosv ey, dye, = (—cosp, —singp,0).
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Co kdyz zapomenu Laplace? C.10

Jejich hodnoty vyplyvaji z okrajovych podminek, resp. se museji urcit méfrenim.

Abychom tomu uvérili, dosadim:

0%f 20f 1 (029 cos¥ dg 1 92%h
STy 29 ) oy pm (22 YNVt gm0
<8r2 + raor )Y + fr2 092 + sind 9Y + fgr2 sin? 9 9¢?

a-r2, =fgh:
F —F
1 9?2 20 1[92 9 0 1 1 02h
—p2 _f+__f 4= _g+c-i_g +_T_:
f orZ  ror g \ 092  sind 99 h sin? ¥ Op?2

Casti radialni jsem ptisoudil hodnotu F' = konst. a thlové —F, aby to vyslo 0. Pro ¢ast radialni
tedy plati separatné:

0% f of
22 L 4 orZt = Ff. 424
" or? * rar ! (424)

Dosadim-li polynom Cr—*=1 (vylucuji r°):
r2E(—L — 1)(—€ — 2)r==2 4 276 (—0 — 1)r=1=2 = Per=t=L

ziskdm nutnou podminku pro F:

Ll+1)=F. (425)
Pro &ast thlovou (-sin? 9):
—H
0? 0 02
1., g cos? Og 1 0%h .9
- 9 == -z - =-F 9
g s <8192 * sin¥ 99 + h 0?2 s

uziji opét obdobny trik s H a —H. Cést pro ¢ separatné spliuje:

9%h
—— = —Hh, (426)
0p2
odkud: .
h=CeVHe, (427)
je pak logické oznadit:
m=VH. (428)
Zbyvajici ¢ast pro ¥:
1.5 32g cos Bg .2
Zsin?o | 22 Fsin?d = H, 429
g s < 92 t o sind 99 + s (429)
kde substituce x = cos 1, B_§ = %a—g = —sind g, 8% = sin? 19% — cos19 da
9%g dg H
1-2?)——2 — 22—~ + (F— =0. 430
-2l -2y (o), (430)
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C Co kdyz zapomenu...

Dosadim-li napi. polynom 2. stupné: g = ax? + bz + ¢, 8—,9, = 2ax + b, ig = 2a, pak:
Ox ox
2 b 2. ar? +br+c
(1 —2%)2a — 2z(2ax + b) + F(az” + x—i—c)—HW =0.

Jde o rovnost koeficienttt u x*, x3, atd. Specificky pro F' = 6, H = 0 (tzn. £ = 2, m = 0) by
bylo (—2a — 4a + 6a)z? + (—2b + 6b)x + (2a + 6¢) = 0, ¢ili b = 0, a = —3¢; normalizaci lze volit,
standardné g = %(33:2 — 1), coz ozn. Pag.

C.11 Co kdyz zapomenu Lanea—Emdena?

Jednd se o jedinou rovnici stavby * pro skalovany gravita¢ni potencidl ¢ a Ské-
lovanou soufadnici z, aby ji bylo mozné pouzivat pro * nejrtiznéjsich hmotnosti
a polomért.

Neskélovany gravitacni potencidl zde zavedeme jako V® = a,, ¢ili kladny a kle-
sajici s R — oo, takze jeho derivace je zaporna:

d®  GMg
dR  R?

(431)

kde Mg oznacuje hmotnost obsazenou v kouli o poloméru R. L.-E. neni nic jiného
nez derivace derivace:

42® dMp 1 2
e Rkt L ST o) | iy
dR? Car 2 T MR

Prvni ¢len lze zjednodusit, protoze hmotnost dMpg kulové slupky o tloustce dR:
dMpr = 4nR*dRp.
Druhy ¢len je podeziele povédomy (viz (431)). Odtud:

4% 2 do

Problémem ziistava p(R) (nezndmd funkce). Nelze mit jen 1 rovnici pro 2 funkce.

Nastésti existuje vztah p(®)! Nejdiive ho zkusim uhddnout. Divodem je (pfed-
poklddand) zjednodusend stavova rovnice, neboli polytropa:

P=Kp". (433)

Kdyz je P tak jednoduchou funkei (polynomem), i VP je jednoduchy (polynom

o 1 stupern nizsi nez v). Zaroven tusim (mél bych tusit, jinak za 5), Zze ,gravitace
je v rovnovaze s gradientem tlaku“, neboli:

1
Ve = VP, (434)
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Co kdyz zapomenu Gausse? C.12

tj. polynom o 2 stupné nizsi. Tento budu muset integrovat, tzn. opét o 1 stupen

nizsi. Protoze potiebuji vztah inverzni k ®(p), je vysledny exponent ﬁ = n.
Konecné skalovani. Tim zmizi K aj. Odtud:
d?2p  2dyp "
—_— + —— =0. 435
2 zd 7 (435)

Pro jistotu pofadnéji (jako v [151]). Derivace (433) je:
dpP dp
KNl E
ar ~ """ 4R’
a zaroven hydrostaticka rovnovaha:
dP _ GMRp _ d‘b
ar ~  rz  Par’

odkud:
d® = K~p"2dp.

y—1
0—<1>K7(0—p ) ,
y—1 ~-1

Urcity integral f;o je:

tedy:
1
[ =y
= |—(y—-1 i
P [Kv (v )}
nebo ekvivalentné (y = % +1= ”T""l)
@ n
[,
K(n+1)

c.b.d.

Uvédomme si, co to znamend. Za prvé je divné, Ze ve stavové rovnici (433) neni
teplota 1", kdyz kazdy vi, Ze tlak plynu P, i tlak zafeni P, na ni zdviseji. Ona je
skryta v exponentu, neni tam totiz p', nybrz p7; obvyklé v = %. Za druhé je divné,
Ze bez T rovnice (435) viibec nezavisi na zdrojich energie. Ostatné stavba * byla
pochopena diive, nez byly objeveny termonuklearni reakce.

Myslenkovy experiment: co by se stalo, kdyby se ve ® reakce zastavily? Nic!
Alespon kratkodobé (1031.) by ® svitilo téméi stejné, protoze profily ®, p, P (i T')
jsou uréeny spise hydrostatikou. Ochlazovani (resp. pfihfivani) je vzhledem k ne-
prithlednosti nepatrné (L/M = 3,8 - 1026 W /2,0 - 10%° kg = 0,000 19 W kg ).

[151] HARMANEC, P, BROZ, M. Stavba a vyvoj hvézd. Praha: Matfyzpress, 2011.

C.12 Co kdyZ zapomenu Gausse?

Jedna se o rovnice pro ¢asové zmeény orbitalnich elementti, kdyz pisobi rusici zrych-
leni. Jeho slozky si samoziejmé sladim s orbitou a oznac¢im jako radidlni R, transver-
zalni T', normélové W. Kromé nich na pravé strané nechci nic jiného nez elementy:
a, e, I, w, Q, M, ptip. n (stfedni pohyb, téz thlova frekvence).
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C Co kdyz zapomenu...

Urychluji-li, spiraluji, tedy o T; jednotky pak sladim n~'. Co ostatni slozky?
Piie >0, f#0a f # nse 1 radialni projevi transverzalné! Zavislost na pravé
anomadlii f zajistim harmonickou funkei (sin f); pfitom i transverzalni bude trochu
harmonické (cos f). Opravny faktor n = v/1 — e? je ve jmenovateli, protoze orbita
s ¢ — 1 ma mizivy moment hybnosti a je snazsi ji zménit. Prvni vysledek je tedy:

da 2

i n—n(T + Resin f + Tecos f). (436)

Druhy vysledek bude zaviset na e, ale ne kdyz uz e — 1, proto n. Pamatuji si,
7e zde vystupuje excentrickd anomdlie E podle slova na e. Bude se hodit i (na)~*
(viz j. vlevo):

de n .
E—E(Rsmf—l—Tcosf—i—TcosE). (437)

Tteti vysledek nemize zéviset na I, kdyz vzdy tlac¢im kolmo (k o.). Naopak musi
zéviset na tihlu od uzlu, proto +w. Faktor = je rameno sily, ¢ili moment:

ar 1 r
—=—-W f+w 4
dt nan a cos( ) (438)

Ostatni moc casto nepotiebuji. . .

C.13 Co kdyz zapomenu Lagrange?

Jedna se o rovnice pro zmény orbitalnich elementu ¢ atd., kdyz pisobi poruchova

IR

funkce R, tj. potencial (v Jkg™ ) Vystupuji v nich vyhradne parcialni derivace 3>

atd.
Jediny zptusob, jak ménit a, je pusobit podél drahy, ¢ili derivuji potencial podle
pravé délky A, resp. pravé délky epochy A\g (v t = tg), ¢imz obdrzim zrychleni pfesné

v kyZeném sméru. Jednotky ms~! oproti Jkg™' = m?s~2 sladim (na)~L. Faktor 2
si pamatuji:
da 2 OR
" 439
dt  nadXg (439)

Z4dné dalsi ¢leny zde nejsou, nebotf se nijak neodchylujeme od kjzeného sméru.
Excentricitu lze ménit v roviné drahy, tzn. derivovani dle Ao, @; j. sladim 1/(na?).
Pamatuji si znaménko a faktory e, n =1 — €2, (1 —1n):

dt ~ naZe +

de 1 77{(1 )2/7\1 gz] (440)

Sklon 1ze ménit vicero zpusoby, tzn. derivovani dle A\g, w, . Faktory jsou 7,
sin I, (1 — cos I), umensujici vliv v roviné dréhy (pro I — 0):

ar 1 1
dt  na?nsinl

OR OR OR
[( —cosI)a—AO—F(l cos I)(9 +8Q] (441)
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Co kdyz zapomenu Tisseranda? C.14

Ostatni %f, %7 % netifeba uvadét, nebot jsou kvili akci a reakci antisymet-
. s 73
rické.

[152] BROUWER, D., CLEMENCE, G. M. Methods of celestial mechanics. New York: Academic
Press, 1961

[153] FITZPATRICK, R. Derivation of Lagrange planetary equations. 2016,
(https://farside.ph.utexas.edu/teaching/celestial/Celestial/node150.html).

C.14 Co kdyz zapomenu Tisseranda?

Jde o integral pohybu v omezeném kruhovém problému 3 téles (Slunce, Jupiter,
kometa). Neni to ani energie, ani moment hybosti, ale urc¢itd kombinace obou.
Jediné, na Cem muze zaviset, je a, e, I a ay. Pritom je bezrozmérny, prvni c¢len
proto musi byt bud +=, nebo %l Zab) je spravné (jako e.). Druhy je antisymetricky
a méa odpovidat m. h. Nebof |r x v| ~ r\/GMy/r = ,/rp, bude tam odmocnina.
Dalsi element, napt. ¢ (L > 0 pro e = 0), 4—-} (tj. perihélium), v/1 — e2. Dalsi
element, napt. ¥ (L > 0 pro I = 0), sinF (dtto), cos I. Ostatné odpovida slozce z.
Odtud:

ay a
Ty=—+2,/—(1—¢€2)cosT. (442)
a ajy
& napft. % obsahuje ¢leny z g—‘:, %, % s opa¢nymi znaménky
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