
0.1 Efemeridy a integrace

Jak známo, tělesa sluneční soustavy netrčí na místě, nýbrž se pohybují. Aby-
chom věděli, kde se právě nacházejí, musíme pro ně počítat efemeridy. Asi
nejjednodušší způsob výpočtu efemerid je numerická integrace. V principu
to znamená nahrazení přesného zákona pohybu ve tvaru dvou diferenciálních
rovnic prvního řádu:

dvi

dt
= ai ,

dri

dt
= vi (1)

přibližnými rovnicemi diferenčními :

∆vi = ai∆t , ∆ri = vi∆t , (2)

přičemž pro případ gravitačního zrychlení platí:

ai =
∑

j 6=i

Gmj

|rj − ri|2
(rj − ri) . (3)

Z nějakého počátečního stavu (t0, r
0
i , v

0
i ) pak sčítáme počítačem ∆vi,∆ri,∆t

po n malých krůčcích ∆t až do požadovaného okamžiku t, takže obdržíme ko-
nečný stav (t, r

n
i , v

n
i ), doufajíc přitom, že to alespoň blíží (neznámému) řešení

původní diferenciální rovnice.
Samozřejmě zmiňované kroky musíme dělat zároveň pro všechna relevantní

tělesa! Například pro efemeridu planetky Vesta musíme uvážit Slunce (těle-
so 0), planety Merkur až Neptun (1 až 8) a samotnou planetku (těleso 9),
tzn. i = 0..9. Úlohu si obvykle usnadňujeme tím, že planetky mají mi

.
= 0,

čímž se dramaticky zkracuje suma (3), a tedy i doba potřebná pro praktický
výpočet.
Zbývají dva „drobnéÿ problémy: (i) kde sehnat počáteční podmínky pro

všechna tělesa; (ii) jakou numerickou metodu použít, aby se výsledek co nejvíce
blížil skutečnosti?

0.1.1 Počáteční podmínky

Obvykle se snažíme, aby počáteční podmínky (ri, vi) pro všechna tělesa (i =
0..9) co nejlépe odpovídaly astrometrickým pozorováním. Nejjednodušší je vzít
nějakou hotovou efemeridu dostupnou přes WWW, například systém JPL Ho-
rizons [63], efemeridu MPC [80], a nechat si vypsat polohy r = (x, y, z) a rych-
losti v = (vx, vy, vz) v požadovaném čase t0.
Pokud by někdo chtěl zakomponovat vytváření počátečních podmínek do

svého vlastního programu, může pro planety použít přesnou efemeridu JPL
DE405 [64] pro období mezi roky 1600 a 2200, což je vlastně binární soubor
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s koeficienty Čebyševových polynomů a program ve Fortranu, který interpo-
luje polohy a rychlosti planet pro zadané t0. Jinou možností je semianalytická
teorie VSOP82 popsaná v [136]. Pro planetky je k dispozici katalog drah As-
tOrb [12], kde pouze musíme keplerovské elementy a, e, I, ω,Ω, M přepočítat
na r, v pomocí vztahů z problému dvou těles (viz kap. ??).
V případě planetek vnějšího hlavního pásu a zejména transneptunických

objeků můžeme bez újmy na přesnosti počítat pouze se 4 vnějšími planetami ,
nikoli s 8. Aby se nám však příliš nezměnily sekulární frekvence planetárního
sytému, musíme provést barycentrickou korekci : (i) spočteme hmotný střed T

vnitřní sluneční soustavy (tzn. od Slunce po Mars) i jeho rychlost:

T =

∑

i=0..4miri
∑

i=0..4mi
, vT =

∑

i=0..4mivi
∑

i=0..4mi
;

(ii) od všech ostatních planet to odečteme:

rj := rj − T , vj := vj − vT pro j = 5..8 ;

(iii) hmotnosti 4 vnitřních planet přičteme ke Slunci:

m0 :=
∑

i=0..4

mi .

Pro výpočty kritických úhlů rezonancí je nezbytné, aby souřadnice z od-
povídala směru celkového momentu hybnosti L sluneční soustavy. Proto pro-
vádíme otočení do Laplaceovy roviny: (i) spočteme celkový moment hybnosti
v heliocentrické ekliptikální souřadnicové soustavě:

Lecl =
∑

j=1..8

rj × mjvj ;

(ii) vyjádříme jej ve sférických souřadnicích:

Lecl = (Lecl, θ, φ) ;

(iii) otočíme souřadnicovou soustavu okolo osy z o úhel φ a okolo osy y o θ:

rj := Ry(θ)Rz(φ)rj , vj := Ry(θ)Rz(φ)vj ,

takže LLaplace = (0, 0, LLaplace).
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0.1.2 Eulerova metoda

Pro skalární diferenciální rovnici prvního řádu: y′ = f(t, y) , y(t0) = y0 , je
předpis pro Eulerovu metodu: yn+1 = yn+hf(tn, yn) , kde h ≡ ∆t je integrační
krok. Přepíšeme-li to do naší notace, tj. pro dvojice vektorů:

v
n+1
i = v

n
i + a

n
i ∆t ,

r
n+1
i = r

n
i + v

n
i ∆t ,

a samozřejmě tn+1 = tn + ∆t. Chyba v jednom kroku je řádu (∆t)2, ale
kumulace chyb vede k celkové chybě řádu ∆t. Metoda je sice nejjednoduší, ale
málo přesná pro uzavřené trajektorie, kdy odchylka mezi skutečnou trajektorií
a numerickou aproximací je vždy stejného znaménka, čímž dochází ke kumulaci
chyby a třeba k fiktivnímu stáčení pericentra (obr. 1).

-3

-2

-1

 0

 1

 2

 3

 4

-4 -3 -2 -1  0  1  2  3

y 
[A

U
]

x [AU]

Obr. 1 — Fiktivní stáčení pericentra při výpočtu trajektorie Eulerovou metodou (výpočet
byl proveden s časovým krokem ∆t = 0,01 yr a celkovou dobou integrace 10 000 yr).

0.1.3 Metoda leap-frog

Následující metoda poněkud připomíná „skákání žabÿ:

r
n
i = r

n−1
i + v

n−1/2
i ∆t ,

v
n+1/2
i = v

n−1/2
i + a

n
i ∆t .

kde první poloviční krok získáme jako první člen Taylorova rozvoje:

v
1/2
i = v

0
i + a

0
i

∆t

2
.
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Jiný způsob zápisu téže metody je:

r
n+1
i = r

n
i + v

n
i ∆t+ a

n
i

(∆t)2

2
,

v
n+1
i = v

n
i + (a

n
i + a

n+1
i )

∆t

2
.

Všimněme si, že a
n+1
i naštěstí závisí pouze na polohách r

n+1
i , nikoli na rych-

lostech. Metoda je druhého řádu (chyba v jednom kroku je (∆t)3, celková
chyba (∆t)2). Eulerovu metodu zlepšuje takovým způsobem, že uvažuje více
minulých hodnot, nejen jednu. Tato drobná změna vede k výraznému zlepšení:
odstraní se zmiňovaný problém s perihéliem.

0.1.4 Rungova–Kuttova metoda 4. řádu

Jiné zlepšení spočívá v uvážení více hodnot na intervalu [tn, tn+1]. Metoda
RK4 obecně vypadá takto:

yn+1 = yn +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) ,

kde:
k1 = f (tn, yn) ,

k2 = f

(

tn +
h

2
, yn +

h

2
k1

)

,

k3 = f

(

tn +
h

2
, yn +

h

2
k2

)

,

k4 = f (tn + h, yn + hk3) .

V našem případě by algoritmus (ve Fortranu 77) vypadal asi takto:
call f(n, t, r, v, k1)
h2 = h*h
tp = t + 0.5*h
do i = 1, 3*n
vp(i) = v(i) + k1(i)*h*0.5 ! tj. jako v = v0 + a*t
rp(i) = r(i) + v(i)*h*0.5 + k1(i)*h2*0.125 ! s = s0 + v0*t + 1/2*a*t^2

enddo
call f(n, tp, rp, vp, k2)
do i = 1, 3*n
vp(i) = v(i) + k2(i)*h*0.5
rp(i) = r(i) + v(i)*h*0.5 + k2(i)*h2*0.125

enddo
call f(n, tp, rp, vp, k3)
tp = t + h
do i = 1, 3*n
vp(i) = v(i) + k3(i)*h
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rp(i) = r(i) + v(i)*h + k3(i)*h2*0.5
enddo
call f(n, tp, rp, vp, k4)

do i = 1, 3*n
c tj. ekvivalentni r(i) = r(i) + h/6. * (v1(i) + 2*v2(i) + 2*v3(i) + v4(i))

r(i) = r(i) + v(i)*h + h2/6. * (k1(i) + k2(i) + k3(i))
v(i) = v(i) + h/6. * (k1(i) + 2*(k2(i) + k3(i)) + k4(i))

enddo

přičmež v těle procedury f, počítající zrychlení, bude něco jako:
do i = 0, n-1
do k = 1, 3
a(3*i+k) = 0.0

enddo
do j = 0, npl-1 ! pouze planety s m > 0
if (i.ne.j) then
Gm_r3 = Gm(j+1) / (

: (r(3*j+1)-r(3*i+1))**2 +
: (r(3*j+2)-r(3*i+2))**2 +
: (r(3*j+3)-r(3*i+3))**2 )**1.5 ! tj. vyraz Gm/r^3

do k = 1, 3
a(3*i+k) = a(3*i+k) + Gm_r3 * (r(3*j+k)-r(3*i+k))

enddo
endif

enddo

enddo

Lokální chyba je řádu (∆t)5, globální (∆t)4. Rungova–Kuttova metoda je
podstatně přesnější a ve výsledku efektivnější než Eulerova, i když trpí po-
dobnými neduhy, například nereálným růstem energie sytému.

0.1.5 Symplektické integrátory

Vlastností symplektických integrátorů je, že zachovávají důležitou veličinu:
střední hodnotu energie 〈E〉 systému, i když okamžitá hodnota E může v prů-
běhu výpočtu oscilovat (obr. 2). Metoda se tedy nehodí pro výpočet přesných
krátkodobých efemerid, ale pro simulace dlouhodobého vývoje je naprosto ne-
ocenitelná.

Systém popsaný zobecněnými souřadnicemi qi a hybnostmi pi se vyvíjí dle Hamiltono-
vých rovnic:

dqi

dt
=

∂H

∂pi

,
dpi

dt
= −

∂H

∂qi
,

kde H označuje hamiltonián, neboli celkovou energii systému, která se zachovává. Jedná se
vlastně o obdobu Newtonových pohybových rovnic, pouze vývoj nepopisujeme zrychlením,
ale energií (skalárním potenciálem). Sympletické integrátory se zavádějí následujícím obec-
ným způsobem: mějme určitou funkci F (q, p) ve fázovém prostoru, například F = qi nebo
F = pi. Její časová změna působením hamiltoniánu je dána výrazem:

dF

dt
= {F, H} = LF ,
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kde definujeme Poissonovy závorky {} a příslušný operátor L jako:

L =
∂H

∂pi

∂

∂qi
−

∂H

∂qi

∂

∂pi

.

(Pro jednoduchá F = qi nebo F = pi bych aplikací L obdržel zpátky Hamiltonovy rovnice.)
Vzpomenu si, že obyčejná diferenciální rovnice dF

dt
= kF má řešení F (t) = F (0) exp(kt)

a tedy formálně mohu psát řešení rovnice dF
dt
= LF s operátorem L jako:

F (τ) = exp(τL)F (0) .

Podle Taylorova rozvoje exponenciely je pak časový vývoj funkce F (q(t), p(t)) v jednom
časovém kroku τ dán nekonečnou řadou:

F (τ) = [1 + τL+
τ2

2
L2 + . . .]F (0) ,

ale prakticky se rozvoj ukončí pro jisté τk, přičemž se dopustíme chyby řádu O(τk+1).
Je užitečné hamiltonián různými způsoby rozdělit na části, například:

1. H = HA +HB (zapsáno obecně);
2. H = T (p) + V (q) (na kinetickou a potenciální energii);
3. H = Hkepl +Hint (na keplerovskou a interakční část).

V prvním případě lze zapsat integrátor jako:

F (τ) = exp(τ(LA + LB)) ≃ exp(τLA) exp(τLB)F (0) ,

za přepokladu, že komutátor operátorů [LA,LB] je nulový, jinak bychom rozdíl mezi pravou
a levou stranou rovnice museli odvozovat z Bakerova–Campbellova–Hausdorffova (BCH)
teorému.
Ve druhém případě můžeme pro vývoj souřadnic a hybností psát (do prvního řádu v τ):

q(τ) = q(0) + τ

(

∂T

∂p

)

p=p(0)

, p(τ) = p(0)− τ

(

∂V

∂q

)

q=q(τ)

,

přičemž pro problém dvou těles, kde je hamiltonián roven Hkepl =
p2

2m
− GMm

q
, bychom

za parciální derivace dosadili ∂T
∂p
= p

m
(tj. vlastně rychlost), ∂V

∂q
= GMm

q2
(tj. gravitační

zrychlení). Tomuto integrátoru říkáme symplektický Euler.
Ve třetím případě je velkou výhodou, že pohyb pod vlivem samotného Hkepl (gravitace

Slunce) je řešitelný analyticky a Hint (gravitace planet) je pouze malá perturbace. Pokud
nás nezajímají rychlé oscilace, můžeme dokonce Hint vynásobit Diracovou δ-funkcí, jejíž
norma je 1, čímž získáme symplektickou mapu umožňující interakce planet počítat diskrétně,
s velkým časovým krokem.

Integrátory často využívají analytického řešení problému dvou těles, takže
tělesa se pohybují vlivem Slunce přesně po elipsách (této fázi se říká drift),
kdežto vzájemné interakce planet jsou reprezentované jako náhlé změny rych-
lostí, neboli „kopanceÿ (kick). Metoda dovoluje podstatně delší časový krok
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(zhruba desetkrát kratší než nejkratší perioda, tzn. ∆t ≃ 20 až 40 dní pro
hlavní pás).
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Obr. 2—Celková energie systému Slunce–Jupiter–Saturn počítaná symplektickou metodou
(integrátorem SWIFT–RMVS3) a metodou RK4. Časový krok ∆t = 36dní byl v obou
případech stejný. V případě integrátoru RK4 je patrný růst E navzdory tomu, že podle

zákona zachování energie by měla zůstat konstatní.

Velmi používanou implementací symplektického integrátoru 2. řádu je ba-
lík SWIFT [73]. Obsahuje též klasický (pomalý nesymplektický) integrátor
Bulirsch–Stoer. Existují i verze s implementovanými digitálními filtry a ne-
gravitačním Jarkovského zrychlením [16].
Vstupní soubory mají jednoduchý formát, jak je vidět na následující ukázce.

Soubor param.in obsahuje počáteční a konečný čas, časový krok integrace
(vše ve dnech), kroky pro datový výstup, volby pro blízká přiblížení a jméno
výstupního souboru:
0.0d0 365.25d6 36.525d0
365.25d4 365.25d4
F T F F T F
4.68d-3 100. -1. 4.68d-3 F
bin.dat

unknown

V souboru pl.in jsou uvedeny hmotnosti, polohy a rychlosti planet (v jed-
notkách AU3/den2, AU, AU/den; zde pro JD = 2454600,5):
9
0.2959122082855911E-03
0.0000000000000000E+00 0.0000000000000000E+00 0.0000000000000000E+00
0.0000000000000000E+00 0.0000000000000000E+00 0.0000000000000000E+00
0.4912547451450812E-10
-.3864600354862669E+00 -.1602170074551660E-02 0.3533234140555620E-01
-.5735852025214805E-02 -.2692373120382385E-01 -.1673815587694525E-02
0.7243452486162703E-09
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0.5808463336492261E+00 0.4308825792243013E+00 -.2761670784360751E-01
-.1211216653083715E-01 0.1615788478483312E-01 0.9205155120077254E-03
0.8997011346712499E-09
-.6017254236082077E+00 -.8120760800476735E+00 0.8869634100961842E-06
0.1354276671039820E-01 -.1030681208372443E-01 -.3099942997742874E-07
0.9549535105779258E-10
-.1527601760264695E+01 0.6626820858693659E+00 0.5141368234220209E-01
-.5045066867113694E-02 -.1164349173788776E-01 -.1202590667115000E-03
0.2825345909524226E-06
0.1138394516867886E+01 -.5072505282367437E+01 -.4513382047041035E-02
0.7276076137688305E-02 0.2011511879339103E-02 -.1711307188338216E-03
0.8459715185680659E-07
-.8611087404576072E+01 0.3506540061250040E+01 0.2817240414539856E+00
-.2397188427972001E-02 -.5178074648198954E-02 0.1855384702523543E-03
0.1292024916781969E-07
0.1974205995173121E+02 -.3751739674173609E+01 -.2697009416898897E+00
0.7111001543127974E-03 0.3681535338222283E-02 0.4507018387067335E-05
0.1524358900784276E-07
0.2372410144739705E+02 -.1842578182444977E+02 -.1676733867170805E+00

0.1910919299879698E-02 0.2498604368703240E-02 -.9539622669733138E-04

Nakonec v tp.in je třeba uvést polohy a rychlosti částic s nulovou hmot-
ností (zde pro planektu Vesta):

1
0.2353673518920967E+01 -.2346117040731681E+00 -.2789258013430361E+00
0.2015053331692880E-02 0.1089808238709952E-01 -.5729083998342665E-03
0

0.0

0.1.6 Přesnost versus správnost

Přesnost (angl. precision) výpočtu efemeridy můžeme posoudit například tak,
že numerickou integraci několikrát zopakujeme s menším a s menším časovým
krokem ∆t. Obvykle řešení konvergují tak, že pro malá ∆t se od sebe již neliší.

Samozřejme nelze volit ∆t infinetezimálně malé! To by numerický výpočet
trval nekonečně dlouho a také bychom tvrdě narazili na omezené přesnosti
čísel, jak jsou reprezentované v počítači,1a na zaokrouhlovací chyby.

Pozor! Správnost (angl. accuracy) je něco úplně jiného! Natvrdo řečeno:
jakkoli úžasná přesnost výpočtu nám ani v nejmenším nezaručuje jakoukoliv
správnost. Když se dopustíme velké systematické chyby (mylné identifikace
objektu při astrometrii, překlepu při zadávání počátečních podmínek nebo
hloupé chyby v kódu programu), soulad s realitou nedosáhneme nikdy.

1 V případě dvojité přesnosti (double precision, real 8) jde zhruba o 16 platných číslic;
u jednoduché (single, real 4) pouze o 8.
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Obr. 3 — Přesnost versus správnost při střelbě do terče. Ve fyzice je problém, že nevidíme
onen kříž! Je pak těžké určit, zda je chyba systematická nebo náhodná.

0.1.7 Šíření chyb

Každá dráha je známá pouze s určitou nenulovou chybou. Aby naše výpočty
měli vůbec nějaký smysl, musíme tuto chybu uvážit! Postupujeme třeba tak-
to: (i) vytvoříme mnoho počátečních podmínek v rámci observační nejistoty
a numerickou integraci t0 → t provedeme mnohokrát. (To se snadno řekne,
ale hůře provede.) (ii) v čase t posoudíme rozptyly r, v, což jsou vlastně chy-
by výsledku. Můžeme také sdružit podobné trajektorie do skupin a vypočítat
pravděpodobnosti jednotlivých realizací jako pskupiny =

Nve skupině
Ncelkový

.
Obzvláště v některých situacích je zřetelné, že sebemenší odchylka v počá-

tečních podmínkách, třeba na poslední platné číslici, může vést k velmi od-
lišným výsledkům numerické integrace. Tato extrémní citlivost na počáteční
podmínky je projevem deterministického chaosu. Skutečnost, že i tak jedno-
duchoučký systém, jako je osm planet řídících se gravitačním zákonem, může
být chaotický, by někdo mohl pokládat za překvapivé.

0.1.8 Relativistická pohybová rovnice

Podle obecné teorie relativity neexistují inerciální vztažné soustavy ani nelze
psát pohybové rovnice. Co však lze, je použít parametrizovanou post-newton-
ovskou aproximaci (PPN), která zohledňuje podstatné relativistické odchylky
od newtonovského pohybu. Zrychlení pro hmotný bod je pak dosti kompliko-
vané [111]:

r̈i =
∑

j 6=i

µj(rj − ri)
r3ij

{

1−
2(β + γ)

c2

∑

k 6=i

µk

rik
−
(2β − 1)

c2

∑

k 6=j

µk

rjk

+ γ
(vi

c

)2

+ (1 + γ)
(vj

c

)2

−
2(1 + γ)

c2
ṙi · ṙj

−
3
2c2

[

(ri − rj) · ṙj

rij

]2

+
1
2c2
(rj − ri) · r̈j

}
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+
1
c2

∑

j 6=i

µj

r3ij
{[ri − rj ] · [(2 + 2γ)ṙi − (1 + 2γ)ṙj ]} (ṙi − ṙj)

+
3 + 4γ
2c2

∑

j 6=i

µj r̈j

rij
+

5
∑

m=1

µm(rm − ri)
r3im

. (4)

Pro obecnou relativitu jsou parametry β = γ = 1, vi = |ṙ| označuje rychlost.
Vektor r̈j na pravé straně je klasické newtonovské zrychlení tělesa j působené
ostatními tělesy. Suma přes m zohledňuje zrychlení od pěti nejdůležitějších
asteroidů: Ceres, Pallas, Vesta, Iris a Bamberga. Tento dynamický model po-
užívá (mimo jiných) efemerida JPL DE405.
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