
Problém tří těles 0.1

0.1 Problém tří těles

Naším cílem je nahlédnout, jak se pohybují Slunce, Jupiter a kometa (tělesa 1,
2, 3). Abychom problém zjednodušili na únosnou úroveň, budeme předpokládat,
že kometa má hmotnost m3 = 0 a že Jupiter se okolo Slunce pohybuje nerušeně
po kružnici (jako v problému dvou těles s excentricitou e = 0). Takovou úlohu
nazýváme kruhový omezený problém tří těles. Omezený proto, že kometa nepůsobí
gravitací na Jupiter a Slunce, pouze Slunce a Jupiter působí na kometu a na sebe
navzájem. Beztak by kometa neměla šanci obíhání Jupitera ovlivnit.

Pro Slunce a pro Jupiter ani nemusíme psát pohybové rovnice, protože jejich
řešení známe — v inerciální soustavě s počátkem v hmotném středu jsou to rovnice
kružnic:

r1 = (−aJ

µ̄︷ ︸︸ ︷
m2

m1+m2
cosnt, −aJ

m2
m1+m2

sinnt, 0) ,

r2 = ( aJ

1−µ̄︷ ︸︸ ︷
m1

m1+m2
cosnt, aJ

m1
m1+m2

sinnt, 0) ,

kde aJ
.
= 5,2 AU je vzdálenost Slunce–Jupiter, n =

√
G(m1+m2)

a3J

.
= 0,00145 rad

den jeho

střední pohyb (neboli úhlová frekvence vzájemného obíhání) a µ̄ poměr hmotnosti
Jupiteru k celkové hmotnosti soustavy.

Pro kometu platí pohybová rovnice (odvozená z Newtonových zákonů):

r̈3 = − Gm1

|r3 − r1|3
(r3 − r1)− Gm2

|r3 − r2|3
(r3 − r2) . (1)

Bohužel, v těchto třech diferenciálních rovnicích 2. řádu vystupují explicitní funkce
času r1(t), r2(t) a jejich průběh neznáme. Naštěstí se ale můžeme t zbavit. . .
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Obrázek 1: Nákres tří těles v inerciální vztažné soustavě Oxyz s počátkem ve hmotném středu
a definice vektorů r1, r2, r3, r′1, r′2, r′3. Naznačena je též otočená souřadnicová soustava O′

x′y′z′ .
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0.1.1 Otáčející se soustava. Coriolisovo a odstředivé zrychlení
Otočíme-li souřadnicovou soustavu okolo osy z o úhel ϕ = nt, Slunce a Jupiter se
v nových čárkovaných souřadnicích nehnou z místa:

r′1 = (−µ̄aJ, 0, 0) ,

r′2 = ((1−µ̄)aJ, 0, 0) .

Tuto transformaci souřadnic můžeme zapsat maticově jako r′ = Rz(ϕ) r, respektive
r = Rz(−ϕ) r′, čili ve složkách:x

y
z

 =

 cosnt − sinnt 0
sinnt cosnt 0

0 0 1

×
x′

y′

z′

 =

x′ cosnt− y′ sinnt
x′ sinnt+ y′ cosnt

z′

 . (2)

Pro dosazení do pohybové rovnice (1) budeme ovšem potřebovat také druhé derivace
souřadnic podle času, které teď musíme vypočítat. Nejprve rychlosti: ẋ

ẏ
ż

 =

 ẋ′ cosnt− x′ n sinnt− ẏ′ sinnt− y′ n cosnt
ẋ′ sinnt+ x′ n cosnt+ ẏ′ cosnt− y′ n sinnt

ż′


=

 (ẋ′ − ny′) cosnt− (ẏ′ + nx′) sinnt
(ẏ′ + nx′) cosnt+ (ẋ′ − ny′) sinnt

ż′

 , (3)

poté zrychlení: ẍ
ÿ
z̈

 =

 (ẍ′−nẏ′) cosnt−(ẋ′−ny′)n sinnt−(ÿ′+nẋ′) sinnt−(ẏ′+nx′)n cosnt

(ÿ′+nẋ′) cosnt−(ẏ′+nx′)n sinnt+(ẍ′−nẏ′) sinnt+(ẋ′−ny′)n cosnt

z̈′



=

aCoriolisovo︷︸︸︷ aodstředivé︷︸︸︷ (ẍ′ − 2nẏ′ − n2x′) cosnt− (ÿ′ + 2nẋ′ − n2y′) sinnt
(ÿ′ + 2nẋ′ − n2y′) cosnt+ (ẍ′ − 2nẏ′ − n2x′) sinnt

z̈′

 . (4)

Vidíme, jak se nám zde „z ničeho nicÿ objevila dvě nová zrychlení: Coriolisovo a od-
středivé ; první závisí na rychlosti jako −2n × v (zde je vektorový součin) a druhé
na souřadnicích jako n2r⊥ od osy otáčení — přesně jak jsme u odstředivé síly zvyklí.
Jejich podstatou není nějaké fyzikální působení (jako je třeba gravitace), ale obje-
vují se pouze z důvodu transformace souřadnic do neinerciálního systému. Proto
jim ostatně říkáme zrychlení zdánlivá.

Dosazení provedeme nejprve pro složku x (vzdálenosti se při otáčení zachovávají,
tudíž jsme je ve jmenovatelích napsali rovnou v nových souřadnicích):

(ẍ′3 − 2nẏ′3 − n2x′3) cosnt− (ÿ′3 + 2nẋ′3 − n2y′3) sinnt =

= − Gm1

[(x′3 + µ̄aJ)2 + y′23 + z′23 ]3/2
· [(x′3 + µ̄aJ) cosnt− y′3 sinnt ]−

− Gm2

[(x′3 − (1−µ̄)aJ)2 + y′23 + z′23 ]3/2
· [(x′3 − (1−µ̄)aJ) cosnt− y′3 sinnt ] .
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Použijeme teď dva triky:

1. sdružíme členy s cosnt a členy se sinnt a uvědomíme si, že mají-li rovnice platit
pro libovolné t, musejí se rovnat koeficienty u těch sínů a kosínů;

2. vynecháme čárky a index 3, abychom se z nich nezbláznili (beztak tam nic jiného
než x′3, y′3 a z′3 nevystupuje).

Výsledkem jsou tyto pohybové rovnice pro kometu v korotujícím systému:

ẍ− 2nẏ − n2x = −G
[
m1

x+ µ̄aJ

R3
1

+m2
x− (1−µ̄)aJ

R3
2

]
, (5)

ÿ + 2nẋ− n2y = −G
[
m1

R3
1

+
m2

R3
2

]
y , (6)

z̈ = −G
[
m1

R3
1

+
m2

R3
2

]
z , (7)

kde relativní vzdálenosti jsou:

R1 =
[
(x+ µ̄aJ)2 + y2 + z2

]1/2
,

R2 =
[
(x− (1−µ̄)aJ)2 + y2 + z2

]1/2
a µ̄ = m2

m1+m2
(tj. malý parametr řádu 10−3 pro Jupiter a Slunce). Žel, ani tyto

rovnice neumíme obecně analyticky vyřešit (tzn. najít 6 skalárních funkcí x(t), y(t),
z(t), ẋ(t), ẏ(t) a ż(t)). Zdálo by se, že jsme si otáčením příliš nepomohli, nicméně. . .

0.1.2 Jacobiho integrál
Alespoň můžeme najít jeden velmi užitečný integrál pohybu: rovnice (5), (6), (7)
vynásobíme po řadě ẋ, ẏ, ż, sečteme:

ẍẋ+ ÿẏ + z̈ż − n2(xẋ+ yẏ) = −G
[
m1

x+ µ̄aJ

R3
1

+m2
x− (1−µ̄)aJ

R3
2

]
ẋ−

−G
[
m1

R3
1

+
m2

R3
2

]
(yẏ + zż)

a jednou integrujeme podle času:1

1
2

(ẋ2 + ẏ2 + ż2)− n2

2
(x2 + y2) = G

[
m1

R1
+
m2

R2

]
+ C ,

kde C je integrační konstanta. Nakonec násobíme dvěma a značíme −2C = CJ jako
Jacobiho integrál :

CJ =

2U︷ ︸︸ ︷
n2(x2 + y2) + 2G

[
m1

R1
+
m2

R2

]
−

v2︷ ︸︸ ︷
(ẋ2 + ẏ2 + ż2) , (8)

1 S vědomím, že derivace výrazu 1
R1

= [(x + µ̄aJ)2 + y2 + z2]−1/2 je rovna − 12 [(x + µ̄aJ)2+

+ y2 + z2]−3/2 · [2(x+ µ̄aJ)ẋ+ 2yẏ + 2zż] a podobně pro 1
R2

.
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kde U(x, y, z) označuje efektivní potenciál (funkci souřadnic) a v rychlost komety
vzhledem k neinerciální rotující soustavě (v níž jsou Slunce a Jupiter v klidu). Hod-
notu CJ pro danou kometu můžeme vypočítat z počátečních podmínek (souřadnic
a rychlostí) komety prostým dosazením do (8).

Užitečnost Jacobiho integrálu spočívá v tomto: v2 je pochopitelně nezáporné, čili
musí vždy platit:

v2 = 2U − CJ > 0 .

To ale znamená omezení pro pohyb komety — když si nakreslíme „vrstevniceÿ
funkce U (obr. 2), tak pouze v místech, kde 2U > CJ, je pohyb dovolen!
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Obrázek 2: Graf efektivního potenciálu 2U(x, y, 0) a příslušné izočáry; pro systém s poměrem
hmotností µ̄ = 0,2. Hodnoty 2U jsou uváděny v jednotkách (aJn)2.

Pro určitou dráhu komety, tedy určité CJ, lze nakreslit křivku nulové rychlos-
ti . Když se bude kometa přibližovat k příslušné křivce, můžeme si být jisti, že ji
nepřekročí, ale kolmo se od ní „odrazíÿ.

Všimněme si vzhledu grafu funkce 2U z hlediska topologického: je na něm pět
inflexních nebo extrémních bodů, označených L1 až L5. Podle hodnoty CJ můžeme
rozlišit pět případů, jak vypadají dovolené a zakázané oblasti (obr. 3):

1. CJ < potenciál 2U(v bodě L4) = 2U(L5): pohyb je dovolen v celé rovině x, y.
To je ostatně přirozené — když kometě udělím obrovskou rychlost (a CJ pak
vychází malé), doletí kamkoliv.

2. 2U(L4) = 2U(L5) < CJ < 2U(L3): dvě zakázané oblasti jsou v okolí bodů L4

a L5, jinde je pohyb dovolen.
3. 2U(L3) < CJ < 2U(L2): zakázáné oblasti obepínají body L3, L4 a L5 ve tvaru

podkovy; kometa může letět pryč od Slunce pouze kolem Jupitera.
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Problém tří těles 0.1

2. 3. 4. 5.

Obrázek 3: Tvary dovolených (bílých) a zakázaných (šedých) oblastí v problému tří těles. Obrázky
odpovídají případům 2., 3., 4. a 5. diskutovaným v textu. Porovnejme též s obr. 2. Převzato z [2].

4. 2U(L2) < CJ < 2U(L1): kometa může létat v blízkosti Slunce i Jupitera, ale
nemůže se odtud dostat za bod L2. Také se zpoza bodu L2 nemůže dostat dovnitř.

5. CJ > 2U(L1): kometa může buď obíhat Slunce, nebo Jupiter, anebo obíhá tuto
dvojici ve velké vzdálenosti, nemůže však mezi orbitami přecházet.

Dva zvláštní tvary drah dostaly svoje názvy: pokud se těleso pohybuje pouze
v okolí bodu L4 (nebo L5), jedná se o orbitu typu „pulecÿ (angl. tadpole); například
Trojané mají takové dráhy. Obíhá-li těleso body L4, L3 a L5 tam a zpět, jde o typ
„podkovaÿ (horseshoe); pěknými komplikovanými příklady ze sluneční soustavy
mohou být asteroid (3753) Cruithne v rezonanci 1/1 se Zemí nebo koorbitální
satelity Saturnu Janus a Epimetheus.

0.1.3 Lagrangeovy librační body
Librační body jsou místa, kde se kometa nepohybuje (myšleno samozřejmě v ko-
rotující soustavě, tzn. vzhledem ke Slunci a k Jupiteru; kdyby se nepohybovala
v nekorotující, spadne na Slunce). To znamená, že všechny derivace jsou nulové:

ẍ = ÿ = z̈ = ẋ = ẏ = ż = 0 . (9)

Dosazením této podmínky do pohybových rovnic (5) až (7) obdržíme:

−n2x = −G
[
m1

x+ µ̄aJ

R3
1

+m2
x− (1−µ̄)aJ

R3
2

]
,

−n2y = −G
[
m1

R3
1

+
m2

R3
2

]
y ,

0 = −G
[
m1

R3
1

+
m2

R3
2

]
z .

Ze třetí rovnice okamžitě plyne, že z = 0, tedy všechny librační body nutně leží
v rovině Jupiterovy dráhy kolem Slunce. Jedním z řešení druhé rovnice je y = 0,
pak ovšem podle první rovnice:

f(x) ≡ −n2x+G

[
m1

sgn(x+ µ̄aJ)
(x+ µ̄aJ)2

+m2
sgn(x− (1−µ̄)aJ)
(x− (1−µ̄)aJ)2

]
= 0 . (10)
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Obrázek 4: Průběh funkce f(x) a odpovídající polohy kolineárních Lagrangeových bodů L1, L2
a L3 pro soustavu Slunce–Jupiter.

Kořeny této funkce f(x) jsou polohami libračních bodů (její průběh je obr. 4).
V případě nekolineárních bodů, když je y 6= 0, musí zřejmě platit soustava dvou

nelineárních rovnic:

G

[
m1

R3
1

+
m2

R3
2
− n2

G

]
x+G

[
m1µ̄aJ

R3
1
− m2(1−µ̄)aJ

R3
2

]
= 0 ,

G

[
m1

R3
1

+
m2

R3
2
− n2

G

]
y = 0 .

Její řešení je možné zajistit tak, že výrazy v hranatých závorkách položíme identicky
rovny nule, čímž obdržíme jednoduší soustavu, pouze pro R1 a R2 (navíc dosadíme
za n2 = G(m1+m2)

a3J
, µ̄ = m2

m1+m2
a (1−µ̄) = m1

m1+m2
):

m1

R3
1

+
m2

R3
2
− m1 +m2

a3
J

= 0 , (11)

m1m2aJ

R3
1

− m2m1aJ

R3
2

= 0 . (12)

Řešení je evidentní: R1 = R2 = aJ, což znamená dva librační body L4 a L5 ve
vrcholech rovnostranných trojúhelníků Slunce–Jupiter–librační bod (viz obr. 5).

Bez odvození uvádíme přibližné vztahy pro výpočet poloh Lagrangeových bodů
a příslušné hodnoty CJ v případě malých poměrů hmot (viz [7], α ≡ ( m23m1

)
1
3 ):

bod x/aJ y/aJ CJ/(aJn)2

L1 (1−µ̄)− α+ 1
3α
2 + 1

9α
3 + 23

81α
4 +O(α5) 0 3 + 3

4
3 µ̄

2
3 − 10

3 µ̄+O(µ̄2)

L2 (1−µ̄) + α+ 1
3α
2 − 1

9α
3 − 31

81α
4 +O(α5) 0 3 + 3

4
3 µ̄

2
3 − 14

3 µ̄+O(µ̄2)

L3 −µ̄− 1+ 7
12

m2
m1
− 7
12 (m2

m1
)2+ 13223

20736 (m2
m1

)3+O(m2
m1

)4 0 3 + µ̄+O(µ̄2)

L4 1
2 − µ̄ +

√
3
2 3− µ̄+O(µ̄2)

L5 1
2 − µ̄ −

√
3
2 3− µ̄+O(µ̄2)
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Obrázek 5: Polohy Lagrangeových libračních bodů L1 až L5 v soustavě Slunce–Jupiter (s poměrem
hmotností µ̄

.
= 10−3). „Kostrbatostÿ izočar potenciálu 2U je jen numerickým artefaktem.

Stabilita libračních bodů. Podrobnější analýza ukazuje, že body L4 a L5 jsou
lineárně stabilní, je-li µ̄ . 0,0385, což je pro Slunce–Jupiter splněno.2 Znamená to,
že těleso může okolí těchto bodů setrvat velmi dlouhou dobu. Ostatně v Lagrangeo-
vých bodech příslušejících Jupiteru pozorujeme početnou populaci Trojanů a Řeků,
čítající více než 103 členů. Jednotlivé Trojany známe i u jiných planet: čtyři u Marsu
a pět u Neptunu.

Body L1, L2 a L3 jsou naproti tomu exponenciálně nestabilní. Nestabilita ale
není „hroziváÿ — pro systém Slunce–Země může těleso zůstat v jejich okolí řádově
měsíc. Poblíž L1 a L2 jsou například umístěny kosmické sondy SOHO (obr. 6) ne-
bo WMAP; jejich dráha se musí jen několikrát ročně korigovat raketovými motory,
aby neodlétly pryč.

Obrázek 6: Trajektorie sondy SOHO a její poloha 30. 1. 1996 při transferu od Země k bodu L1,
okolo kterého dnes sonda obíhá. Pro názornost jsou zakresleny také Slunce, Země a oběžná dráha

Měsíce. Převzato z 〈http://orbits.esa.int/〉.

2 Toto platí při současné konfiguraci planet. Pokud se ale Jupiter a Saturn nacházely poblíž
rezonance středních pohybů 1:2, byla oblast okolo L4 a L5 v tu dobu zcela nestabilní.
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0.1.4 Tisserandův parametr
Při obíhání samotné komety okolo Slunce (v problému dvou těles) by byly keple-
rovské orbitální elementy (a, e, I,$,Ω) konstantami. Při blízkém přiblížení komety
k Jupiteru (v problému tří těles), ale evidentně konstantní nebudou — Jupiter může
zcela změnit velkou poloosu, excentricitu i sklon její dráhy (viz obr. 9).

I při výrazně odlišné dráze před přiblížením a po přiblížení však můžeme poznat,
že se vlastně jedná o tutéž kometu, a to s využitím Jacobiho integrálu, který se
v problému tří těles zachovává vždy, i při blízkých přiblíženích. Potřebujeme pouze
vyjádřit CJ v inerciálních (nečárkovaných) souřadnicích a pak jako funkci a, e, I.

Nejprve opišme Jacobiho integrál v neinerciálních (čárkovaných) souřadnicích:

CJ = n2(x′2 + y′2) + 2G

[
m1

R1
+
m2

R2

]
− (ẋ′2 + ẏ′2 + ż′2) .

Proveďme zpětnou transformaci souřadnic (v (3) stačí zaměnit n za −n):

 ẋ′

ẏ′

ż′

 =

a︷ ︸︸ ︷
︸ ︷︷ ︸

b

 (ẋ+ ny) cosnt+ (ẏ − nx) sinnt
(ẏ − nx) cosnt− (ẋ+ ny) sinnt

ż′

 .

První dva členy CJ jsou vůči rotaci invariantní, pouze u třetího musíme počítat:

ẋ′2 + ẏ′2 + ż′2 = a2 cos2nt+ 2ab sinnt cosnt+ b2 sin2nt+

+ b2 cos2nt− 2ab sinnt cosnt+ a2 sin2nt+ ż2

= a2 + b2 + ż2 = ẋ2 + 2ẋny + n2y2 + ẏ2 − 2ẏnx+ n2x2 + ż2

.

Jacobiho integrál v inerciálních souřadnicích je tedy:

CJ = n2(x2 + y2) + 2G

[
m1

R1
+
m2

R2

]
− (ẋ2 + ẏ2 + ż2) + 2n(xẏ − yẋ)−n2(x2 + y2) .

Nyní využijeme dva známé vztahy z problému dvou těles — integrál „živé sílyÿ
a integrál momentu hybnosti (představujeme si přitom, že daleko od Jupitera bude
pohyb komety dobře aproximovaný keplerovskou elipsou; zde µ = G(m1 +m2)):

v2 = µ

(
2
r
− 1
a

)
,

h = |r × ṙ| = |(0, 0, xẏ − yẋ)| =
√
a(1− e2)µ .

Vzhledem k tomu, že dráha komety může být skloněná k dráze Jupitera o úhel I,
musíme pro naše souřadnice vzít:

xẏ − yẋ = h cos I .
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Po dosazení je:

CJ = 2G

[
m1

R1
+
m2

R2

]
−Gm1

[
2
R1
− 1
a

]
+ 2n

√
a(1− e2)Gm1 cos I .

Budeme-li ještě předpokládat, že m2 � m1 (to je pro Jupiter–Slunce dobře splněno)
a zároveň R2 6→ 0 (tzn. že CJ pro kometu počítáme, když jsme daleko od Jupitera),
platí přibližně:

CJ
.
=
Gm1

a
+ 2n

√
a(1− e2)Gm1 cos I ,

Nakonec dosadíme za n
.
=
√

Gm1
a3J

a označíme Tp = CJ
aJ
Gm1

jako Tisserandův para-

metr :

Tp =
aJ

a
+ 2
√

a

aJ
(1− e2) cos I

.
= konst. (13)

Ať už kometa prodělá přiblížení k Jupiteru kolik chce, hodnota Tp(a, e, I) se pro
její dráhu (přibližně) zachovává (viz příklady na obr. 7 až 9 a v tab. 1).
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Obrázek 7: Orbita komety před přiblížením k Jupiteru a po něm, přičemž Tisserandův parametr
je pro obě dráhy přibližně stejný. Tenkou čarou jsou naznačeny také oskulační elipsy platné pro
začátek a konec skutečné trajektorie; mimo blízké přiblížení k Jupiteru jsou velmi dobrou apro-
ximací pohybu. Oskulační sklon je po celou dobu roven nule (tedy z = 0). Výpočet numerickým

integrátorem swift_bs.
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Obrázek 8: Tatáž trajektorie jako na obr. 7, ale v korotujícím systému. Tenkou čarou je znázorněný
další vývoj po dobu 300 let; namísto elips v inerciálním systému jsou patrné typické „kličkyÿ

v korotujícím. (Slunce a Jupiter stále zůstávají v téže poloze, v jaké je vidíme na obrázku.)
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Obrázek 9: Tisserandův parametr Tp a velká poloosa a v závislosti na čase t pro dráhu komety
zobrazenou na obr. 7. S výjimkou blízkého přiblížení (kdy neplatí použité aproximace) je Tisseran-
dův parametr (alias Jacobiho integrál) prakticky konstantní, i když u velké poloosy (alias celkové

energie) je evidentní skok.
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Problém tří těles 0.1

datum q/AU e I/◦ TJ
31. 12. 1918 5,789 0,160 3,08 3,024
16. 7. 1950 3,405 0,143 3,98 3,035
18. 6. 1983 5,471 0,243 1,95 3,005

Tabulka 1: Vzdálenost pericentra q = a(1 − e), excentricita, sklon a Tisserandův parametr pro
kometu 39P/Oterma. Přestože kometa během 20. století prodělala dvě těsná přiblížení k Jupiteru,

27. října 1937 na 0,165 AU a 12. dubna 1963 na 0,095 AU, zůstává její TJ přibližně zachováno.

0.1.5 Komety Jupiterovy rodiny
Velmi pěknou aplikací problému tří těles je vysvětlení původu komet Jupiterovy
rodiny (JFC), tj. komet, které mají afélium (nebo perihélium) v blízkosti Jupitera.
Původem se totiž jedná o tělesa Kuiperova pásu (KBO), která se díky blízkým
přiblížením k velkým planetám přesouvají z vnější do vnitřní části sluneční soustavy.
Právě popis tohoto mechanismu nyní provedeme.

Zvolme počáteční elementy komety v Kuiperově pásu: a = 39,5 AU, I = 0◦

a excentricitu takovou, aby se kometa v periheliu přibližovala k Neptunu, tzn. q =
a(1 − e) = aNeptunu = 30,1 AU ⇒ e

.
= 0,24. Co se bude dít při blízkém přiblížení

komety k Neptunu? Jak se dráha komety může změnit? Především, podle prici-
pu kauzality , musí i „rozptýlenáÿ trajektorie stále procházet v blízkosti Neptunu!
(Nemůže příliš „odskočitÿ; představíme-li si pohyb komety v minulosti, nikdy by
Neptun nepotkala.) V nejpříznivějším případě bude pozměněný afel komety u Nep-
tunu:

Q′ = a′(1 + e′) = aN . (14)

Zároveň ovšem musí zůstat zachována hodnota Tisserandova parametru vzhledem
k Neptunu:

TN = T ′N =
aN

a′
+ 2

'1︷ ︸︸ ︷
cos I ′

√
a′

aN
(1− e′2) , (15)

kterou spočteme z počátečních elementů a, e komety (TN
.
= 2,99). Vztahy (14)

a (15) tvoří soustavu dvou nelineárních rovnic pro proměnné a′, e′. Když vyjádříme
z první rovnice aN

a′ a dosadíme do druhé, obdržíme kvadratickou rovnici pro e′:

e′2 + (−2TN + 6)e′ + (T 2
N − 2TN − 3) = 0 ,

jejímž řešením v oboru kladných reálných čísel je:

e′ = TN − 3 + 2
√

3− TN
.
= 0,21 . (16)

Snadno pak dopočteme, že a′ = aN
(1+e′)

.
= 24,8 AU a perihélium q′ = a′(1 − e′) .

=
19,5 AU. Vidíme, že Neptun je schopen rozptýlit kometu nanejvýš k Uranu (s aU =
19,2 AU), nikoli k Saturnu (aS = 9,6 AU), natož rovnou k Jupiteru (aJ = 5,2 AU).

Co se bude dít dál? Jakmile se dráha komety začne přibližovat Uranu, může
ji Uran začít rozptylovat stejným mechanismem. Jako počáteční a, e pro výpočet

11



rozptylu Uranem nevezmeme konečná a′, e′ po rozptylu Neptunem, ale taková, že
q = aU a Q = aN, konkrétně a = 24,6 AU a e = 0,22. Stejně jako předtím spočteme
Tisserandův parametr, ale tentokrát vzhledem k Uranu (TU = 2,99), a z rovnice (16)
zjistíme, že e′ = 0,20, a′ = 16,0 AU, q′ = 12,8 AU. Dráha se již přibližuje Saturnu
dosti těsně.
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planety
kometa

  S   JS    UN  

Obrázek 10: Dráhy čtyřech velkých planet a komety postupně „poskakujícíÿ z Kuiperova pásu
mezi komety Jupiterovy rodiny.

Asi je zřejmé, jak bychom pokračovali: stejně bychom popsali rozptylování na
Saturnu a na Jupiteru. Konečná trajektorie komety, po rozptýlení na Jupiteru,
vypadá takto:

e′ = 0,27 , a′ = 4,14 AU , q′ = 3,07 AU .

Podle obr. 11 vidíme, že se jedná o dráhu komety Jupiterovy rodiny.

Tělesa Kuiperova pásu tedy „poskakujíÿ od Neptunu k Uranu, od Uranu k Satur-
nu, od Saturnu k Jupiteru3, kde skončí, protože žádná velká planeta uvnitř dráhy
Jupitera není. Komety pak mohou po tisíce oběhů vykazovat aktivitu — tvořit ko-
mu a ohon v menších vzdálenostech od Slunce. Neaktivní komety se nám jeví jako
asteroidy (na typicky kometárních dráhách).

3 Kentauři, tj. pozorované asteroidy křížící dráhy velkých planet, jsou zřejmě právě takováto
tělesa „na cestěÿ.
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Obrázek 11: Orbity komet Jupiterovy rodiny (skloněné do roviny dráhy Jupitera a otočené tak,
že všechna perihélia jsou vlevo a afélia vpravo) v porovnání s typickou dráhou rozptýlenou na
Jupiteru (odvozenou z problému tří těles). Záhadou je původ aktivní komety 2P/Encke, která má
orbitu od Jupitera oddělenou. Vývoj na takovou dráhu přitom trvá miliony let, během kterých by

se měla kometa dávno vyčerpat.
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