
0.1 Problém dvou těles

Oč nám jde v problému dvou těles? Vypočítat tři Keplerovy zákony pro pohyb
planet ze čtyř Newtonových zákonů pro pohyb a gravitaci. Souvislost je sice
všeobecně známá, ale skutečný výpočet není zcela přímočarý, zabere nám asi
10 stran. Nejprve si příslušné zákony připomeneme.

0.1.1 Newtonovy a Keplerovy zákony

Newtonovy pohybové zákony zní:

1. Existují inerciální1 vztažné soustavy, v nichž se volné2 hmotné body pohy-
bují rovnoměrně přímočaře nebo jsou v klidu;

2. působím-li silou F na těleso o hmotnosti m, jeho zrychlení je:

a =
F

msetrvačná
; (1)

3. když těleso 1 působí silou na těleso 2, pak 2 působí na 1 reakcí:

F21 = −F12 . (2)

Podle Newtonova gravitačního zákona hmotný bod 1 působí na hmotný
bod 2 gravitační silou:

F12 = −G
m1m2 gravitační

r2
r12

r
. (3)

Měřením byla zjištěna gravitační konstanta G = (6,6743 ± 0,0007)N ·kg−2 ·
m2 [134]. Pozoruhodné je, že v našem vesmíru platí rovnost mgravitační =
msetrvačná, alespoň to potvrzují měření až do úrovně relativní chyby 10−9.3

V souvislosti se skoro kulatými planetami se nám také velmi hodí, že gravitační
pole vně homogenní koule o hmotnosti M je stejné jako okolo hmotného bodu
o hmotnosti M .

1 Tyto soustavy souvisejí spolu Galileiho transformací souřadnic r′ = r − vt, kde v ozna-
čuje jejich vzájemnou rychlost a t čas.
2 Nepůsobí na ně jiné síly než gravitace vzdálených hmot.
3 To je ostatně důvod, proč může být v obecné teorii relativity nahlížena gravitace jako
křivost prostoročasu — zrychlení tělesa

a12 =
F12

m1
= −G

m2

r2

r12

r

totiž nezávisí na tělese samém (není tam m1), ale na rozložení hmot okolo.
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Toto bychom ověřili integrací příspěvků v objemu koule „přes prstýnkyÿ souosé s r (viz
obr. 1): ∆ = r − r

′, ∆2 = r2 − 2rr′ cos φ + r′2 (dle kosínové věty). Jednodušší je použít
skalární potenciál U místo vektorové síly F = ∇U :

U =

∫

kouli

−
Gdm

∆
= −G

∫

V

ρ dV

∆
= −G

∫ R

r′=0

∫
p

φ=0

ρ(r′)

∆

obvod
︷ ︸︸ ︷

2pr′sinφ r′dφ dr′ .

Trik: dφ vyjádřím z ∆ = (r2 − 2rr′ cosφ + r′2)
1

2 a zaměním integrační meze (0, p) za
(r − r′, r + r′).

d∆

dφ
=
1

2
(r2 − 2rr′ cosφ+ r′2)−

1

2 (−2rr′)(− sinφ) =
rr′ sinφ

∆
,

odkud dφ = ∆
rr′ sinφ

d∆ a:

U = −G

∫ R

0

∫ r+r′

r−r′

ρ(r′)

∆
2pr′sinφ

∆

rr′ sinφ
d∆dr′ = −

2pG

r

∫ R

0

∫ r+r′

r−r′

ρ(r′)r′d∆dr′

= −
2pG

r

∫ R

0

ρ(r′)r′2r′dr′ = −
G

r

celková hmotnost
︷ ︸︸ ︷
∫ R

0

4pr′2ρ(r′) dr′ = −
GM

r
,

tj. přesně jako hmotný bod.

ϕ

r

r
′ ∆

Obr. 1 — Vektory r, r′, ∆, koule a prstýnky.

Nakonec uvedeme empirické Keplerovy zákony:

1. planety se pohybují po elipsách, přičemž všechy mají společné ohnisko ⊙;
2. planeta za stejnou dobu opíše průvodičem stejné plochy;

3. mezi velkými poloosami a a oběžnými periodami4 T planet platí
a3

T 2
=

společné konstantě (tento zákon ale neplatí zcela přesně).

4 Pozorovat mohu spíše synodickou dobu oběhu, potřebuji převod Tsynodická → Tsiderická.
Mezi dvěma opozicemi, které se opakují po Tsyn, urazí vnitřní planeta úhel 2p + φ a vnější
pouze φ (obr. 2). Pro jejich úhlové rychlosti platí ω1 = 2p

Tsid1
, ω2 = 2p

Tsid2
, ω1Tsyn = 2p+ φ,
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0.1.2 Problém dvou těles

Zavedeme inerciální soustavu souřadnic, vektor r = r2−r1 (obr. 3), a napíšeme
pohybové rovnice pro těleso 1 a 2, přičemž využijeme všechny Newtonovy
zákony:5

F1 = +G
m1m2

r3
r = m1r̈1 , (5)

F2 = −G
m1m2

r3
r = m2r̈2 . (6)

Jedná se o soustavu dvou obyčejných diferenciálních rovnic druhého řádu. Po-
kud se nám je podaří vyřešit, budeme znát polohy a rychlosti obou těles. Hle-
dáme tedy celkem 12 neznámých skalárních funkcí času (neboli 4 vektorové):
r1(t), ṙ1(t), r2(t), ṙ2(t). Při řešení použijeme tři triky [85]:

1. budeme studovat relativní pohyb, nikoli přímo r1, r2;
2. nejprve najdeme tvar trajektorie r(φ), nikoli r(t);

ω2Tsyn = φ; odtud:
1

Tsid1
=

1

Tsyn
+

1

Tsid2
(4) .

ϕ+2π

ϕ

1. opozice

2. opozice

Obr. 2 — Dvě planety obíhající po kruhových drahách ve dvou po sobě následujících
opozicích.

5 Poznámka o derivacích pro ty, kteří o nich ještě neslyšeli: sklon tečny ke grafu funkce
tgα = ∆y

∆x
popisuje „jak moc se funkce měníÿ; derivace funkce y(x) v bodě x0 je definována

jako limita:

y′ ≡
dy

dx
≡ lim
∆x→0

y(x0 +∆x)− y(x0)

∆x
.

Příkladem první derivace souřadnic podle času je okamžitá rychlost (v ≡ dr

dt
, označuje se

též ṙ); zrychlení je první derivace rychlosti nebo též druhá derivace souřadnic (a ≡ dv

dt
≡

v̇ = d2r

dt2
≡ r̈). Uveďme derivace některých elementárních funkcí: C′ = 0, x′ = 1, ax′ = a,

(xn)′ = nxn−1, (sinx)′ = cos x, (cos x)′ = − sinx. Derivace součtu (f + g)′ = f ′ + g′,
součinu (f · g)′ = f ′g + fg′, složené funkce (f(g(x)))′ = f ′(g(x))g′(x). Opačným úkolem
k derivování je hledání primitivní funkce (neboli integrování).
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3. použijeme přitom substituci za 1
r
.

O

1

2

r

r1

r2

Obr. 3 — Polohové vektory r1, r2, r pro tělesa 1 a 2.

0.1.3 Pohyb hmotného středu (prvních 6 integrálů)

Snadno najdu prvních 6 integrálů pohybu (celkem jich je 10), které úlohu
podstatně zjednoduší (hypoteticky, kdybych našel 12 prvních integrálů, těle-
sa by „trčelaÿ na místě nebo se pohybovala rovnoměrně přímočaře). Součet
rovnic (5) a (6) je:

m1r̈1 +m2r̈2 = 0 ,

První neurčitý integrál:
m1ṙ1 +m2ṙ2 = a ,

a druhý:
m1r1 +m2r2 = a t+ b , (7)

kde a, b jsou konstantní vektory (ony integrály pohybu; protože b je až druhý
integrál, vyskytují se zde konstantní rychlosti, neboli lineární závislost sou-
řadnic na čase). To znamená, že hmotný střed T = m1r1+m2r2

m1+m2
soustavy je buď

v klidu, nebo se pohybuje rovnoměrně přímočaře.6

0.1.4 Rovnice relativního pohybu (3 integrály momentu hybnosti)

Nyní vyšetříme relativní pohyb m2 vzhledem k m1 — odečteme (6) od (5)
(přejdeme do neinerciální souřadnicové soustavy):

r̈ = r̈2 − r̈1 = −
µ

︷ ︸︸ ︷

G(m1 +m2)
r

r3

r̈ + µ
r

r3
= 0 (8)

6 A vůbec nezáleží na tom, že FG ∝ 1
r2
; stačí, že síly jsou stejně veliké a opačného směru.
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Další integrály pohybu najdeme vektorovým násobením této rovnice r:

0 = r̈ × r +
µ

r3

0
︷ ︸︸ ︷

r × r = r̈ × r ,

protože vektorový součin rovnoběžných vektorů je vždy 0. Neurčitý integrál
je:

r × ṙ = h = konst. (9)

neb (r × ṙ − h)′ =

0
︷ ︸︸ ︷

ṙ × ṙ+ r × r̈ − 0 = 0; h je „něco jakoÿ moment hybnosti7

na jednotku hmotnosti µ. Jinými slovy to znamená, že pohyb probíhá v rovině
a plošná rychlost se zachovává (obr. 4), což je přesně 2. Keplerův zákon.8

�

r

v
h

r

v

h

Obr. 4 — Vektory r, v a h = r × v (plošná rychlost).

Přechod do polárních souřadnic v rovině. Souřadnicovou soustavu při-
rozeně orientujeme tak, že rovina xy je kolmá na h, dosadíme9 za r = rr̂,

r̈ = (r̈ − rφ̇2) r̂ +
[
1
r
d
dt
(r2φ̇)

]

φ̂ do vektorové rovnice (8) a obdržíme skalární

rovnici (příslušnou složce r̂):

r̈ − rφ̇2 = − µ

r2
, (10)

7 Rozhodně to není celkový moment L hybnosti v inerciální soustavě, L = r1 × m1 ṙ1 +
r2 × m2 ṙ2; v h jsou přitom vektorové součiny „pomíchanéÿ: h = (r1 − r2) × (ṙ2 − ṙ1) =
r1 × ṙ2 − r1 × ṙ1 + . . .
8 Opět nevyžaduje FG ∝ 1

r2
, FG pouze musí směřovat podél spojnice těles.

9 Ověření vztahu pro 2. derivaci v polárních souřadnicích je snadné: bázové vektory r̂ =

(cos φ, sinφ), φ̂ = (− sinφ, cosφ); ˙̂r = (− sinφ, cosφ)φ̇ = φ̇φ̂, ˙̂φ = −r̂φ̇; r = rr̂, ṙ = ṙr̂+r ˙̂r =
ṙr̂+ rφ̇φ̂, r̈ = r̈r̂ + ṙφ̇φ̂+ ṙφ̇φ̂+ rφ̈φ̂+ rφ̇(−r̂φ̇) = (r̈ − rφ̇2)r̂ + (2ṙφ̇+ rφ̈)φ̂ = (r̈ − rφ̇2)r̂ +
[
1
r
d
dt
(r2φ̇)

]
φ̂.
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Rovnice 1
r
d
dt
(r2φ̇) = 0 pro složku φ̂ je naštěstí splněna automaticky, protože

to je vlastně vyjádření integrálu h v polárních souřadnicích:

h = r × ṙ = rr̂ × (ṙr̂ + rφ̇φ̂) = r2φ̇ẑ (11)

a velikost tohoto vektoru je evidentně:

h = r2φ̇ = konst. (12)

Jak ale řešit rovnici (10) pro dvě neznámé funkce času r(t), φ(t)?

0.1.5 Eliminace času a odvození tvaru trajektorie

Úplnou eliminaci času t zajistíme pomocí substituce u = 1
r
a integrálu h. Do

rovnice (10) musíme dosadit jednak za r = 1
u
, a jednak za druhou derivaci r̈

podle času. Nejprve spočteme první:

ṙ = − 1
u2
du
dt
= − 1

u2
du
dφ

≡ φ̇= h

r2
= hu2

︷︸︸︷

dφ
dt
= h
du
dφ
; (13)

zde jsme elegantně derivovali složenou funkci u(φ(t)) a využili integrál h (12).
Druhá je:

r̈ = −h
d2u
dφ2

φ̇ = −h2u2
d2u
dφ2

. (14)

Vyjde −h2u2 d
2u
dφ2

− 1
u
h2u4 = −µu2 a po krácení:

d2u
dφ2
+ u =

µ

h2
, (15)

tj. obyčejná lineární diferenciální rovnice 2. řádu pro funkci u(φ). Její obecné
řešení „uhádnemeÿ:10

u =
µ

h2
[1 + e cos(φ − ̟)] , (16)

kde máme dvě integrační konstanty: e, ̟11, plus onen předchozí integrál h

a hmotnost µ, které dohromady definují jeden parametr p:

p =
h2

µ
. (17)

10 Můžeme se přesvědčit jeho derivováním du
dφ
= − µ

h2
e sin(φ−̟), d

2u
dφ2
= − µ

h2
e cos(φ−̟),

že rovnici (15) opravdu splňuje, a bez důkazu „věřímeÿ, že neexistuje nějaké jiné řešení.
11 ̟ je zvláštní tvar řeckého písmene p, nikoli ω; v TEXu se píše \varpi.
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0.1.6 Řešení — rovnice kuželosečky

Zpětná substituce dává funkci r(φ):

r =
p

1 + e cos(φ − ̟)
, (18)

což je obecná rovnice kuželosečky s ohniskem v počátku (tělese 1; 2. ohnisko
je prázdné), neboli 1. Keplerův zákon. �
Konstanty nazvýváme e excentricita, ̟ délka pericentra, p parametr, pro-

tože mají přesně takový geometrický význam. Můžeme rozlišit čtyři případy
(obr. 5):

kružnice e = 0 p = a

elipsa 0 < e < 1 p = a (1− e2)
parabola e = 1 p = 2q
hyperbola e > 1 p = a (e2 − 1)

kde a označuje velkou poloosu a q vzdálenost pericentra od ohniska.

kružniceelipsa

parabola

hyperbola

Obr. 5 — Řezy kužele rovinami a příslušné kuželosečky. Převzato z [85].

Polární souřadnice φ je zvána pravá délka (měřená od osy x); často užíváme
pravou anomálii f :

f = φ − ̟ , (19)
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měřenou od pericentra. Potom pro elipsu je

r =
a (1− e2)
1 + e cos f

. (20)

Pro pravoúhlé souřadnice pak pochopitelně platí:

x = r cosφ , y = r sinφ .

Užitečná je znalost vztahů pro vzdálenosti pericentra q a apocentra Q od
ohniska:

q = a (1− e) , (21)

Q = a (1 + e) , (22)

a také integrálu h vyjádřeného v orbitálních elementech:

h =
√

pµ =
√

a(1 − e2)µ ; (23)

obojí plyne z geometrie elipsy.

0.1.7 Třetí Keplerův zákon

Jaký je vztah mezi periodou oběhu a rozměrem dráhy? Plocha A elipsy opsaná
za celou orbitální periodu je:

A = pab = pa2
√

1− e2 =
1
2
r2φ̇ T = h

T

2
=

√

a(1− e2)µ
T

2
,

odtud:
a3

T 2
=

G(m1 +m2)
4p2

, (24)

čili 3. Keplerův zákon v přesném znění. �
Připomeňme, že Kepler ho neznal přesně (protožem2 ≪ m1). Další užitečné

tvary zákona mohou být:
n2a3 = µ , (25)

kde n = 2p

T
je střední pohyb (úhlová frekvence oběhu); nebo

[a]3AU
[T ]2rok

.
= [M ]M⊙

= 1 , (26)

kterážto jednička platí v naší sluneční soustavě.
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Keplerovy zákony tedy máme odvozené. Na to, abychom znali závislosti
souřadnic a rychlostí na čase, bychom ale museli ještě chvíli počítat. . .

0.1.8 Rychlost v dráze (1 integrál energie)

Ještě existuje desátý integrál pohybu, který nám umožní snadno určovat ve-
likost rychlosti v dráze (zatím znám jen r(φ) a 2. KZ). Rovnici relativního
pohybu (8) r̈ + µ r

r3
= 0 násobíme skalárně rychlostí ṙ:12

r̈ · ṙ + µ
ṙ

r2
= 0 ,

první neurčitý integrál je:13

1
2
v2 − µ

r
= C , (27)

kde C je integrační konstanta.
Kolik je C? Nahlédnout to lze snadno ze dvou limitních případů: pro kruho-

vé dráhy, kdy e → 0, r → a, platí jednoduchoučký vztah pro rychlost v2 = µ

r
.

Zároveň ale musí být v2 = 2(C+ µ

r
), takže C = − µ

2r
anebo C = − µ

2a
. Druhý li-

mitní případ je volný pád, neboli e → 1, elipsa je vlastně úsečkou, v apocentru
je r = 2a a dle 2. KZ v = 0, takže vychází:

C = − µ

2a

a po dosazení:

v2 = µ

(
2
r
− 1

a

)

. (28)

Tomuto vztahu říkáme integrál „živé sílyÿ (ZZE na jednotku hmotnosti).
Maximální rychlost je v pericentru, kde r = q = a(1− e):

v2p = µ

(
2

a(1 − e)
− 1

a

)

=
µ

a

2− (1− e)
1− e

= n2a2
1 + e

1− e
,

vp = na

√

1 + e

1− e
, (29)

minimální v apocentru, při r = Q = a(1 + e):

va = na

√

1− e

1 + e
. (30)

12 Protože r = rr̂, ṙ = ṙr̂ + rφ̇φ̂ a r̂ · φ̂ = 0, je r

r3
· ṙ = rr̂·ṙr̂

r3
+ rr̂·rφ̇φ̂

r3
= ṙ

r2
.

13 Protože v2 = ṙ · ṙ a (ṙ · ṙ)′ = 2r̈ · ṙ.
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0.1.9 Keplerova rovnice

Jaký je vztah mezi pravou anomálií f a časem t? Zjistíme to oklikou:

1. najdeme vztah mezi pravou anomálií f a excentrickou anomálií E (viz
obr. 6);

2. najdeme vztah mezi E a střední anomálií M = n(t − τ), kde τ označuje
okamžik průchodu pericentrem. Pozor!M nemá jednoduchou geometrickou
reprezentaci (nelze ji nakreslit do obrázku).

r

f
x

y

FF ′

a

E

Obr. 6 — Elipsa, opsaná kružnice, pravá anomálie f a excentrická anomálie E. Body F

a F ′ označují ohniska elipsy.

Ad 1. Z geometrie elipsy (obr. 6) hned vidíme, že kartézské souřadnice:

x = a cosE − ae = r cos f , (31)

y = a
√

1− e2 sinE = r sin f . (32)

Pak:

r =
√

x2 + y2 =
√

a2 cos2E − 2a2e cosE + a2e2 + a2(1− e2) sin2E

= a

√

1− 2e cosE + e2(1 − sin2E) = a(1− e cosE) . (33)

Protože cos f = x
r
= cosE−e
1−e cosE

, plyne odtud:14

tg
f

2
=

√

1 + e

1− e
tg

E

2
. (34)

14 Využijeme vztahů pro poloviční úhel: sin2 f

2
= 1−cos f

2
, cos2 f

2
= 1+cos f

2
a vypočteme

1− cos f = 1−e cosE−cosE+e
1−e cosE

= (1+e)(1−cosE)
1−e cosE

, 1 + cos f = (1−e)(1+cosE)
1−e cosE

.
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Ad 2. Napíšeme časové derivace souřadnic (x, y) (viz (31), (32)):

ẋ = −a sinE Ė

ẏ = a
√

1− e2 cosE Ė

a využijeme „asi postéÿ integrálu h (12):

h = na2
√

1− e2 = |r × ṙ| = |(x, y, 0)× (ẋ, ẏ, 0)| = |(0, 0, xẏ − yẋ)|
= a(cosE − e)a

√

1− e2 cosE Ė + a2
√

1− e2 sin2E Ė ,

odkud dostaneme diferenciální rovnici pro funkci E(t):

Ė =
n

1− e cosE
, (35)

neboli:
dE (1− e cosE) = n dt ,

jejíž neurčitý integrál je:

E − e sinE = nt+ C .

Okrajová podmínka pro E = 0 je t = τ , tudíž C = −nτ a

M = E − e sinE , (36)

což je Keplerova rovnice. Bohužel je transcendentní — neznáme algebraické
vyjádření E(M). Jak ji tedy vyřešit?! Pro výpočet E z M můžeme použít
některý z následujících postupů:

1. numericky, iterační metodou:

Ei+1 =M + e sinEi , E0 =M , (37)

E1 = M + e sinM , E2 = M + e sinE1, . . . , dokud |Ei+1 − Ei| > nějaké
malé ǫ. Lepší počáteční odhad může být E0 = M + sgn(sinM) ke, kde
k ∈ (0, 1], např. k = 0,85.

2. Newtonovou–Raphsonovou metodou (tj. obecná numerická metoda pro hle-
dání kořenů funkce f(x) = 0, viz obr. 7):

f(E) = E − e sinE − M ,

– 11 –

hledáme tedy f(E) = 0 postupnými iteracemi

Ei+1 = Ei −
f(Ei)
f ′(Ei)

, (38)

kde
f ′(E) = 1 + e cosE

je derivace f(E) podle E.

x

y tečna

xnxn+1

kořen

f(x)

Obr. 7 — Schéma jedné iterace Newtonovy–Raphsonovy metody.

3. analyticky, Fourierovým rozvojem.

Vyjdeme z 1. iterační metody a použijeme součtový vzorec sin(α + β) = sinα cos β +
cosα sinβ a Taylorovy rozvoje goniometrických funkcí sin x = x − 1

6
x3 + o(x5) , cos x =

1− 1
2
x2 + o(x4) :

E1 =M + e sinM ,

E2 =M + e sin(M + e sinM)

≃ M + e sinM

.
=1

︷ ︸︸ ︷

cos(e sinM)+e cosM

.
= e sinM

︷ ︸︸ ︷

sin(e sinM)

≃ M + e sinM +
1

2
e2 sin 2M ,

E3 =M + e sin(M + e sinM +
1

2
e2 sin 2M)

≃ M +
(

e −
1

8
e3

)

sinM +
1

2
e2 sin 2M +

3

8
e3 sin 3M .

Podle prvních třech členů vidíme, že jde o nekonečnou Fourierovu řadu:

E − M =

∞∑

s=1

bs(e) sin sM , (39)

přičemž lze dokázat, že její koeficienty

bs(e) =
2

s
Js(se)

– 12 –



jsou Besselovými funkcemi 1. druhu:

Js(se) =
1

p

∫
∞

0

cos(sE − se sinE)dE .

Pozor! Řada konverguje pouze do určitého maximálního e
.
= 0,66. Obdobné řady, nazývané

eliptické rozvoje, lze odvodit i pro jiné funkce, nejen E−M , ale i pro, sin f , cos f , r
a
, . . .Mají

spoustu aplikací zejména v poruchovém počtu (viz kap. ??).

0.1.10 Některé aplikace Keplerových zákonů

Třetí Keplerův zákon nám například umožňuje vypočítat poměry vzdáleností
těles sluneční soustavy podle jejich snadno měřitelných oběžných dob:

(
a1

a2

)3
.
=

(
T1

T2

)2

.

Samotný Keplerův zákon nám neumožňuje snadno určovat hmotnosti plane-
tek , které jsou mnohem menší než hmotnost Slunce, ale pro planetku s malým
satelitem můžeme napsat Keplerovy zákony dva:

a3

T 2
=

G(m⊙ +mplanetky +msatelitu)
4p2

(ve sluneční soustavě) ,

a′3

T ′2 =
G(mplanetky +msatelitu)

4p2
(v systému planetka–satelit)

a z nich při zanedbání planetky vůči Slunci a satelitu vůči planetce odvodit
poměr:

( a

a′

)3
(

T ′

T

)2

=
m⊙ +mp +ms

mp +ms
≃ m⊙

mp
. (40)

Vztah pro oběžnou kruhovou rychlost v ∝ 1√
r
jsme již zmiňovali. Porov-

nejme tuto závislost s rotační křivkou naší Galaxie, která je známá z měření
dopplerovských posuvů rádiového záření na vlnové délce 21 cm a je plochá
(obr. 8). Je evidentní, že hmota naší Galaxie není všechna soustředěná v cen-
tru (to by musela v klesat jako 1√

r
, nikoli být konstantní). Podle oběžných

rychlostí oblaků na periferii Galaxie dokonce můžeme usuzovat na existenci
temné hmoty, která se projevuje velkou gravitační přitažlivostí.

– 13 –

Obr. 8 — Měřená rotační křivka pro naši Galaxii. Vpravo je model rotační křivky, s rozli-
šením jednotlivých příspěvků od výdutě, disku a hala temné hmoty. Převzato z Fich a Tre-

maine (1991).

Hmotnost neznámého kompaktního objektu lze vypočítat, pokud okolo něj
obíhá alespoň jedna hvězda, pro kterou změříme úhlový rozměr dráhy, oběžnou
dobu a vzdálenost od Země. Například okolo centrální černé díry v naší Galaxii
obíhá hvězdička S2: α = 0,12′′, T = 15,2 roku, r = 26 000 sv. r., tedy a =
r tgα

.
= 930AU. Hmotnost černé díry pak vychází:

[MBH]M⊙

.
=
[a]3AU
[T ]2rok

.
=
9303

15,22
.
= 3,5·106 ,

čili o šest řádů větší než hmotnost Slunce a o šest řádů menší než hmotnost
celé Galaxie.

0.1.11 Výpočet efemeridy planetky

Vztahy, které jsme odvodili v problému dvou těles, lze použít pro výpočet
přibližné krátkodobé efemeridy planetky, pro kterou známe orbitální elementy
a, e, M . Stačí pro daný časový okamžik t vyřešit Keplerovu rovnici (zjistit E)
a vypočítat kartézské souřadnice X , Y v rovině dráhy.
Abychom mohli vyjádřit polohu planetky i v libovolné jiné souřadnico-

vé soustavě, zavádějí se následující úhly popisující orientaci dráhy v prosto-
ru (heliocentrické ekliptikální soustavě): ω argument pericentra, I sklon dráhy
a Ω délka15 výstupného uzlu. Stačí aplikovat sérii matic rotace (obr. 9):

(x, y, z)ekliptikální = Rz(Ω)Rx(I)Rz(ω) (X, Y, 0)v dráze . (41)

15 Obecně se „délkyÿ (Ω, ̟, φ) počítají od nějakého fixního směru v prostoru (např. jarního
bodu), kdežto „anomálieÿ (f , E) se počítají od pericentra.
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x

y

z

a(1− e)

a(1 + e)

I

Ω

ω

I

Obr. 9 — Orientace eliptické dráhy v prostoru definovaná úhly ω, I, Ω.

Takovou efemeridu však nelze použít na delší časové škále, protože na pla-
netku kromě Slunce působí i planety. Nicméně podle naprosto stejných vztahů
lze z výsledků numerických N -částicových integrací (kartézských souřadnic
a rychlostí) vypočítávat keplerovské oskulační elementy dráhy (a, e, i, ω, Ω,
M), na které se jistě kouká lépe než na x, y, z, vx, vy, vz .
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