0.1 Problém dvou téles

Oc¢ nam jde v problému dvou téles? Vypocitat tfi Keplerovy zakony pro pohyb
planet ze ¢tyf Newtonovych zakontu pro pohyb a gravitaci. Souvislost je sice
vSeobecné znama, ale skuteény vypocet neni zcela pfimocary, zabere nam asi
10 stran. Nejprve si prislusné zakony pfipomeneme.

0.1.1 Newtonovy a Keplerovy zakony

Newtonovy pohybové zakony zni:

1. Existuji inercialni' vztazné soustavy, v nichz se volné? hmotné body pohy-
buji rovnomérné pfimocate nebo jsou v klidu;
2. pusobim-li silou F na téleso o hmotnosti m, jeho zrychleni je:

a=— M

Msetrvacna

3. kdyz téleso 1 pusobi silou na téleso 2, pak 2 ptsobi na 1 reakci:

F2; = —Fj2. (2)

Podle Newtonova gravitacniho zakona hmotny bod 1 ptisobi na hmotny
bod 2 gravitacni silou:

M1M2 gravita¢ni 12
Fip = —G—2gavitaeni 12 (3)
T T

Méfenim byla zjisténa gravitaéni konstanta G = (6,6743 £+ 0,0007) N-kg™ 2.
m? [134]. Pozoruhodné je, Ze v naSem vesmiru plati rovnost mgravitaeni =
Msetrvaina, alespoil to potvrzuji méfeni az do trovné relativni chyby 107°.3
V souvislosti se skoro kulatymi planetami se nam také velmi hodi, ze gravitacni
pole vné homogenni koule o hmotnosti M je stejné jako okolo hmotného bodu
o hmotnosti M.

1 Tyto soustavy souviseji spolu Galileiho transformact soutadnic r’ = r — vt, kde v ozna-
¢uje jejich vzdjemnou rychlost a ¢ cas.
Nepisobi na né jiné sily nez gravitace vzdalenych hmot.
To je ostatné divod, pro¢ muze byt v obecné teorii relativity nahlizena gravitace jako
krivost prostoroc¢asu — zrychleni télesa
Fi2 qmzn2

ap=—=-G——
mi T T

totiz nezavisi na télese samém (neni tam m;1), ale na rozlozeni hmot okolo.

1 -

Toto bychom ovéfili integraci pfispévki v objemu koule , pies prstynky“ souosé s r (viz
obr. 1): A =r—r', A%2 = 2 — 2rr/ cos ¢ + 1’2 (dle kosinové véty). Jednodussi je pouzit
skalarni potencial U misto vektorové sily F = VU:

I obvod
Gd dv " N
U:/ f—msz/ p—:fG/ / m21:1"'sin(z> r'de¢ dr’.
kouli A v A r’'=0J¢=0 A

Trik: d¢ vyjadiim z A = (r? — 2rr' cos ¢ + 7"/2)% a zaménim integra¢ni meze (0,7) za
(r—r,r+7").

dA 1 /i

Frie 5(7“2 — 277’ cos ¢ + r'2)_%(—2rr’)(— sin ¢) = W )
odkud d¢ = ;74=dA a:

R pr+r’ / R pr+r'
A 2
U=-aG PO o tsing — 2 aadr = —22C p(r')r'dA dr!
0 Jrew A rr! sin ¢ " Jo Sy

celkovd hmotnost

R R
G GM
=—— p(rr'2r'dr’ = —— / arrp(r’) dr’ = — ,
0 " Jo T

tj. pfesné jako hmotny bod.

Obr. 1 — Vektory r, r’, A, koule a prstynky.

Nakonec uvedeme empirické Keplerovy zakony:

1. planety se pohybuji po elipsach, pficemz vSechy maji spole¢né ohnisko ©;

2. planeta za stejnou dobu opiSe pravodicem stejné plochy;

a3

3. mezi velkymi poloosami a a ob&inymi periodami* T planet plati Tz =

spole¢né konstanté (tento zakon ale neplati zcela pfesné).

4 Pozorovat mohu spiSe synodickou dobu obéhu, potfebuji pfevod Tysynodicka — Tsidericka-
Mezi dvéma opozicemi, které se opakuji po Tsyn, urazi vnitini planeta thel 2r 4 ¢ a vnéjsi
pouze ¢ (obr. 2). Pro jejich thlové rychlosti plati w1 = TZ'—T;17 wo = TZ.—T;Q, w1Tsyn = 21+ @,

si si
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0.1.2 Problém dvou téles

Zavedeme inercialni soustavu soufadnic, vektor r = ro—ry (obr. 3), a napiSeme
pohybové rovnice pro téleso 1 a 2, pfiCemz vyuzijeme vsechny Newtonovy
zékony:®

mimsa

F, =+G 3 r=mir R (5)
mim .
F2 = -G ;3 2" = Marsy. (6)

Jedna se o soustavu dvou obycejnych diferencialnich rovnic druhého radu. Po-
kud se ndm je podafi vytesit, budeme znat polohy a rychlosti obou téles. Hle-
dame tedy celkem 12 nezndmiych skalarnich funkci ¢asu (neboli 4 vektorové):
ri(t), ri(t), ra(t), F2(t). PTi fesSeni pouzijeme tii triky [85]:

1. budeme studovat relativni pohyb, nikoli pfimo ry, rs;

2. nejprve najdeme tvar trajektorie r(¢), nikoli r(t);

UJ2Tsyn = (]5; odtud:

1 1 1
= +
Tsidl Tsyn Tsid2

(4).

2. opozice
©

1. opozice

Obr. 2 — Dvé planety obihajici po kruhovych drahach ve dvou po sobé nasledujicich
opozicich.

Poznamka o derivacich pro ty, ktefi o nich je$té neslySeli: sklon teény ke grafu funkce
tga = ﬁ—g popisuje ,,jak moc se funkce méni“; derivace funkce y(x) v bodé z¢ je definovana
jako limita:

o

Y _ oy Y0+ A2) —y(@o)
_— = m .
dx Az—0 Az

A
Yy =

dr

Piikladem prvni derivace soufadnic podle ¢asu je okamzita rychlost (v = i

oznacuje se
téZ F); zrychleni je prvni derivace rychlosti nebo téz druhé derivace soufadnic (a = %
. 2 . t . v 7 7 7 7’

v = % = F). Uvedme derivace nékterych elementérnich funkci: ¢’ = 0, z’ = 1, az’ = aq,

() = nz™" 1, (sinz)’ = cosz, (cosx) = —sinz. Derivace souctu (f +g)' = f' + ¢/,

sou¢inu (f - g) = f'g+ fg’, slozené funkce (f(g(z))) = f'(g9(x))g’(z). Opainym tkolem
k derivovani je hledani primitivné funkce (neboli integrovani).
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3. pouzijeme pritom substituci za %

o

Obr. 3 — Polohové vektory ri, ra, r pro télesa 1 a 2.

0.1.3 Pohyb hmotného st¥edu (prvnich 6 integraliu)

Snadno najdu prvnich 6 integral pohybu (celkem jich je 10), které tlohu
podstatné zjednodusi (hypoteticky, kdybych nasel 12 prunich integréld, téle-
sa by ,tréela® na misté nebo se pohybovala rovnomérné p¥imocare). Soucet
rovnic (5) a (6) je:

myFy + mokFy = 0,

Prvni neurcity integral:
miF; + maky = a,

a druhy:
miry +mery =at+b, (7)

kde a, b jsou konstantni vektory (ony integraly pohybu; protoze b je aZ druhy
integral, vyskytuji se zde konstantni rychlosti, neboli linedrni zavislost sou-
fadnic na Case). To znamend, Ze hmotny stied T = % soustavy je bud
v klidu, nebo se pohybuje rovnomérné p¥imocare.

0.1.4 Rovnice relativniho pohybu (3 integrialy momentu hybnosti)

Nyni vySetfime relativni pohyb mgy vzhledem k m; — odeéteme (6) od (5)
(pfejdeme do neinercidlni soufadnicové soustavy):

]
. .. . ——r
r:rg—rlz—G(ml—kmg)r—g

.. r

6 A vibec nezalesi na tom, ze Fg %2; staci, ze sily jsou stejné veliké a opacného smeéru.
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Dalsi integraly pohybu najdeme vektorovym nasobenim této rovnice r:

0
O=rFXxr+—Srxr=rxr,
r

protoze vektorovy soucin rovnobéznych vektort je vzdy 0. Neurcity integral
je:
r X F = h = konst. (9)
0

~ =
neb (r x # —h) =F xF+r x ¥ — 0= 0; h je ,néco jako“ moment hybnosti’

na jednotku hmotnosti p. Jinymi slovy to znamend, ze pohyb probiha v roviné

a plogna rychlost se zachovavé (obr. 4), coz je presné 2. Kepleriiv zakon.®
O

(0]

v

Obr. 4 — Vektory r, v a h =r x v (plos$na rychlost).

Prechod do polarnich souradnic v roviné. Soufadnicovou soustavu pfi-
rozené orientujeme tak, ze rovina zy je kolmé na h, dosadime® za r = r#,

F= (i —r?) 7+ {T dr gzb)} ¢ do vektorové rovnice (8) a obdrzime skaldrni

rovnici (pfislusnou sloZce 7):

gt = L (10)

)
7'2

7 Rozhodné to nent celkovy moment L hybnosti v inercidlni soustavé, L = r; X mif; +
ro X maof; v h jsou pritom vektorové sou€iny ,pomichané“: h = (ri —re) X (F2 — F1) =
rAXrF—r Xr-+...

8 Opét nevyzaduje Fg %2, Fc pouze musi sméfovat podél spojnice téles.

Ovéreni vztahu pro 2. derivaci v polarnich soufadnicich je snadné: bazové vektory 7 =
(cos ¢, smd)) b= (- smd),cosqS) P = (— sin, cosd))qﬁ b, = frd), r=rf, F=iftre =
i+ rdd, F =i+ 1)+ P+ 1o+ rd(—i¢) = (i — rd?)F + (20) + )¢ = (7 — r¢?)P +
[r dt ( 2¢)]
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Rovnice ;a( 2(/5) = 0 pro slozku ¢ je nastésti splnéna automaticky, protoze

to je vlastné vyjadfeni integralu h v polarnich soufadnicich:
h=rxFi=rix(ii+rpd) =ripz (11)
a velikost tohoto vektoru je evidentné:
h = r2¢$ = konst. (12)
Jak ale Fesit rovnici (10) pro dvé neznamé funkce Gasu r(t), ¢(¢)?

0.1.5 Eliminace ¢asu a odvozeni tvaru trajektorie

Uplnou eliminaci ¢asu ¢ zajistime pomoci substituce u = % a integralu h. Do

rovnice (10) musime dosadit jednak za r = X, a jednak za druhou derivaci
podle casu. Nejprve spocteme prvni:

E(i):j—é:huz
1d 1 du d d
p_Ldu_ 1dudé ,du. (13)

u? dt u2de dt do’

zde jsme elegantné derivovali sloZenou funkci u(4(t)) a vyuzili integral h (12).
Druha je:

. d*u 2, 2d2u
Vyjde —hZuQ% — %h2u4 = —pu? a po kraceni:
du I
agz T (15)

tj. obycejnd linedrni diferencidlni rovnice 2. ¥ddu pro funkei u(¢). Jeji obecné
feSeni ,uhddneme*:10

u= %[1 + ecos(¢p — w)], (16)

kde mame dvé integraéni konstanty: e, w!'!, plus onen piedchozi integral h
a hmotnost u, které dohromady definuji jeden parametr p:
h2

p:;. (17)

10 o . © yxeg s . (o du m . a2 _ I
Mizeme se presvédéit jeho derivovanim G = — e sin(¢—w), Ggz = —nz¢ cos(¢p—w),
Ze rovnici (15) opravdu spliiuje, a bez dikazu ,v&fime*, Ze neexistuje néjaké jiné Feseni.

w je zvlastni tvar feckého pismene 7, nikoli w; v TEXu se pise \varpi.
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0.1.6 ReSeni — rovnice kuzelosecky

Zpétna substituce davé funkci r(¢):

b

"= 1+ ecos(¢p—w)’

(18)

coz je obecnd rovnice kuZelosecky s ohniskem v pocatku (télese 1; 2. ohnisko
je prazdné), neboli 1. Kepleruv zakon. [J

Konstanty nazvyvame e excentricita, w délka pericentra, p parametr, pro-
toze maji presné takovy geometricky vyznam. Miazeme rozlisit ¢tyfi pripady
(obr. 5):

kruznice e=0 p=a

elipsa 0<e<l p=a(l-e?)
parabola e=1 p=2q
hyperbola e > 1 p=al(e®—1)

kde a oznacuje velkou poloosu a q vzdalenost pericentra od ohniska.

elipsa kruznice

<> <:> parabola
Al

—

Obr. 5 — Rezy kuzele rovinami a p¥isluiné kuzelosecky. Prevzato z [85].

Polérni soufadnice ¢ je zvana pravd délka (méfend od osy x); Gasto uzivime
pravou anomdalii f:

f=¢-w=, (19)
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mérfenou od pericentra. Potom pro elipsu je

a(l—e?)

:1+ecosf' (20)

Pro pravouhlé soufadnice pak pochopitelné plati:
r=rcos¢, y=rsing.

Uzitecna je znalost vztahd pro vzdalenosti pericentra ¢ a apocentra ¢ od
ohniska:

g=a(l-e), (21)
Q=a(l+e), (22)

a také integralu h vyjadieného v orbitalnich elementech:

h= i = Va(l — ) (23)

oboji plyne z geometrie elipsy.

0.1.7 Treti Kepleruv zakon

Jaky je vztah mezi periodou obéhu a rozmérem drahy? Plocha A elipsy opsana
za celou orbitalni periodu je:

1,. T T
Azrcabzrcagvl—eQ:§r2¢T=h5= a(l—eg)ua,

odtud: 5
a®  G(mg+ms)
2 4m? ’
¢ili 3. Kepleruv zakon v pfesném znéni. [J
Pfipomenime, ze Kepler ho neznal piesné (protoze mq < my ). Dalsi uziteéné
tvary zadkona mohou byt:

(24)

n’a® =y, (25)

kde n = % je stiedni pohyb (Ghlova frekvence obéhu); nebo

[a]iU - [M] =1 (26)
- Mgy — 45

rok

N

kterazto jednicka plati v nasi slunecni soustave.
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Keplerovy zakony tedy mame odvozené. Na to, abychom znali zavislosti
soutfadnic a rychlosti na ¢ase, bychom ale museli jesté chvili pocitat. ..

0.1.8 Rychlost v draze (1 integral energie)

Jesté existuje desaty integral pohybu, ktery ndm umozni snadno urcovat ve-
likost rychlosti v draze (zatim zndm jen r(¢) a 2. KZ). Rovnici relativniho
pohybu (8) F + p17x = 0 nasobime skalarné rychlosti F:12

Fr+u—=20,
r
prvni neurdity integral je:'
—v*—-==0C, (27)

kde C' je integracni konstanta.

Kolik je C? Nahlédnout to 1ze snadno ze dvou limitnich pfipadu: pro kruho-
vé drahy, kdy e — 0, r — a, plati jednoduchoucky vztah pro rychlost v? = £,
Zéroven ale musi byt v? = 2(C+£), takze C = — £ anebo C = —£. Druhy li-
mitni ptipad je volny pad, neboli e — 1, elipsa je vlastné tiseckou, v apocentru
jer =2a adle 2. KZ v = 0, takze vychéazi:

_r
2a

1)2—,U,<§—%). (28)

Tomuto vztahu fikdme integral ,zivé sily“ (ZZE na jednotku hmotnosti).
Maximé&lni rychlost je v pericentru, kde r = ¢ = a(1 — e):

2 1 2—(1-— 1
2_ _ Kk ( e):n2a2 te
a(

Ve = - =
P l—e) a a l-—e 1—e’

l1+e
= nay | 2
Up = nay T (29)

minimélni v apocentru, pfi r = Q = a(1 + e):

a po dosazeni:

1—e
Va = NA .

12 . N 4% P i P TDTT T%‘Té‘%fi
Protoze r=r#, r =it +r¢pat ¢ =0,je 55 -r= "3 + =3 = 5.

13 Pprotoze v2=F-Fa(F-F) =2F- F.
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0.1.9 Keplerova rovnice

Jaky je vztah mezi pravou anomalii f a ¢asem t? Zjistime to oklikou:
1. najdeme vztah mezi pravou anomélii f a excentrickou anomdlii E (viz
obr. 6);

2. najdeme vztah mezi E a stfedni anomdlii M = n(t — 7), kde 7 oznacuje
okamzik prichodu pericentrem. Pozor! M nemd jednoduchou geometrickou
reprezentaci (nelze ji nakreslit do obrazku).

Obr. 6 — Elipsa, opsanéd kruznice, pravd anomalie f a excentrickd anomalie E. Body F
a F' oznaluji ohniska elipsy.

Ad 1. Z geometrie elipsy (obr. 6) hned vidime, Ze kartézské souradnice:

r=acosE—ae=rcosf, (31)
y=ay1—e?sinE =rsinf. (32)
Pak:

r=+va2+1y2 = \/azcoszE—2a2ecosE+a262—|—a2(1 —e2)sin’ F

:a\/1—2ecosE+e2(1—sin2E):a(l—ecosE). (33)
Protoze cos f = & = %, plyne odtud:'*

1 E
tgd = [1EC B

. 4
2 1—¢ 873 (34)

2% 1—cos f 2 f _ ltfcosf a vypocteme

14 Vyuzijeme vztahu pro polovi¢ni thel: sin = —5—, cos” 35 5

_ __ 1—ecos E—cos E+e _ (14e)(l1—cos E) _ (1—e)(14cos E)
l—cosf= l—ecos E - l—ecos E 1+cos f= l—ecosE °
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Ad 2. NapiSeme ¢asové derivace soufadnic (x,y) (viz (31), (32)):

i=—asinEFE

y=av1—e2cosEE

a vyuZzijeme ,asi posté“ integrélu h (12):

h=na*V1—e2=|rx ¥ =|(z,y,0) x (&,9,0)| = (0,0, 2y — yi)|

= a(cos E —e)ay/1 — e2cos EE + a*\/1 — e2sin’E E

odkud dostaneme diferencidlni rovnici pro funkci E(¢):

. n
EF= ——— 35
1—ecosE’ (35)
neboli:
dE (1 —ecosE) =ndt,
jejiz neurcity integral je:
E—esinE=nt+C.
Okrajova podminka pro £ =0 jet =7, tudiz C = —nr1 a
M=F —esinFE, (36)

coz je Keplerova rovnice. Bohuzel je transcendentni — nezname algebraické
vyjadieni E(M). Jak ji tedy vyFesit?! Pro vypocet E z M muZeme pouzit
néktery z nasledujicich postupi:
1. numericky, itera¢ni metodou:
FEiy1=M+esink;, FEy=M, (37)
E, =M+esinM, Es = M +esinEy, ..., dokud |E;11 — E;| > néjaké
malé e. Lepsi poc¢ateéni odhad muze byt Ey = M + sgn(sin M) ke, kde
k € (0,1], napi. k = 0,85.

2. Newtonovou-Raphsonovou metodou (tj. obecnd numerickd metoda pro hle-
déani kofent funkce f(z) = 0, viz obr. 7):

f(E)=FE —esinE— M,

— 11 —

hleddme tedy f(F) = 0 postupnymi iteracemi

_ f(EY)
(B’

Ei1=E;
kde

f'(E)=1+ecosFE
je derivace f(FE) podle E.
) f(z) tecna

kofen

/ xﬁn_;'_l Tn €T

Obr. 7 — Schéma jedné iterace Newtonovy—Raphsonovy metody.

3. analyticky, Fourierovym rozvojem.

Vyjdeme z 1. iteraéni metody a pouzijeme souc¢tovy vzorec sin(a + 3) = sinacos 8 +
cosasin 3 a Taylorovy rozvoje goniometrickych funkci sinz = z — %x?’ + o(z%), cosz =
1-— %x2 +o(z?) :

E1 =M +esinM ,
Ey = M + esin(M + esin M)
=1 =esin M
—— ——
~ M + esin M cos(esin M) +e cos M sin(esin M)
1
~ M + esin M + 562 sin2M
1
E3 =M + esin(M + esin M + 562 sin2M)
13\ . 1o 3 3.
~M+ |e— ge sin M + 56 sin 2M + ge sin3M .
Podle prvnich tfech ¢lent vidime, Ze jde o nekone¢nou Fourierovu fadu:

o0
E-M= st(e) sinsM , (39)
s=1

pricemz lze dokazat, ze jeji koeficienty

by(e) = %Js(se)
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jsou Besselovymi funkcemi 1. druhu:
1 oo
Js(se) = — / cos(sE — sesin E)dE.
T
0

Pozor! Rada konverguje pouze do urcitého maximalniho e = 0,66. Obdobné fady, nazyvané
elipticke rozvoje, lze odvodit i pro jiné funkce, nejen EE— M ale i pro, sin f, cos f, g, ... Maji
spoustu aplikaci zejména v poruchovém poctu (viz kap. 77).

0.1.10 Nékteré aplikace Keplerovych zakonu

Tteti Kepleruv zakon ndm naptiklad umoziuje vypocitat pomeéry vzddlenosti
téles slunec¢ni soustavy podle jejich snadno méritelnych obéznych dob:

ar\? (T 2
as o T2 '
Samotny Keplertv zdkon nam neumoziiuje snadno uréovat hmotnosti plane-

tek, které jsou mnohem mensi nez hmotnost Slunce, ale pro planetku s malgm
satelitem muzeme napsat Keplerovy zakony dva:

3
a G(me +m + Msateli - .
T = (mo pla;‘e';ky satelitu) (ve slune¢ni soustave) ,
T
a?  G(m + Mesateli
= ( planetzy > satelitu) (v systému planetka-satelit)
T

a z nich pfi zanedbéni planetky vii¢i Slunci a satelitu vici planetce odvodit
pomer:

(a)3 T! 2_m®—‘,—mp—|—msw’m@ (40)
a’ T) — mp+ms  mp

Vztah pro obéznou kruhovou rychlost v % jsme jiz zminovali. Porov-
nejme tuto zavislost s rotacni krivkou nasi Galaxie, kterd je zndméa z méfeni
dopplerovskych posuvii radiového zatfeni na vlnové délce 21cm a je plochd
(obr. 8). Je evidentni, Ze hmota nasi Galaxie neni vSechna soustifedéna v cen-
tru (to by musela v klesat jako %, nikoli byt konstantni). Podle ob&znych
rychlosti oblakd na periferii Galaxie dokonce muzeme usuzovat na existenci
temné hmoty, ktera se projevuje velkou gravitacni pritazlivosti.
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Obr. 8 — Méfena rotacni kfivka pro nasi Galaxii. Vpravo je model rota¢ni kiivky, s rozli-
Senim jednotlivych prispévkl od vyduté, disku a hala temné hmoty. Prevzato z Fich a Tre-
maine (1991).

Hmotnost neznamého kompaktniho objektu lze vypocitat, pokud okolo néj
obiha alespon jedna hvézda, pro kterou zméfrime tthlovy rozmér drahy, obéznou
dobu a vzdélenost od Zemé. Naptiklad okolo centrdlni cerné diry v nasi Galaxii
obiha hvézdicka S2: o = 0,12”, T = 15,2roku, r = 26000sv.r., tedy a =
rtga =930 AU. Hmotnost ¢erné diry pak vychazi:

[y . 930°
(T2 15,22

rok

=3,5-106,

[Mpu]me =

¢ili o Sest radu vétsi nez hmotnost Slunce a o Sest fadd mensi nez hmotnost
celé Galaxie.

0.1.11 Vypocet efemeridy planetky

Vztahy, které jsme odvodili v problému dvou téles, lze pouzit pro vypocet
priblizné kratkodobé efemeridy planetky, pro kterou znadme orbitalni elementy
a, e, M. Stac¢i pro dany ¢asovy okamzik ¢ vyfesit Keplerovu rovnici (zjistit E)
a vypocitat kartézské souradnice X, Y v roviné drahy.

Abychom mohli vyjadfit polohu planetky i v libovolné jiné soufadnico-
vé soustave, zavadéji se nasledujici thly popisujici orientaci drdhy v prosto-
ru (heliocentrické ekliptikalni soustavé): w argument pericentra, I sklon drahy
a Q délka'® vystupného uzlu. Staéi aplikovat sérii matic rotace (obr. 9):

(l’, Y, Z)ekliptikélni - Rz (Q) R:L’ (I) Rz (w) (X7 Yv O)V dréaze - (41)

15 Obecné se ,délky* (92, w, ¢) poéitaji od néjakého fixniho sméru v prostoru (napf. jarniho
bodu), kdezto ,anomélie“ (f, E) se poc¢itaji od pericentra.

— 14 —



Obr. 9 — Orientace eliptické drahy v prostoru definovana uhly w, I, .

Takovou efemeridu vSak nelze pouzit na delsi ¢asové Skéle, protoze na pla-
netku kromé Slunce piisobi i planety. Nicméné podle naprosto stejnych vztahi
lze z vysledkil numerickych N-¢asticovych integraci (kartézskych soufadnic
a rychlosti) vypocitavat keplerovské oskulacéni elementy drahy (a, e, i, w, Q,
M), na které se jisté koukd lépe nez na z,y, z, Uy, Uy, U,.
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