Co kdyz zapomenu Einsteina? Miroslav Broz
e
Obcas se mi stane, ze zapomenu né&jakou dulezitou rovnici: Maxwell, Planck,
Einstein, Hamilton, Schrodinger, ... Co ted? Zkusim si vzpomenout!
Zakladni otazka. Co je neznamou? Metricky tenzor. Nejjednodussi by byl:
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tj. pro kartézské soutadnice a pro plochy ¢asoprostor!. Metrika ur¢uje infinitezi-
malni interval ds mezi dvéma udalostmi:

(ds)2 = gppdaida® = cz(dt)2 - (d:v)2 - (dy)2 - (dz)2. (2)

Proc¢ ,,—“? Kdyby ,,+“, bylo by ds = 0 pouze pro zaroven soucasné a soumistné
udélosti. Zde pozadujeme ds = 0, kdyz jsou uddlosti ovlivnitelné (svételnym pa-
prskem). Cili ,,—¢.2

Ve skutecnosti je neznamy:
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kde e; jsou vektory baze. Slozky jsou obecné nenulové ze dvou davodit: (i) kii-
vocéaré souradnice; (ii) kiivy ¢asoprostor. Méni se misto od mista (¢as od ¢asu).?
Vzhledem k (2) zde nicméné musi byt symetrie vii¢i zdméné ¢ +> k, tzn. 4 + 3+
+2 4+ 1 = 10 nezavislych slozek. Jednotka [g;xz'z*] = m2, ale nelze obecné fici,
.]a’ké“ je [gik)]a ['rlL ['rk]
Inverzni matice odpovida dualni bazi:

gt =e"-e"=(gi)", (4)
neboli g;¢'* = (514’C (tj. Kroneckerovo delta; jednotkova matice). Operace matico-
vého nasobeni s metrikou umoznuje zvysovani a snizovani indexi.

1. sice se uziva i ,prostorocas®, ale kdo o ném premysli jako o case?

2. Piiklad: 1. udalost vyslani signalu ze Zemé (t1 = 0, z1 = 0) a 2. udalost pfijem signilu na
Apollu 10 (t2 = 1s, z2 = 299 792458 m) jsou ovlivnitelné, nebot ds = 0. Cernan mize hned
premyslet, zda prece jen neptistat. ..

3. Predstavuji si pfitom ruku a t¥i prsty (e, ey, e.), jak se soustavné posouvaji a sklapéji.
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Pro zapsani kyZzenych rovnic jsou potfeba parcidlni derivace (ostatné jako
u v8ech fyzikélnich zakoni), které je nutné piepsat na kovariantni derivace, aby
se zohlednily zmény baze pii posunu o dzx, dy atd. Pro skalar neni co fesit:*

Ji=Tis (5)

nebot na bazi nezavisi. Pro vektor:
, . fani
=1+ T, (6)

kde jsme pouzili ' se 3 indexy, nebot 2 jsou pivodni a 1 s¢itaci (relativni zména
slozky i pii derivovani dle j, k niZz pfispivaji véechna k). Musi se pochopitelné
nasobit ptivodnimi slozkami f*. Pro tenzor (obdobné jako pro diddu a’b?):
[ =1+ ST+ T, (7)

Kdyby nebyly slozky ¥ kontravariantni (nahofe), ale ;; kovariantni (dole), bylo
by — pfed ' (a s¢itaci index by musel byt horni).

Specialné pro metricky tenzor plati, ze se sice méni misto od mista, ale kdyz
tyto zmény kompenzujeme I', tak se neméni:

0= gijr — 9T — gl

odkud lze vyjadrit I'. Nazyva se afinni konexe (téz Christoffeliv symbol):

Iy = %gzm (Gmk.j + Gmjk — Grjm) - (8)
Neni divu, ze zavisi na 1. derivacich a inverzi. Indexy: horni je jen jeden, druhy
musi byt séitaci, derivovani dle pivodnich nebo s¢itaciho (s —), zbytek doplnim.

Zésadni otdzka. Jak méfit kiivost? Zvolim symetrickou dvojici, napt. (dz, dy),
(dy,dz), ¢ili infinitezimélni ,¢tverecéek”. Provedu pfenos (libovolného) vektoru f;
podle dz a pak podle dy, tzn. 2. derivaci. Totéz obracené. Rozdil je:

fisik — Fins = Rl fr 9)

Kdyz je ¢tverecek kiivy, nedostanu 0. Relativni rozdily pro nejriznéjsi dvojice si
poznamenam do matice. Nazyva se Riemanntv tenzor 4. fadu. Jde o nejpodrob-
néjsi popis kiivosti, nebot je to 16 - 16 = 256 slozek, i kdyz samoziejmé je zde
znacna symetrie. Odtud plyne:

Rlijk = Flik,j - Flij,k + Flmjrmik: - Flmkrmij ) (10)

4. notace f; = 0;f = gg{i




kde je jednak derivovani I a jednak nésobeni I'T', protoze jsme pouzili (6) dvakrat.
Indexy: horni je jen jeden, druhy scitaci, dolni dle derivovani, posledni sé¢itaci;
indexy se nezjevuji (cf. strasidla).

Provedeme-li 1. UZzeni, tj. soufet pres opakujici se index (nejde o kvadrat),
obdrzime kfivosti pro dvojice souradnic:

Ry = Ry, (11)

¢ili Ricciho tenzor 2. radu.
Provedeme-li 2. iZeni, resp. zvySeni indexu, obdrzime skalarni kfivost:

R =g" Ry, = RF,, (12)

¢ili Ricciho skalar.
Pro¢ to délame? Nasim cilem je co nejjednodussi tenzorova rovnice 2. fadu.
V ni vystupuji t. 2. ., coz jsou v nasem piipadé: R;i, Rgik, gix- Ze by:

Ry, =07

Takova rovnice vskutku plati, avSak pro vakuum. (Pak je i R = 0.) Neni neuzi-
te¢nd, popisuje napf. gravitacni viny (pfichazejici odjinud).

Mame-li vSak nenulovy tenzor energie a hybnosti T;;, o némz predpokladame,
7e souvisi s kfivosti, musime rovnici rozsitit, pouzit vSechny tfi a koeficienty volit
tak, aby to vyslo (viz Newton):

Rix — %Rgik + Agir = SZTGTik : (13)

Jednotky: feknéme, ze [g;r] = 1, pak [[,] = m™, [R] = [Ri] = [Réjk] =m~ 2
[Tix] = Jm™3 = kgm 1572 jisté tam bude gravita¢ni konstanta (v 1. mocning),
[G] = kg ' m?s~2 (viz Kepler), soucin je [GT;;] = m?s~*, proto faktor ¢=%. Cislo
87 je pripominkou Poissona (r.i.p.).

Jedna se o soustavu 10 parcialnich diferencidlnich rovnic 2. fadu, nelinearnich,
pro slozky metrického tenzoru g;;. Prvni ¢len interpretujeme jako celkovou kri-
vost, druhy ¢len jako kiivost zptusobovanou kfivocarymi souradnicemi. Proto ,,—.
Rozdil (nerovnovéha) odpovida kiivosti zptisobované kiivym ¢asoprostorem. Tato
je v rovnovaze se ¢tvrtym ¢lenem (Tjx), neboli shmotou® (o, p,v,...). Dodateény
tFeti ¢len (A) interpretujeme jako kosmologickou konstantu, nebo jako temnou
energii (po zaclenéni do T}y, jako —c*/(87nG)Ag;r). Je nutno ji zméfit.
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