Co kdyz zapomenu Laplace? Miroslav Broz
e
Obcas se mi stane, ze zapomenu né&jakou dulezitou rovnici: Maxwell, Planck,
Einstein, Hamilton, Schrodinger, ... Co ted? Zkusim si vzpomenout!
Jedné se zékladni rovnici pro popis gravita¢niho potencidlu (AU = 0; v prazd-
ném prostoru), elektrického potencialu (A¢ = 0) nebo teplotni rovnovahy (AT =
=0; v pevné latce). Laplace skoro nelze zapomenout, nebot se zda trivialni:

Af=0, (1)

kde operdtor A =V - V. [tecka za vétou]

Pro sféricky symetrickou funkei f(r) = % by vedl na:

Vi=V(?+y2+22)7 % = (—%(m2+y2+zz)‘%zx,--- ) ==,
T
a tedy na:
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Aha. Laplace je 0, kdyz vektorové pole (po V) ubyva jako %2, tzn. nepfimo imérné povrchu

koule 72.

Ztejmé ale bude existovat vicero feseni! Jind Gmeéra, napr. T%, by sice vedla
k A, # 0, avSak to mize byt kompenzovano vhodnou zavislosti thlovych soufad-
nic Ay . Proto napisu gradient V ve sférickych, s védomim, Ze kdyz se derivuje,
resp. déli thlem, musi se délit i r, resp. rsin® (viz j.):
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jsou nekonstantni.! Proto:
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Jak asi vypadd obecné feSeni AU = 07 Obvykly postup je (iplnd) separace
proménnych:

U(r,0,¢) = f(r)g(@)h(e). (4)
1. Konkrétné sférické e, = (sin ) cos ¢, sin ¥ sin ¢, cos ), ey = (cos ¥} cos p, cos ¥ sin ¢, — sin ),
e, = (—sinp,cos,0) a jejich derivace dye, = ey, Oy e, = sinde,, Oyey = —er, dpe9 =

=cosV ey, Ope, = (—cosp, —sinp,0).
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Uz s ohledem na 1. pfiklad se nedivim, ze feSenim pro radidlni ¢ast f je poly-
nom ~r~*. Z (3) (po -r?) ostatné plyne, Ze po 9, f ubyde 7, tj. pravé vlastnost
polynomu. Pouze provedu normalizaci R (tj. polomérem nééeho; napt. Rg). Uh-
lova ¢ast pro ¢ je tak jednoduché, ze feseni musi byt jednoduché ,jako kyvadlo“,
neboli harmonicka funkce e™%. Uhlovéa ¢ast pro o je tak slozita (viz cos, sind,
sin? 1), ze feSenim je ,kombinace“, ¢ili polynomy harmonické funkce. Nazyvaji se
Legenderovy pridruzené polynomy Py, ; nelze je asi snadno ,,uhadnout”, nicméné
vzhledem k logické substituci z = cos® se nedivim ¢lentim z, v1 — 22, 1 — 22
apod. Nakonec doplnim koeficienty Uy, (tzn. kazdy jiny, komplexni, normovany
hmotnym bodem —GM/r):

U=

1+Z Z Ugm< ) Py (cosd) e M] (5)
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Jejich hodnoty vyplyvaji z okrajovych podminek, resp. se museji urcit méfenim.

Abychom tomu uvéfili, dosadim:
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Césti radidlni jsem prisoudil hodnotu F' = konst. a tthlové —F, aby to vyslo 0. Pro ¢ast radialni
tedy plati separatné:

gaf af
T Ty, T ©)

Dosadim-li polynom Cr—4=1 (vyluéuji 7°):
P2~ — 1)(—L — 2)r=1=2 4 2r€@(—L — 1) =12 = FPer=t=L,

ziskdm nutnou podminku pro F:

W+1)=F. )
Pro &ast tthlovou (-sin? 19):
—-H
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uziji opét obdobny trik s H a —H. Cést pro ¢ separatné spliuje:

9%h
—— = —Hh, 8
i (®)
odkud: ‘
h=CeVAe, (9)
je pak logické oznacit:
m=vVH. (10)
Zbyvajici ¢ast pro ¥:
1.5 0%2g  cosV dg .2
Esm ﬂ(ﬁ—i_sinﬂ@_ + Fsin“¢=H, (11)
2 2
kde substituce x = cos ¥, %’9- = gw % = —sinﬂ%%, g—ﬂ% = sin2ﬂg—zg - cosﬁ%z- da:
9%g dg H
1— LAY Qr —= F— =0. 12
( z)a:2 $8x+( 1—$2)g 12)

2
Dosadim-li nap¥. polynom 2. stupné: g = az? + bz + ¢, g—g = 2ax + b, %’} = 2a, pak:

2
b:
(17962)2a7296(2am+b)+F(ax2+bm+c)fH% —0.

Jde o rovnost koeficienttt u z#, x3, atd. Specificky pro F = 6, H = 0 (tzn. £ = 2, m = 0) by
bylo (—2a — 4a + 6a)z? + (—2b+ 6b)x + (2a + 6¢) = 0, ¢ili b = 0, @ = —3¢; normalizaci lze volit,
standardné g = %(3I2 — 1), coz ozn. Pag.
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