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SLOVO UVODEM. T¥eti ¢islo je ponékud monotematické — zabyvame se v ném
pouze hydrodynamikou, ¢ili pohybem tekutin. A¢ to vypadé jako tizce vymezeny
obor, umoznuje ndm studovat obrovské mnozstvi jevli, mimo jiné protoplanetarni
disk a vznik planet. Nakonec zafazujeme poznadmku o dokumentarnim filmu Slu-
necni soustava 2015, ktery byl upraven pro digitalni planetaria.
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Hydrodynamika protoplanetarniho disku Miroslav Broz
e

Majice urcitou predstavu, ze ve vesmiru existuji hvézdy a okolo nich plyno-
prachové disky, zkonstruujeme zde pomérné uplny fyzikalni model tohoto disku.
Budeme pfitom postupovat ,,opac¢né nez kolega Komensky*, ¢ili od slozitého k jed-
noduchému. SepiSeme nejprve vSechny relevatni rovnice, abychom je vidéli v celé
krase, a teprve poté budeme diskutovat jednoduché situace.

Disk si budeme predstavovat jako spojit€ prostiedi, coz je velmi vyznamné,
nicméné obvyklé zjednoduSeni plynu, respektive plazmatu (obsahujiciho ionty,
elektrony i neutralni atomy a molekuly). Umozni ndm to pro fyzikalni veli¢iny
pouzivat diferencovatelné spojité funkce.

Magnetohydrodynamika s prenosem zafeni, Euleruv popis *

Pro popis zvolime Euleruv formalismus, tzn. statického pozorovatele, ktery
sleduje proudéni plynu okolo. Fyzikalni zakony, které ndm popisuji vyvoj hustoty p
disku, rychlosti v atd. od néjakého — zatim neznamého — pocatecniho stavu, je
nasledujici. Rovnice kontinuity (neboli zékon zachovani hmoty, napt. v jednotkach

kgm s 1):!
derivace f(r,t) zFedéni
——— I~
dp
5 TV Ve=—pVv, W

Navierova—Stokesova rovnice pro tekutiny (téz pohybovéa, ms=2):

Lorentz

gravitace viskozita
ov > 1
—+v-Vyv :—fVP Vo +- (V x B) ><B+ [V-u1Vv + V(pa+3 1) Vev]
ot P Hvac
(2)
rovnice tepelné rovnovéhy (1. véta termodynamickd, Jm=3s71):
konvekce zredéni prace emise absorpce ozareni vedeni

o —_—  — /—M —_—~ —A— ——
—+v-VU=-UV.-v— PV -v— an T + kppcEiag —V - F,7+V - KVT |

ot
3)

(%, C%, %)7 divergence V- (tj. skaldrni
souin), rotace Vx (vektorovy soucin); méjme na paméti jejich ¢eské vyznamy: stoupani, roz-

bihavost a staceni, jez mohou pochopeni rovnic napomoci

L pro pripomenuti, operator gradientu jest V =
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rovnice prenosu zateni (Jm=3s71):2

difuze emise absorpce
—_— ——— R
6E‘rad c>\lim 0,4
=V- VE, —T* — FErad , 4
It rnp ad+/€Pp4 Kp PCLiyad (4)
indukéni rovnice (Ts™1):?
advekce difuze
0B
O =V (v x B)+V g VB (5)
Poissonova rovnice (Jkg™' m~2):
GM,
vQ(I)disk - 4TEGP7 b =— = + (bplanet + (I)disk 5 (6)
stavova rovnice pro ideélni plyn (Pa):
P=C-1U=—Lkr, (7)
g

rovnice pro tok zafeni od hvézdy (véetné zeslabovani opacitou prachu a plynu;

Js7tm=2):
RN\? _. v
F, = B,(Ty) - e dvdw, T, = Kypdr. (8)

Znaceni veli¢in je standardni: t ¢as, r polohovy vektor, p hustota, v rychlost,
U vnitini energie plynu (na jednotku objemu), F;.q hustota energie zéfeni, B mag-
netické pole, ® gravitacni potencial, P tlak, T" termodynamicka teplota, I, zarivy
tok (od hvézdy), p1 dynamickd (prvni) viskozita, pe dynamickd objemova visko-
zita, kp Planckova opacita, kg Rosselandova opacita, o Stefanova—Boltzmannova
konstanta, ¢ rychlost svétla, K tepelnd vodivost, Ajiy, limiter toku, 7mae magne-
tickd difuzivita (nepfimo tmérnd vodivosti o’ a magnetické permeabilité fiyac),
G gravitacni konstanta, I' adiabaticky index, p stfedni molekulova hmotnost
plynu, myg hmotnost atomu vodiku, £ Boltzmannova konstanta, B, Planckova
funkce (pro intenzitu), v frekvence, w prostorovy thel, T, efektivni teplota hvézdy,
R, jeji polomér, 7, optické tloustka.

2 v difuzni aproximaci omezené tokem zatreni
zahrnujici Maxwellovy rovnice a Ohmuv zakon pro kvazineutralni plazma

4 POVETRON 3/2015 *



Jedna se o soustavu 10 nelinearnich parcidlnich diferencialnich rovnic druhého
fadu (plus 3 algebraickych), jez obsahuji 13 nezndmych funkei (skalarnich): p(rt),
v(rt), U(rt), Ewa(rt), B(rt), ®(rt), P(rt), T(rt), F.(rt); které jsou zavislé
na 4 nezavislych veli¢inach: r, t. Dale zde mame volné parametry: M,, R, Tk,
Mpianets 41, 42, Nmag, K, I'; a dané funkce (slozité, ale dané): kp(p,T), rkr(p,T),
Hu(paT)a Alim(Eradyv-Erad)a Tu(r7"€l/>p>-

K jednotlivym rovnicim si dovolime nékolik ,praktickych“ poznamek. Rov-
nici (1) je moZno rozumét intuitivné: méjme vlevo hustotu velkou a vpravo nulo-
vou. Pokud vektory rychlosti smétuji zleva doprava, budeme mit za chvili vpravo
néjakou ldtku (a vlevo nic, respektive to, co bylo vlevo od leva). Kladna rozbiha-
vost rychlosti V - v by pfitom odpovidala rastu (elementdrniho) objemu dV/, ¢ili
ziedéni a poklesu hustoty p.

V rovnici (2) vystupuje na pravé strané zejména gradient tlaku VP, neboli
makroskopicky projev elektromagnetickych sil mezi mikroskopickymi ¢asticemi
plynu. Predstavme si napriklad, ze vlevo mame vyssi tlak, vpravo nizsi, tudiz na
ploSe rozhrani jsou dvé rizné velké tlakové sily opac¢ného sméru, které zpisobuji
zrychleni —%VP.

Lorentziv ¢len odpovida klasickému vztahu F = g(E+v x B), kde ovSem obecné
V = Vnabojiu 7 Vplynu! V Plazmatu je makroskopické elektrické pole E = 0 a hustotu
proudu j = gqv lze vyjadiit z Ampérova zakona fiyacj =V X B.

Viskozni ¢len se zde objevuje proto, ze mezi vrstvami tekutiny proudicimi rtz-
nymi rychlostmi vznikaji tfeci sily; sila na jednotku plochy se oznacuje jako napéti
(s jednotkou Pascal). Pro obvyklé (newtonovské) tekutiny je pfitom t¥eni imérné
rozdilu rychlosti, ¢ili uq Vv. Napéti odlisné misto od mista pak vedou ke zrychleni
%V S Vvt

Rovnice (3) jest obdobou (1), jen zde namisto hustoty hmoty p vystupuje
hustota energie U. Pak jsme museli dle 1. véty termodynamické (dU = —dW+dQ)
pfipsat mechanickou préci vykonanou plynem (—PdV') a vSechny zdroje tepla.

Skutecnost, ze pri emisi zafeni hraje roli opacita, se mtze zdat podezrela, ale
to je zpusobeno skutec¢nosti, Ze emisni koeficient je za predpokladu lokalni termo-
dynamické rovnovahy dan Kirchhoffovym zdkonem, j, = k, B,.

Tok tepla je podle Fourierova zdkona tmérny gradientu teploty, respektive
Fycot = —K VT, nebot teplo tece z mista s vyssi teplotou do mista s nizsi teplotou.
Pokud se tok navic rozbihd (V - Fheat je kladnd), déje se tak na tkor vnitini

4 Tato molekularni viskozita sice byva v protoplanetarnim disku zanedbatelné, ale jak uvidime
dale, magneto—rotac¢ni nestabilita dava vzniknout virim. Pokud s témito viry nechceme detailné
pocitat, lze je zohlednit jako zvySenou (makroskopickou) viskozitu, ktera viibec zanedbatelna
neni.
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energie U, proto je vysledné znaménko +. Toto plati obecnéji pro difuzi ¢ehokoliv,
nejen tepla, ale téz zafeni, ¢astic, magnetického pole.

Kdybychom chtéli, 1ze ze (3) odvodit klasickou rovnici vedeni tepla. Pro sta-
tickou pevnou latku by totiz bylo v = 0, p = konst. (jde pak o parametr),
téz V = konst. Stacilo by psat %—[{ = KV?2T a pouzit jinou stavovou rovnici,
U =pcyT.

V rovnici (4) neni advekce, protoze difuze zafeni (rychlosti ¢) probihd mno-
hem rychleji. Emise a absorpce jsou zde pochopitelné s opacnym znaménkem nez
v rovnici (3), kterd se tyka plynu.

Gravitaéni potencial v rovnici (6) je zaveden tak, Ze zrychleni @, = —V®.

Uvédomme si, Ze vySe uvedené rovnice jsou velmi obecné! S vyjimkou kvantovky
a relativity v sobé zahrnuji (témér) celou klasickou fyziku, popisujici vétsinu jevi
v nasem okoli i ve vesmiru. Nicméné i tak musime byt obezfetni, protoze nékteré
¢leny jsou platné pouze ve stavu (lokdlni) termodynamické rovnovahy.

Vliv éastic a dalsich fyzikalnich jeva *

Pfi numerickém feSeni rovnic mame vzdy omezené rozliSeni, coz si obvykle
vynucuje odlieni ,malych“ pevnych ¢astic (prachu, balvani, planetesimél, planet)
od plynu (tzn. spojitého prostiedi).

Neékdy musime ptidat dalsi rovnice, respektive ¢leny v rovnicich, abychom po-
stihli ,méné dulezité* fyzikdlni jevy, které vSak mohou byt v dané situaci (pro
vysvétleni uréitého pozorovani) zcela zésadni, napiiklad:

— neinercialni ¢leny, pokud bychom pracovali néjaké v neinercidlni souradnicové
soustavé, napiiklad rotujici ihlovou rychlosti Q:

odstiedivé Coriolis
_—
Qpcinercialng = — {1 X (Q X r) 20 x v, (9)

—

kde prvni ¢len je opravdu —Q x (A xr) = Ax (rx Q) =rQ- Q- 00 -r = Q2r,
podle vektorové identity ,,bac minus cab*;
— pohyb ¢astic, jejich vzadjemna gravitace:

GM;
i#j i

pro feseni je dobré pouzivat symplekticky integrator;
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_GdM

vazba Castice <> plyn, skrzeva gravitaci @gsstice = f disk r, a aerodyna-

r3
mické tfeni dle Epsteinova nebo Stokesova zakona:
dEpstein = 7SPFUT(U - V) pro D« Ea (11)
1
AStokes = —iCSp\u—v|(u—v) pro D >/, (12)

kde S oznacCuje prufez castice, D prumér, C koeficient odporu, vy termélni
rychlost (plynu), u rychlost ¢astice, v rychlost plynu a ¢ stfedni volnou drahu
molekul (plynu);

vzajemné srazky castic, fragmentace nebo akrece, popsané relacemi %—A{[(M ),
%(M ), pouzivaji se simulace Monte—Carlo nebo samostatnd hydrodynamika;
tlak zareni P.,q = %aT‘L, P = Pyas + Prag;

radia¢ni zrychleni, d,,q = ’%‘Fmd, pricemz tok uz zname, F,,q = %“;‘VEmd;
viskézni ohiev, ¢ili §- 3[Vv+ (Vv)T], kde tenzor napéti S je tyz jako ve viskéz-
nimu ¢lenu %V - S;

2
rezistivni ohtev, j-E = 1j.j = e (V x B)?, dle Ohmova a Ampérova zdkona,
kde j oznac¢uje hustotu proudu a E elektrické pole;

anizotropni vedeni tepla a jeho saturace, V - Fpeat, Fheat = F}Z Sj;m F, F =
sa’

Kyb(b-VT)+ K [VT = b(b-VT)] , Fui = 5¢pcs , kde b = gy, s = /TS0

b

oznacuje rychlost zvuku a ¢ < 1 je volny parametr;

radiaktivni rozpad, pedecay (X,Y,Z), se zménami abundanci %—f => ;—’Z;
¢asticova difuze, % =V-DVn, D = %Evp kde n oznacuje koncentraci, D di-
fuzni koeficient, ¢ stfedni volnou drahu, vy terméalni rychlost;

fazové premeény, depozice plynu a sublimace pevnych ¢astic;

chemické reakce, pripadné jejich katalyzace zafenim nebo povrchy;

Halltv jev, ¢ili ¢len —V x (i J x B) v indukéni rovnici (5) (Armitage 2010);
ambipolarni difuze, +V x (ﬁ (j x B) x B) tamtéz, v Fidsim prostiedi, tj. pfi
nizsi frekvenci srazek, se neutralni ¢astice mohou pohybovat systematicky jinak
nez ionty, coz se projevi jako tfeni, skrze koeficient v = (ov;)/(m; + my).
zmény ionizace a rekombinace, popsané rovnovaznou Sahovou rovnici:

3
X12 2mmekT \ 2 _ x
- X, (lﬂ) o 13)

kde X; oznacuje stupen ionizace, a y ionizacni energii atomu. Nepiimo je ovliv-
néna i stavové rovnice prostiednictvim u(p,T,X,)Y,7) a tamtéz bychom méli
spravné zohlednit degeneraci elektronového plynu faktorem Ageg(p,1');
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— termonukledrni reakce véetné ztrat energie neutriny, penua(p,7,X,Y,Z) — pe,,
a odpovidajici rovnice pro zmény chemického sloZeni (abundanci X vodiku,
Y helia a Z tézsich prvki, resp. jednotlivych izotopt):®

X € aYy € 8£_ €
E_Zai’ 815_204]-’ 3t_kak' (14)

Ctenéf se prectenim tohoto fadku vzdava jakéhokoliv naroku na tplnost vyctu. ..
Vztah Eulerova a Lagrangeova formalismu *

Alternativné bychom mohli pouzit Lagrangetv formalismus, tzn. souhybného
pozorovatele, ktery se liné nechava unaset proudici tekutinou. Neznamé jsou
pak trajektorie (nekoneéného mnozstvi) bodt kontinua r(rg,t), respektive p(ro,t),
v(ro,t), apod. pro dalsi veli¢iny, vSechny zavislé na ¢ase t a ,indexované“ napiiklad
pocateénimi polohami ry (v Case ta: 0).

Namisto parcialnich derivaci 7; a vlastné celych levych stran bychom uzili

totalnich %, jejichz vztah plyne z derivace funkce ¢(r,t) dvou proménnych:
Lagrange V4 Euler
~ = =
do _8¢+ dp Ox; 09

dt — ot ' Ox; Ot =g TvVe

Polohy r 1ze posléze spocist z v jako:

t

r(ro,t) =ro +/ v(ro,t)dt.

to

V dalsim ztstaneme u naseho Eulera, nicméné je dobré tusit, ze existuji kédy
vyuzivajici Lagrange.® Vyhodou Lagrangeova popisu mj. je, Ze nemusime pfe-
dem konstruovat (zbytecné rozlehlou) fixni sit bodi, zvlast kdyz predem nevime,

5 Po zahrnuti posledné jmenovanych jevu jiz muzeme pocitat cely vyvoj hvézd, véetné jedno-
rozmérné hydrostatické aproximace, konvekce, hvézdného vétru, trojrozmérné struktury, rotace,
magnetického dynama, pfipadnych vnéjsich v1ivi (®avojx, Favojx). Na druhou stranu je nutné
pripustit, ze nékteré jevy, napriklad erupce, rekonexe, vyboje, resp. pohyb svazku castic, jsou
natolik merovnovazné, ze predpoklad LTE bychom museli opusit a mj. bychom nesméli viibec
pouzivat teplotu 7', nybrz ,divoké“ distribuéni funkce jednotlivych veli¢in.

6 Aby se Euler a Lagrange nepletli, je potieba se podivat na jejich podobizny. Lagrange se zda
hubenéjsi a asketi¢téjsi, nebude mu tedy délat problém jit sledovat trajektorie. Naopak Euler je

na prvni pohled ,tlustsi a liné€jsi“, ten se za zadnou cenu nikam nepohne.
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kam se body kontinua dostanou. Opac¢né feceno, vyhodou Eulerova popisu je, ze
pokud nas eminentné zajimé jen omezena oblast prostoru, nepocitame zbytecné
trajektorie, které stejné skon¢i mimo ni.

Kelvinova—Helmholtzova nestabilita *

Reseni hydrodynamickych rovnic vykazuji nékolik zasadnich nestabilit, z nichz
nejzakladnéjsi je Kelvinova—Helmholtzova. Vznika jiz ve velmi jednoduché situ-
aci’: dvé vrstvy nestlacitelné kapaliny, jedna proudici tam a druhd zpét, bez gra-
vitace. Z celé soustavy (1) az (6) nam ztstanou jen dvé ,ofesané* rovnice:

0=V v,
ov

1
— =—--VP.
6t+v Vv pV

Jak vidime z numerického FeSeni (obr. 1), jednd se o (v§znamny) zdroj turbulence
neboli virt. Neni mozno nevédét, ze vlny na mofi jsou zpusobené pravé timto
jevem.

U kazdé nestability bychom si méli také uvédomit, co omezuje jeji riist. V tomto
pfipadé je samoomezujici, velikost viru je ddna pocatecnimi podminkami a para-
metry problému.

t=0.3 t=0.7 t=6.0

IIIII |

x

density p

Obr. 1 — Vyvoj Kelvinovy-Helmholtzovy nestability z pocate¢ni malé perturbace rozhrani.
Pocétecni podminky (v bezrozmeérnych jednotkach): p1 =1, po = 2, Py = P> = 10, vi = (—1,0),
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vy = (+1,0). Okrajové podminky: vlevo a vpravo periodické, nahofe a dole 2 — =0, g‘t’ =0,

%I; = 0. Stavova rovnice v tomto pripadé odpovidala idedlnimu plynu. Vypocet byl proveden
programem Pluto (Mignone aj. 2007) ve dvou rozmérech, v siti 100 x 200 bodi.

Rayleighova—Taylorova nestabilita *

Pro vznik druhé, Rayleighovy—Taylorovy nestability je tfeba: hustsi nestlaci-
telna kapalina nahote, fidsi dole, to vSe v gravita¢nim poli. Pfislusné rovnice jsou:

0=V v,

@—&-v Vv———VP Vo.

ot
Vyvoji (obr. 2) je mozno rozumét nasledovné: jde o stav s vyssi energii, ktery sa-
movolné piejde do stavu s nizsi energii a vyssi neusporadanosti (entropii). S ohle-
dem na Archiméduv zakon se tato nestabilita nazyva téz vztlakovd. Pokud bychom
fesili zaroven tepelnou rovnovédhu (3) a vidéli bychom transport vnitini energie,
hovotili bychom o konvekci.

Pfi vyvoji nestability RT vzdy dochazi ke vzajemnym pohybim tekutin, ¢ili
se nevyhnutelné objevi i nestabilita KH. Obé nestability (koufici komin) bézné
kresli déti v mateiské skolce, rodice jim pouze zatajili, o¢ se jedna.

Nestabilitu obvykle omezuje az hranice (resp. okraj vypocetni domény). V at-
mosfére byva vytvarena prirozené teplotnim zvrstvenim ¢i zvratem.

t=0 t—30 t=55

density p

Obr. 2 — Vyvoj Rayleighovy—Taylorovy nestability z po¢atec¢ni malé perturbace rozhrani. Pro-
toze dochazi ke vzajemnym pohybum tekutiny, nevyhnutelné se objevi i nestability Kelvinovy—

10 POVETRON 3/2015 *



Helmholtzovy. Poc¢ateéni podminky: p1 = 2, po =1, & = y, resp. g = —V® = (0, — 1), P(y)
odpovida hydrostatické rovnovaze, vi = vo = (0,0). Okrajové podminky: vlevo a vpravo peri-
% _ o v _ g OP

odické, nahote a dole Zh Bt %r = 0. Stavovd rovnice odpovidéd idealnimu plynu.

Vypocet programem Pluto ve dvou rozmérech, v siti 100 x 200 bodu.

Magneto—rotacéni nestabilita *

Treti nestabilita, magneto-rotacni (Balbus a Hawley 1991, angl. MRI) vyzaduje
prinejmensim toto nastaveni: nestlac¢itelna kapalina, axidlné symetricky disk, bez
vlastni gravitace, diferencidlni rotace, vertikalni magnetické pole, bez difuze. Cili:

0=V v,
1 1
W o yowvw—-typ_ve,+ L (vxB)xB,
ot 14 Plvac
B
%ZVX(VXB).

Disk s rozvinutou nestabilitou je znadzornén na obr. 3. Podotknéme, ze predpoklad
»bez difuze* nutné znamena nemaly stupen ionizace latky, jinak by Lorentztv ¢len
byl irelevantni.

Dostateény stuper ionizace je v blizkosti Slunce, daleko od Slunce (i diky kos-
mickému zafeni), téz na povrchu disku ozafovaného UV, ale neni jisté, zda upro-
stfed. Tam muze existovat mrtvd zona, v niz MRI nefunguje a disk neni (tak)
turbulentni.

Nestabilitu rozvijejici se za vyse uvedenych podminek omezuje az hranice (zde
tloustka disku) nebo difuzni ¢len, kdybychom ho maéli.

-1000.

. 100.0

WS- 10.00

Obr. 3 — Magneto-rotac¢ni nestabilita v protoplanetarnim disku, projevujici se jako turbulence
rychlosti |v| (v jednotkdch m/s, vlevo) a slozita struktura magnetického pole |B| (v jednotkach
Gauss = 1075 T, vpravo). Pfevzato z Flock aj. (2013).
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Nestabilita dvou proudéni *

Pozoruhodné nestabilita vznikd pro dvé proudéni s urcitou vazbou (Youdin
a Johansen 2007, angl. streaming instability). V naSem kontextu jde o plyn a prach
a vazbou jest aerodynamické tfeni, oboji pod vlivem gravitace centra.

Prislusné nestabilita se nazyva téz ,,dvoutekutinova®, popisujeme-li prach jako
tekutinu (s hustotou pg a rychlosti u).® Plyn nemusi byt nutné stlacitelny, ale
prach ano, coz zni podeziele, ale nejednd se samoziejmé o stlacovani zrn, nybrz
o jejich soustfedovani v prostoru:

%ﬂ””vps —psV - u,
% +u-Vu=-Vo, — Spvp(u—v),
0=V-.v,
ov 1
% +v-Vv= —;VP—V(P*—FSpsvT(u—v).

V Navierové-Stokesové rovnici pro prach jsme pouzili Epsteiniiv zakon a v rov-
nici pro plyn totéz s faktorem —£3, kviili zachovani hybnosti. Casto se namisto
globalnich simulaci provadéji lokalni, v korotujicim systému, s diferencialni rotaci.

Oscilace ps (i p) vytvareji tak vysokd lokdlni maxima, Ze v nich gravitacni
nestabilita (kolaps) prachu nebo balvani muze vést ke vzniku planetesimal nebo
rovnou planetarnich embryi (viz obr. 4).

=3.0T,

g

0.0 3.0

Yy
log(X,/<E,>)

00  T/<I> 20.0

Obr. 4 — Nestabilita dvou proudéni (plynu a prachu). Znézornéna je plosna hustota o ¢asti
disku. Pfevzato z Johansen aj. (2007).

8 Nestabilita oviem pretrvava i pripadé, kdyz prach popiseme jako Céstice.
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Je tu i jista analogie s Tour de France — cyklista na cele citi odpor vzduchu
o ostatni ,lenosi“ v zavétii ho snadno dojedou. V tomto specifickém pripadé
nestabilitu omezuje cil.

Gravitaéni nestabilita *

Pro kolaps jsou treba dvé véci: stlacitelny plyn, vlastni gravitace. Dale potie-
bujeme rovnice:

dp

ot

ov

1
E-FV-VV:—;VP—V@,

+v-Vp=—pV.v,

V2® = 4nGp,

ze kterych je mozné odvodit jesté jednu (podstatnou) podminku, neboli Toomreho
kritérium pro nestabilitu (Toomre 1964):

_ CsWkepl
=—<1 15
Q=" <, (15)

kde ¢s oznacuje rychlost zvuku, wiepr = 1/ GM, /73 stfedni pohyb na daném polo-
méru, oy poc¢atecni plosnou hustotu disku (odvozeni viz Armitage 2010, str. 135).

Rist p, P, ® nade vSechny meze je sice teoreticky mozny, pak bychom vsichni
skondili v ¢erné dife, ale obvykle se nakonec (v = 0) ustavi dosti velky hydrosta-
ticky VP.

Pocatecéni a okrajové podminky *

Vyse uvedené rovnice vsak neobsahuji jednu veledtlezitou véc: poc¢atecni pod-
minky! Navic éelime t¥em takika nefeSitelngym problémtim: (i) rovnice nelze in-
tegrovat zpét v Case kvili termodynamicky nevratnym déjum (napiiklad difuzi,
srazkam, unikajicimu infracervenému zafeni) a deterministickému chaosu, ¢ili ne-
mizeme volit Cas ¢ty = dnes, kdy by bylo mozné néco méfit; (ii) slunecni soustava
vznikla v apriori nezndmém case tv; (iii) v ¢ase ¢ ddvno minulém beztak nelze
mérit nic.

Nastésti je mozno vyuzit skutecnosti, ze: (i) chemické slozeni Slunce, planet
a meteoritll je totozné, az na tékavé prvky (zejména H, He); (ii) radiometrické stari
primitivnich meteoriti je okolo ¢t = —(4,56 4+ 0,01) Gyr; (iii) minimalni pocatecni
plosnou hustotu disku 1ze odhadnou podle pozorovanych planet, rozprostfenych
podél jejich drah a doplnénych o zminované tékavé prvky. Pak jiz lze rozumné volit
pocateéni podminky v ¢ase tg = —4,56 Gyr, integrovat rovnice dopfedu (dodnes)
a nakonec posoudit model dle souladu s pozorovanou sluneéni soustavou (obr. 5).
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Obr. 5 — Pozorovany stav slune¢ni soustavy znazornény na grafu velka poloosa a, excentricita e.

Symboly a barvami jsou rozliSeny planety a jednotlivé populace malych téles: asteroidy jsou

oznaceny krouzky, transneptunické objekty ¢tverecky a komety k¥izky. Teckovand linie (nahote)
odpovida perihelové vzdalenosti rovné poloméru Slunce.

Pozndmka na okraj: vnitini okraj disku (ve sférickych soufadnicich) obvykle
volime r; ~ 0,1 AU kvuli ptsobeni magnetického pole rotujici hvézdy, které pod
korota¢ni orbitou skute¢né vytvari mezeru v disku. Vnéjsi okraj ro ~ 40 AU musi
byt dostatecné daleko, aby (piili§) neovliviioval pohyb ve studované oblasti. Ve
sférickych souradnicich by okrajové podminky mohly byt voleny takto:

1. r =y (vnitini okraj): v, = vy =0, vy = /GM, /11, tj. keplerovska rychlost;

2. r=rg (vnéjsi okraj): v, = vy =0, vy = \/GM,/79;

3. ¥ = 0° (u pdlu)? zrcadlové podminky, tzn. skalary ziistavaji totozné, norméalové
slozky vektori méni znaménko: p — p, v, — —vn, By — —By, vy — v,
By — Bta

4. 9 = 90° (na rovniku) symetrické podle roviny: p — p, vy — —v,, By — By,
Vy —r Vg, Bt — —Bt,

5. ¢ = 0° = 360° periodické.

Formalismus v programu Pluto *

Pro vypocetni tcely se rovnice optimalizuji nasledovné (Mignone aj. 2007).
Maximum c¢lent vyjadiime pomoci divergence, abychom se vyhnuli vypoc¢tium
rotace, které jsou narocné a pii kterych hrozi vétsi zaokrouhlovaci chyby. Pro

9 pro plochy disk je zfejmé mozno volit vétsi hodnotu, napt. ¥ = 85°
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prehlednost zde také predpokldaddme py = pe = 0, F, = 0 (tj. bez pfenosu
zafeni), K = 0, Nmag = 0, Paisk = 0 (beztak pievazuje P, ):1°

5 p P 0

o P ) pv — BB+ IP | —pV

g | Evpo | PV | (Bxpo+Pv-BvB| | o |+ U9
B vB — Bv 0

1
2pivac

kde p = pv oznacuje hustotu hybnosti, E = U + 1pv? +
a P = Pgs+ ﬁBQ celkovy tlak.

B? hustotu energie

Identita (16) s (1) je zfejma:

dp dp
LoV v == -V V.v=0.
5 TV =5 v VotV

Druhy fadek odpovida rovnici (2) (bez fivac, které je zahrnuto v B):

opv 1
EJFV- (pwaB+IPgas+l§Bz> =

dp ov . . . . . . . . 1
:va+pa+V-pvv+V-pvv+V-pvva-Bva-BBJrVPgaerigB-VB:
v krat (1) =0 béac —céb

op ov N A —~
:vﬁerE +w——Np+p¥N—¥+pv-Vv —BV -B—B-VB+V P +B-VB =

0
=p (8—: +V~VV) + VPgas — (VX B)xB=—pV® c.b.d

Vezmeme nyni radéji 4. fadek a rovnici (5):

6£+v.(v3_5y):@+V.|}B+V-VB—V~BV—V-B|'I:
ot ot
oB
:5+Bv-v+v-VvaV-BfB-Vv=
B . . . B
= U xB) - Vx(vxB) =0 - Vx(vxB) cbd

Nakonec rychle porovname 3. fadek a rovnici (3):

o] 1 1 1 1 1

2t (U+ §pv2 + 582 +p<1>) + V- (Uv—i- EPV2V+ §82v+p<I>v+Pgasv+EBgv—Bv-B> =
ou . . s 3 -

= rr V - Uv + PgasV - v + pv - Navier—Stokes + B - indukéni rce 4+ ® krat rce kontinuity = 0,

10 Symboly typu vB (nebo Bv, BB) jsou diddy, ¢ili tenzory druhého fadu (matice 3 x 3) se
slozkami v; B;. Nékdy byvaji oznacované v ® B.
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coz bylo dokéazati.

Metoda koneénych objemua (FVM) *

Jednou z metod pouzivanych pro numerické feSeni hydrodynamickych rovnic
je metoda koneénych objemt (FVM, angl. finite volume method). Budeme ji zde
demonstrovat na rovnici kontinuity, ale samoziejmé ji lze pouzit na celou soustavu
rovnic (16):

dp
6t+v p=0.

Provedeme integraci pfes néjaky objem V:

/—pdV+/V~pdV:/OdV,
1% 1%

a pouzijeme Gaussovu vétu:

8/) 1 _
-dS =0

kde na levé strané jsme napsali primérnou hodnotu hustoty p v onom V a na
pravé strané jsme z vyukovych divodd ponechali ,,primérnou nulu®.

Diskretizace v prostoru spociva ve vyjadreni integralu pfes hranici V, resp.
sumy pres prislusné plosky S:

+1 2,4, Si—1/2,j,k
—/ -dS = Si1/2 pt+1/2,j,k*%pi—1/2,j,k

ik

S’Lj+1/2k Sij—1/2.k
+ = pigak — P12,k 17
Vigaw Y Vigae 7Y 1

n Sijk+1/2 S jk—1/2

DPijk+1/2 — 7?2,] k—1/2
Vijk Vi gk

kde indexy 1, 7, k prisluseji jednotlivym kartézskym souradnicim a méni se od 0
do poctu bodi sité. Hodnoty p; ;1 v polovinach prostorového kroku (na hranicich
mezi sousednimi objemy) urc¢ujeme interpolaci.
Diskretizace v ¢ase je v nejjednodussim piipadé:
ap ) pn+1 7pn
at At
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Schéma explicitni vnikne tak, ze v (17) pouzijeme staré p'; , a p}'; ; (tj. z minu-
lého ¢asového kroku). Explicitni se jmenuje proto, ze miizeme obratem vyjadfit

nové p?‘;,lc

Ve schématu implicitnim bychom vSude pouzili nové (avSak nezndmé!) p’fj}g
Rovnice proto spolu s ostatnimi tvofi soustavu rovnic, kterou je tieba vyftesit.
Z matematického hlediska tedy musime provést inverzi (velké) matice. Vyhodou
je ovSem veétsi stabilita a moznost pouziti vétstho At.

V programu PLUTO jsou implementovany metody presné nebo priblizné fe-
sici Riemanntv problém, ktery spociva v nalezeni ¢asového vyvoje nespojitosti
hustoty a rychlosti pro linearizované rovnice (1) a (2). Vybirat mizeme z vicero
postupil (napf. Roe, HLLE, HLLC).

Skalované jednotky. Abychom ¢asteéné predesli numerickym problémiim a za-
okrouhlovacim chybam, je dobré pouzivat vhodné skalované jednotky Napfi—
klad pro smlulace protoplanetarmho disku je mtuzeme volit nasledovne [r] = aj,

[p] = Mg/a3, [v] = /G /aJ/ (2n), odkud plyne [m] = Mg, [t] = 2r/\/GM, /a3,

[P] = Mo GM, /aJ/ (4n?)
Migrace planet v plynném disku *

Je tfeba predevsim rozliSovat, zda se jedna o migraci v disku tvoreném plynem,
nebo planetesimalami; oboji se pochopitelné chova jinak. Zde se budeme soustredit
pouze na plyn a v ném vnofenou planetu. Pak lze rozlisSovat tfi zakladni typy
ustalené migrace: I, IT a III — tzn. bez mezery, s mezerou a s ¢aste¢nou mezerou.

Asi nejsnadnéji lze popsat typ II. Znacné ¢ast plynu v okoli drahy jiz spadla
na planetu, ¢imz se vytvorila mezera. Zaroven vznikla spiralni ramena, ktera jsou
vlastné primou gravitac¢ni vazbou mezi planetou a diskem. Tteci neboli viskézni
sily mezi rameny a zbytkem disku maji transverzalni slozku, ktera zptisobuje
spiralovani planety dle prvni Gaussovy rovnice:

da 2T

—_—_2L L0 18

== -2 0, (18)
kde a oznacuje velkou poloosu planety, 7 transverzéalni slozku zrychleni (tj. v ro-
viné drahy, kolmo k radiusvektoru), n = 4/ GMQa*% stfedni keplerovsky po-
hyb neboli thlovou rychlost, pfi¢emz predpokladdame kruhovou drahu (e = 0).
Transverzédlni slozka je vytvafena viskéznim ¢lenem v rovnici (2):

10 (9 ,u1 82 _1 1251 3 _5
e AoV IM = — lw ” )
087‘#1 B kepl = p Or? GMor™> p ¢ oy" "
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coz po dosazeni (a obvyklé ndhradé r — a) déva:

da 3v
- 1
<dt)11 20’ 9)

kde v = p1/p je kinematickd viskozita. Znaménko je zde zaporné, nebot k planeté
je blize vnéjsi spirdlni rameno, disk tam obiha (keplerovsky) pomaleji, ¢ili dochézi
k brzdéni.

Situaci pro jednu planetu ukazuje obr. 6, spoc¢teny programem Fargo (Mas-
set 2000). Po vytvofeni mezery se vyvoj ustdli a zména velké poloosy odpovida
vztahu (19). Pro dvé interagujici planety (obr. 7) je situace obecné slozitéjsi.
Pokud se vytvori dvé mezery a piekryji se, vnéjsi spirdlni rameno je od vnitini
planety mnohem dal, takze prevazuje vliv vnitiniho, kde ale disk obiha rychleji,
a zminovana planeta se tedy nutné také urychluje a vzdaluje od Slunce.

Turbulentni viskozita. Otazkou je, jakd je hodnota viskozity? Obvykld mole-
kularni viskozita fidkého plynu se zda nepatrné a planety by vlastné nemigrovaly
viibec. Turbulence ovsem efektivné zpusobuje viskozitu také; i kdyz bychom ji
nebyli schopni detailné rozlisit v numerickém modelu, mohli bychom ji zahrnout
jako zvysenou hodnotu v. Vzhledem k tomu, jaké ma v jednotky (m%s—!), je
logické ji vztahnout k néjaké rychlosti a néjakému rozmeéru. Je podruhé logické
zvolit bud rychlost obihani vyepr, nebo zvuku cg, a jako rozmeér vysku H disku,
nebot tato omezuje maximalni velikost vird. Shakura a Sunyaev (1973) navrhli
parametrizaci vztahem:

v=uacH, (20)

kde « je bezrozmérny parametr, nabyvajici hodnot od 0 do fadové 1. Ze stacio-
narniho modelu disku (Broz a Solc 2013, str. 206) miizeme pifpadné dosadit za
H =~ ¢4 /nkep1- Nejdillezitéjsim zdrojem turbulence, a tudiz zvySené makroskopické
viskozity, je magneto-rota¢ni nestabilita (kap. 0.0), kterd se rozviji i p¥i slabych
pocatecnich magnetickych polich. Je to ostatné tyz proces, jaky ve vesmiru nuti
akreéni disky akretovat.
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Obr. 6 — Plynny disk a jedna vnofend planeta, vlevo plosna hustota disku o(z,y), vpravo

Casovy vyvoj velké poloosy a(t) (zndzornén ¢ervené) a hmotnosti m(t) planety (teckovang).

Pro porovnéni je zndzornén i pokles a dle rovnice (19), ktera plati poté, co se v disku vytvori

mezera. Parametry simulace byly voleny takto: hmotnost centra M = 1, pomér H/r = 0,05,

ploéna hustota o = 6,37-107°% »— 15 kinematicka viskozita v = 1075, planeta s poc¢atec¢ni velkou

poloosou a = 1, orbitalni periodou P,;, = 21 a hmotnosti m = 0,001. Rozsah poloméra byl

r € (0,4;1,6), dvourozmérnou sit (r,¢) tvorilo 128 krat 384 bodu a casovy krok At = 0,31416.
Simulace programem Fargo (Masset 2000).
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Obr. 7 — Disk a dvé planety. Obdobné nastaveni parametri jako u obr. 6, s vyjimkou r €
(0,4;3,5), 1-rozmérna sit sahajici do v’ = 20, planety a1 = 1, m1 = 1074, as = 2, ma = 2,9-107°.
Simulace programem Fargo.
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Film Sluneéni soustava 2015 Miroslav Broz

Tento kratky dokumentarni film pro digitalni planetaria
pojedndva o nasem planetarnim systému: o Slunci, plane-
tach a malych télesech, o jejich vzniku i zaniku. Je urcen
zejména zaktim zakladnich nebo stfednich skol. Existuje
v Ceské a anglické jazykové verzi, jeho stopaz ¢ini 25 mi-
nut. Film je pfipraven ve formatu full-dome 4K (tzn. roz-
liseni 4096 x 4096 pixeli) se snimkovou frekvenci 30 fps,
coz je nynéjsi standard pro digitalni planetaria. Ke stazeni
je k dispozici archiv zip s jednotlivymi obrazy (dome mas-
ters), které se posléze museji konvertovat pro dany projek-
¢ni systém. My pouzivame systém od firmy Carl Zeiss Jena,
s pétici projektorid Velvet — majicich kazdy 2560 x 1600
pixell, nativni kontrast 1 : 2,5 miliénu a specidlni objektivy
pro projekci na sférickou plochu. Podrobnéjsi informace jsou
na adrese (http://www.astrohk.cz/ss2015/).
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