
VII. Studium kmitů vázaných oscilátorů 

Vázané mechanické oscilátory 

 Mějme dvě stejná fyzická kyvadla 1, 2 
vázaná slabou pružnou vazbou (vazba může být 
tvořena i bez mechanického působení např. 
pokud jsou tělesa kyvadel zhotovena 
z permanentních magnetů) – obr. 1. kyvadla 
kývají pouze v rovině nákresny. 
Předpokládáme, že výchylky kyvadel jsou malé 
a tření v uložení závěsů kyvadel zanedbáváme. 
Bez vazby obě kyvadla vykonávají harmonické 
kmity s kruhovou frekvencí ω0 

 
I
D=0ω  ,                       (1) 

kde D je direkční moment a I moment 
setrvačnosti kyvadla. 

 Vazba způsobí, že v klidové poloze jsou 
obě kyvadla otočena vůči vertikálnímu směru o úhel α proti sobě. V klidové poloze vymizí 
výsledný moment vnějších sil jak pro kyvadlo 1, tak i pro kyvadlo 2. Je-li D direkční moment 
kyvadla 1 resp. 2 a M0 moment vnějších sil, kterým pružina působí na kyvadlo 1 resp. 2, pak platí 
v klidové poloze 

 0MD =α  . (2) 

 Vychýlíme-li kyvadlo 1 o úhel ϕ1 a kyvadlo 2 o úhel ϕ2 (obr. 1), pak působí na kyvadlo 1 
moment vnějších sil [3] 
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0 ϕϕ −+ DM  je příspěvek k momentu vnějších sil, který způsobuje pružina, a D* je 

direkční moment pružiny. Pro kyvadlo 2 analogicky: 
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Pohybové rovnice pro kyvadlo 1 resp. 2 mají pak tvar: 
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 Při zavedení substituce 211 ϕϕψ +=  a 212 ϕϕψ −=  mají pohybové rovnice tvar 

 11 ψψ DI −=&&  (7) 
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a jejich řešením je 

 tbta 11111 sincos ωωψ +=  (9) 

 tbta 22222 sincos ωωψ +=  , (10) 

kde 
I
D=1ω  a 

I
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2
2+=ω a a1, a2, b1, b2 jsou integrační konstanty. Pro úhly ϕ1 a ϕ2 pak 

platí 

 ( )tbtatbta 222211111 sincossincos ωωωωϕ +++=  (11) 

 ( )tbtatbta 222211112 sincossincos ωωωωϕ −−+=   (12) 

 Integrační konstanty určíme z počátečních podmínek pro tři různé případy. Předpokládejme 
malé výchylky y kyvadel z rovnovážné polohy, kdy platí y ~ ϕ. 

1. Pro počáteční podmínky ( ) ( ) A== 00 21 ϕϕ  a ( ) ( ) 000 21 ==ϕϕ &&  z rovnic (11) a (12) plyne Aa =1  
a 0221 === bab , tedy  

 tA 121 cosωϕϕ ==  (13) 

 Obě kyvadla se pohybují tak, jako by vazba mezi nimi nebyla realizována. 

2. Pro ( ) A=01ϕ , ( ) A−=02ϕ  a ( ) ( ) 000 21 ==ϕϕ &&  dostaneme Aa =2  a 0211 === bba ,  

 tA 221 cosωϕϕ =−=  (14) 

 Obě kyvadla kmitají se stejnou amplitudou a stejnou frekvencí ω2, ale s fázovým posunem π. 

3. Pro ( ) 001 =ϕ , ( ) A=02ϕ  a ( ) ( ) 000 21 ==ϕϕ &&  z rovnic (11) a (12) plyne: 2/21 Aaa =−=  a 

021 == bb , tedy 
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Je-li vazba slabá, tj. ω2 je jen o málo větší než ω1, lze rovnice (15) a (16) interpretovat tak, že 
obě kyvadla kmitají se stejnou frekvencí 

 ( )123 2
1 ωωω +=  (17) 

a amplitudy jejich pohybu ( )tA 122
1sin ωω −  resp. ( )tA 122

1cos ωω −  se s časem periodicky mění 

s frekvencí 

 ( )124 2
1 ωωω −=  . (18) 



Amplituda pohybu kyvadla 1 je pak nulová pro časy 
2

4nTt =  (n = 0, 1, 2...) (viz obr. 2). 

Amplituda jednoho kyvadla v závislosti na čase pro počáteční podmínky φ1(0)=0, 
φ2(0)=A
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Stupeň vazby κ je definován jako 
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Porovnáním se zavedením kruhových frekvencí ω1 a ω2 dostaneme 
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