Zaklady fourierovské optiky

Fourierova transformace pomoci ¢oc¢ky a prostorova filtrace

Jeden z modernich pohledii na optiku a optické zobrazovani spociva ve vyu-
ziti Fourierovy transformace. Amplituda svételné viny vychazejici ze zobrazova-
ného predmeétu se rozklada na prostorové monochromatické (harmonické) slozky.
Kazda z téchto slozek pak prochéazi zobrazovacimi optickymi prvky nezavisle,
Ize tedy tyto komponenty individualné zpracovavat, pripadné zcela odstranit ze
zobrazujiciho svazku a tim fizené ovliviiovat vysledny obraz. Tohoto pristupu se
s vyhodou pouziva pii tzv. prostorové filtraci, ipravé gaussovskych svazki a pod.
1-6].

Jednou z fundamentalnich poucek fourierovské optiky je to, ze cocka vytvari
ve své zadni (obrazové) ohniskové roviné rozloZeni amplitudy svétla imérné Fou-
rierove transformaci amplitudy nachdzejici se v roviné, kde je zobrazovany pred-
mét (predmétovd rovina). Pro¢ tomu tak je, miuzeme snadno nahlédnout pomoci
schematického nac¢rtku na obr. 4,11.
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Obr. 4,11 Optické zobrazovani z hlediska Fourierovy transformace

Amplitudu svételné viny f(z) vychézejici z pfedmétu v roviné z = 0 si pfed-
stavime rozlozenu do harmonickych prostorovych slozek vy, 15, 3, ...., tedy

f(x) =" A(v)exp(i2mzy;) (4.15)

(pro jednoduchost zde predpokladame, Ze rozklad obsahuje pouze diskretni frek-
ven¢ni slozky). Rovnice (4.15) nepopisuje nic jiného nez Fouriertiv rozklad funkce
f(z). Tato predstava je ekvivalentni tomu, Ze v roviné z = 0 mame superpozici op-
tickych ohybovych miizek s miizkovymi konstantami a; = 1/v;. Na kazdé z téchto
mrizek dochézi k ohybu zobrazujiciho svétla do thld ¢;, vyplyvajicich z miizkové
rovnice (4.14), kterd mé nyni tvar sinp; = kv, k = +1,2,3,.... Pod témito



uhly se pak §ifi prakticky rovinné vlny, t.j. jednotlivé fourierovské slozky ampli-
tudy f(z) - viz obr. 4,11. Je ziejmé, Ze podle zakont geometrické optiky dochézi
k fokusaci vSech slozek v zadni ohniskové roviné ¢ocky. Amplitudy jednotlivych
svételnych ,,bodi“ v této roviné jsou tedy ameérné difrakénim tacinnostem prislus-
nych ohybovych miizek, tedy amplituddm A(v;) v rovnici (4.15). Jinymi slovy,
rozlozeni amplitud v zadni ohniskové roviné je imérné Fourierové transformaci
amplitudy f(z), kterd se nachdzi v pfedmétové roving.!

Je velmi dilezité si uvédomit, ze ¢ocka vytvari Fourierovu transformaci pred-
métu vZdy ve své ohniskové roviné (nezdvisle na poloze predmétu vzhledem k cocce),
na rozdil od geometrického obrazu predmeétu, jehoZ poloha se Tidi cockovou rov-
nici. To je ndzorné demonstrovano na obr. 4,11.

Specialni ptipad, vyhodny pro studium optické Fourierovy transformace a
prostorovou filtraci, je ukdzan na obr. 4,12. Jde o dvoucockovy systém. Predmét
je umistén vlevo v pfedmétové roviné prvni ¢ocky, geometricky obraz se vytvari
vpravo v obrazové roviné druhé ¢ocky. Jestlize ohniskové vzdalenosti obou ¢ocek
jsou totozné, je pricné zvétseni systému rovno -1 a geometricky obraz je prevra-
cenou replikou predmétu. To vyplyva ihned z chodu paprski na obr. 4,12.
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Obr. 4,12 Dvoucockovy zobrazovaci systém 4-f

Z hlediska fourierovské optiky takovy systém predstavuje kaskadu dvou sub-
systému realizujicich Fourierovu transformaci. Prvni subsystém vytvari, jak jsme
si prave vysvétlili, pfimou Fourierovu transformaci v ohniskové roviné prvni ¢ocky
(zvané téz Fourierova rovina). Druhy subsystém (mezi Fourierovou rovinou a ob-
razovou rovinou systému) provadi inverzni Fourierovu transformaci, jak mizeme
ihned usoudit ze zdménnosti chodu svételnych paprskii. Vysledkem je tedy obraz,
ktery je presnou replikou predmétu.

Diskutovany dvoucockovy zobrazovaci systém se nazyva systém 4-f ¢i kohe-
rentni opticky procesor. Jeho pouziti jako prostorového filtru je nazorné ukézano
na obr. 4,13, a to pro (realitu lépe vystihujici) pfipad, kdy amplituda svételné

1Jde pochopitelné o znaéné zjednoduseny vyklad. Exaktni odvozeni lze nalézt napt. v [I-6].



viny f(x,y) je funkci dvou proménnych. Jak vyplyva z vyse uvedené analogie
s difrakci na optickych mtizkach, kazdému ,bodu“ ve Fourierové roviné odpovida
jedna prostorova frekvence. Vlozime-li do Fourierovy roviny vhodnou masku (t.j.
nepropustné stinitko s definované rozloZzenymi otvory), kterd bude nékteré pro-
storové frekvence blokovat a jiné propoustét, dostaneme v obrazové roviné obraz
s amplitudou ¢(z,y), ktera bude filtrovanou verzi pfedmétové amplitudy f(z,y).
Touto optickou prostorovou frekvencni filtraci mizeme selektivné potlacit ¢i zcela
eliminovat nékteré rysy geometrického obrazu, zménit kontrast apod.
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Obr. 4,13 Systém 4-f (koherentni opticky procesor) pro studium optické Fourie-
rovy treansformace

Poznamenejme, Ze podobného cile 1ze dosahnout i se systémem, ktery by se dal
nazvat 2f; — 2f, (t.j. teleskopicky systém dvou cocek s rozdilnymi ohniskovymi
vzdélenostmi). Hlavnim rozdilem bude to, Ze vysledny obraz bude zvétseny ¢i
zmenSeny v poméru M = fo/ f;.

Déle jsou v tomto odstavci shrnuty matematické zaklady Fourierovy transfor-
mace a uvedeny nékteré jeji vlastnosti. Kromé toho jsou pro ¢tenarovo pohodli
uvedeny nékteré piiklady jednorozmérné a dvourozmérné Fourierovy transfor-
mace, které maji vztah k iloze 4.7 Koherentni opticky procesor.

0.0.1 Matematicka formulace Fourierovy transformace

Jednorozmérnou Fourierovou transformaci komplexni funkce g(x) nazveme funkei:

Flg} = /O:o g(x) exp (—i2nz f) dx.

Inverzni jednorozmérnéd Fourierova transformace funkce G(f) je definovana jako
funkce :

FHGY= [ GUf) exp(iznaf) df.
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(kde stejné jako v celém dal$im textu 7 je imaginarni jednotka).

Dvourozmeérnou Fourierovou transformaci (Fourierovym spektrem) komplexni
funkce g(z,y) nazveme funkei:

Fleb= [ [ sley) exp(~izn(af. +yf,) dody.

Fourierova transformace je sama komplexni funkci dvou nezavislych proménnych
fz a f, které nazyvame frekvence. Podobné inverzni Fourierova transformace
funkce G(f,, f,) je definovana jako funkce:

FUGY= [T [ G fy) exp@2n(af + yf,) dfedl.

Vlastnosti Fourierovy transformace

Nasledujici vlastnosti plati jak pro jednorozmeérnou, tak pro dvourozmérnou
Fourierovu transformaci. Zde budou vysloveny pro dvourozmérnou Fourierovu
transformaci.

Nech. a, 5 € C a g(z,y), h(z,y) jsou komplexni funkce a F {g(z,y)}=G(fz, fy)
a F{h(x,y)}=H(f,, f,). Potom plati:

1. Linearita

F{ag + ph} = aF{g} + 6F{h}.

2. Podobnostni teorém
fo f
Flator. ) = 6 (L %),

3. Posunovaci teorém
Flglz —a,y — B)} = G(fa, fy) exp [—i27(for + [, 8)] -
4. Fouriertuv integralni teorém
FF gy}t =F ' Flgl,y)} = gl@.y).
5. Dvojita Fourierova transformace
FF{g(z,y)} = (=2, —y).
6. Transformace konvoluce

Fig(z,y) *h(z,y)} = G(fe, f)B(fa; f),

a také

Flg(r,y)h(r,y)} = G(=fo, = [y H(=fo, = f)-



7. Transformace komplexné sdruzené funkce
e (2, y)} = G (= fas = fy)-
8. Transformace realné funkce

Nech. g(z,y) je redlné funkce . Potom
G(fxa fy) = G*(_fx7 _fy)'

9. Parsevaliv teorém

| ey = [ [ G £ dEeds,

10. Regularni linearni transformace proménnych
Nech. funkce g, h spolu souvisi vztahem
h(z,y) = 7g(an + a2y + by, ag1x + azy + by),

kdet€C, aq;cRi,7=120cRi=1,2.

v a1l a2
Oznacme A = < > )

Q21 A22

Oznac¢me dale det A = A. Nech. A # 0. Oznacme jesté

A, = bi an A, = air by
by as as by
a Ay =%, Aoy = 32, Ap = =3, Axp = 4. Potom
T
Fine.)) = 5o |in (65 + 5] G (i + fdo fotr 4 1)

11. Transformace derivace

Nech. existuje Fourierova transformace parcialnich derivaci funkce g(x,y).

Potom

i ag(@a; Wy _iorf,G(f ),
podobné

f{agg;y) }=i2mf,G(fs. ).

Ve zbytku odstavce jsou graficky zobrazeny vybrané priklady jednorozmérné a
dvourozmérné Fourierovy transformace.



Jednorozmérna Fourierova transformace

Funkce Fourierova transformace
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Obr. 4,14 Funkce rect(z) a jeji Fourierova transformace
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Obr. 4,15 0-funkce a jeji Fourierova transformace
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Obr. 4,16 Funkce comb(x) a jeji Fourierova transformace
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Obr. 4,17 Funkce A(x) a jeji Fourierova transformace

Dvourozmérna Fourierova transformace

Funkce Fourierova transformace
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Obr. 4,18 Funkce rect(x)rect(y) a jeji Fourierova transformace
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Obr. 4,19 Funkce circ(r) a jeji Fourierova transformace

Svislé ¢ary

flz,y) = [rect (Z) comb <:2)] rect (2;[) rect <2ib) ,

kde A = 2mb a B = 2nb je vodorovny a svisly rozmér diapozitivu.

o0

F{f(z,y)} = 4mnab’sinc(2nbf,) Y sinc

j=—o0

Obr. 4,20 je zakreslen proa =1,b=2, n=m = 2.
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Obr. 4,20 Svislé cary a jejich Fourierova transformace
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kde A = 2mb a B = 2nd je vodorovny a svisly rozmér diapozitivu.
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Obr. 4,21 je zakreslen m =n =10, a =c=0.03, b =d =0.1.
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Obr. 4,21 Sit a jeji Fourierova transformace



