
Určeńı struktury krystalické látky z práškového rtg.difrakčńıho
záznamu

V této úloze si vyzkouš́ıte vyřešeńı krystalové struktury jednoduché anorganické látky z
práškového difrakčńıho záznamu. Seznámı́te se se základńımi kroky řešeńı struktury i s některými
jej́ımi úskaĺımi.

Zopakujte si, prośım, tyto pojmy:

• Krystal, definice krystalu jako translačně symetrického objektu Jak je definován?

• Mř́ıžka a hmotná báze

• Reciproká mř́ıžka

• Difrakčńı podmı́nky

• Strukturńı faktor

• Prášková rtg. difrakce

• Indexace rtg. záznamu

1 Pojem struktury krystalické látky

Pod pojmem krystalická látka rozumı́me látku, ve které jsou atomy pravidelně uspořádány
do periodické struktury. Základńı motiv (perioda), která se v krystalu opakuje ve všech třech
rozměrech se nazývá základńı neboli elementárńı buňka. Polohu každé daľśı elementárńı buňky
můžeme popsat pomoćı vztahu

~R = i~a + j~b + k~c, (1)

kde i, j, k jsou celá č́ısla a ~a,~b,~c jsou mř́ı̌zové vektory základńı buňky. Vztah 1 popisuje translaci
elementárńı buňky v prostoru, proto označujeme krystal jako translačně symetrický.

Mř́ı̌zka, resp. tvar a velikost elementárńı buňky, nemůže být libovolná. Lze ukázat, že v
tř́ırozměrném prostoru existuje jenom 14 typ̊u mř́ıžek, které vyhovuj́ı podmı́nce periodicity
krystalu. Tyto mř́ıžky odvodil francouzský matematik Auguste Bravais (1811–1863) a jsou zob-
razeny na obr.1. Struktura však neńı určena jen mř́ıžkou. Je třeba ji zaplnit atomy, tzv. hmotnou
baźı. Uspořádáńı atomů v mř́ıžce nemůže být libovolné, muśı splňovat určité podmı́nky symet-
rie, které jsou částečně dány i symetríı (tj. tvarem) elementárńı buňky. Lze ukázat, že takových
zp̊usob̊u jak umı́stit atomy do 14 Bravaisových mř́ıž́ı je právě 230. Každý z těchto zp̊usob̊u
splňuje určité prvky symetrie (rotačńı osa, rovina zrcadleńı, inverze,...), které tvoř́ı grupu. Tyto
grupy se označuj́ı jako prostorové a jejich popis lze naj́ıt v Krystalografických tabulkách [1]. V
těchto grupách jsou definovány ”povolené” polohy atomů v základńı buňce.

2 Difrakce na krystalu

Již v́ıme, že krystal je periodické uspořádáńı atomů. Pokud na krystal, tj. periodický objekt,
zasv́ıt́ıme zářeńım vhodné vlnové délky, můžeme za určitých podmı́nek pozorovat ohyb, tj.
difrakci, zářeńı. Podmı́nka vzniku difrakce zářeńı je dána Braggovým zákonem,

λ = 2d sin θ, (2)
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Obrázek 1: Bravaisovy mř́ıže.

Obrázek 2: K odvozeńı Braggovy rovnice.

kde λ je vlnová délka použitého zářeńı, d je tzv. mezirovinná vzdálenost a θ je Bragg̊uv úhel,
viz obrázek 2. Mezirovinná vzdálenost d je v př́ıpadě optické mř́ıžky rovna vzdálenosti vryp̊u.
U trojrozměrně periodického krystalu je jej́ı představa malinko složitěǰśı. Na obrázku 2 jsou
znázorněny tři pohledy na strukturu chloridu sodného NaCl z r̊uzných směr̊u. Vid́ıme, že atomy
jsou uspořádány jakoby v rovinách a právě periodicitu rozložeńı atomů pomoćı difrakce zářeńı
zkoumáme. Zálež́ı však na tom, z jakého směru se na krystal d́ıváme. Difrakce zářeńı na mř́ıžce
nám však nepodává informaci o vlastnostech (tj. struktuře) mř́ıžky př́ımo. Pozorujeme tzv.
difrakčńı obraz, který je také periodický a s p̊uvodńı mř́ıžkou je matematicky svázán Fouriérovou
transformaćı. V difrakčńım priodickém obrazu lze podobně jako v př́ımém prostoru definovat
jej́ı periodu, tzv. reciprokou mř́ı̌zku. Reciproká mř́ıžka je podobně jako př́ımá mř́ıžka translačně
symetrická a plat́ı tedy,

~Q = h~a∗ + k~b∗ + l ~c∗, (3)

kde h, k, l jsou celá č́ısla a ~a∗, ~b∗, ~c∗ jsou vektory reciproké mř́ıže. Lze snadno dokázat, viz. [2],
že difrakce nastává jen tehdy, je–li velikost difrakčńıho vektoru rovna vektoru reciproké mř́ıžky.
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Obrázek 3: Pohled na strukturu NaCl v r̊uzných směrech.

Difrakčńı vektor je definován jako rozd́ıl vlnových vektor̊u dopadaj́ıćıho a difraktovaného zářeńı.
V př́ıpadě strukturńı analýzy se jedná o rozptyl elastický, tj. délky vlnových vektor̊u se rozptylem
neměńı,

~Q = ~kf − ~ki, (4)

| ~kf | = |~ki| = 2π

λ
. (5)

Je–li tedy ~Q vektorem reciproké mř́ıžky můžeme pomoćı Braggova zákona vyjádřit podmı́nku
vzniku konstruktivńı interference zářeńı, tj. vzniku difrakce,

dhkl =
1
| ~Q| , (6)

kde h, k, a l jsou celá č́ısla, tzv. Millerovy indexy. Ty definuj́ı směr a velikost vektoru reciproké
mř́ıže (viz vztah 3) a zároveň v př́ımém prostoru určuj́ı orientaci meziatomové roviny, viz obr. 2.
Pro každou krystalografickou tř́ıdu lze odvodit vztah definuj́ıćı mezirovinnou vzdálenost rovin

Obrázek 4: Rovina s indexy hkl=010 v kubické (nalevo) a rovina 111 v monoklinické mř́ıžce.

s danými indexy hkl. Pro výpočet budeme potřebovat parametry př́ımé mř́ıže (délky stran
elementárńı buňky a, b, c a úhl̊u mezi nimi α, β a γ); např. pro kubickou látku dostáváme

1
d2

hkl

=
h2 + k2 + l2

a2
. (7)

Pro ostatńı krystalografické tř́ıdy jsou vztahy uvedeny v [2].
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2.1 Indexace difrakčńıho záznamu

V difrakčńım experimentu měř́ıme závislost intenzity difraktovaného zářeńı na difrakčńım úhlu
2θ, viz obr.2.1. Z poloh difrakčńıch maxim, které jsou dány Braggovou rovnićı (2) urč́ıme me-
zirovinou vzdálenost difraktuj́ıćıch rovin dhkl. Neznámé hodnoty Millerových index̊u hkl urč́ıme
pomoćı tzv. indexace záznamu. V úloze A19 jste si ji pro př́ıpad kubické látky vyzkoušeli ručně,
pro méně symetrické mř́ıže (tetragonálńı, hexagonálńı, ...) lze indexace také provést v́ıceméně
ručně, z časových d̊uvod̊u ji u této úlohy svěř́ıme indexovaćım programům [3]. Výstupem pro-
cesu indexace jsou mř́ıžové parametry elementárńı buňky. Vid́ıme, že z poloh difrakčńıch
maxim urč́ıme geometrii základńı buňky.

Obrázek 5: Rtg.difrakčńı záznam práškového vzorku.

3 Řešeńı struktury z práškového difrakčńıho záznamu

Pro zdárné vyřešeńı krystalové struktury z práškového záznamu je třeba splnit několik podmı́nek:

1. naměřit kvalitńı difrakčńı záznam, pokud možno jen jedné fáze

2. znát sumárńı chemický vzorec zkoumané látky

3. znát hustotu zkoumané látky

4. obrnit se trpělivost́ı

Splněńı nebo nesplněńı bodu jedna citelně ovlivńı výsledek našeho snažeńı. Pod pojmem kvalitńı
difrakčńı rozumı́me záznam, který má dostatečný odstup signál/šum a má co nejlepš́ı rozlǐseńı.
V př́ıpadě horš́ıho rozlǐseńı se mohou některá difrakčńı maxima překrývat nebo dokonce splývat.
Otázkou je také vhodná volba vlnové délky zářeńı a druh zářeńı (např. rtg.zářeńı nebo neutro-
nové svazky). Na kvalitu difrakčńıho záznamu má vliv také kvalita vzorku samotného (homoge-
nita, velikosti difraktuj́ıćıch oblast́ı a pod.). Daľśı dva body potřebujeme znát pokud možno co
nejpřesněji, nebot’ s jejich znalost́ı urč́ıme kolik strukturńıch jednotek je obsaženo v elementárńı
buňce. Znalost tohoto č́ısla nám může pomoci přesněji určit prostorovou grupu, tj. umı́stěńı
hmotné báze v základńı buňce. Posledńı bod je také velmi d̊uležitý – jak se sami přesvědč́ıte,
při řešeńı krystalové struktury je třeba trpělivosti a pečlivosti.
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3.1 Strukturńı faktor

Z poloh difrakčńıch maxim už známe geometrii základńı buňky a k jednotlivým difrakćım máme
přǐrazené Millerovy indexy. Z hustoty, sumárńıho chemického vzorce a z objemu elementárńı
buňky urč́ıme počet strukturńıch jednotek v mř́ıžce. Např. pro sloučeninu NaCl vyjde počet
jednotek v mř́ıžce z = 4, tj. v mř́ıžce jsou 4 atomy sod́ıku a 4 atomy chloru.

Intenzita difraktovaného zářeńı záviśı na mnoha parametrech (použitá vlnová délka, ozářená
plocha, absorpce vzorku,...). Pouze jediný však popisuje strukturu, tj. i hmotnou bázi. Tento
parameter se nazývá strukturńı faktor a je definován (vztah je pro difrakci rtg. zářeńı)1.

Fhkl =
n∑

j=1

fje−i~q.~ri , (8)

kde fj je tzv. atomový rozptylový faktor a v př́ıpadě elmag. zářeńı jej můžeme v prvńı aproximaci
nahradit počtem elektron̊u j–tého atomu/iontu, ~q je difrakčńı vektor definovaný pomoćı index̊u
hkl (viz 3) a ~rj je polohový vektor j–tého atomu. Sč́ıtáńı prob́ıhá přes všechny symetricky
neekvivalentńı polohy atomů. Jednoduchou úpravou vztahu 8 – dosad́ıme za vektor ~q vztah 3,
polohu j–tého atomu v elementárńı mř́ıžce vyjádř́ıme pomoćı zlomkových souřadnic xj , yj , zj

jako ~rj = xj~a + yj
~b + zj~c – dostaneme

Fhkl =
n∑

j=1

fje−2πi(hxj+kyj+lzj). (9)

Vztahy 8-9 popisuj́ı strukturńı faktor jako součet vln rozptýlených na jednotlivých atomech.
Jak už znáte z úlohy A19, může za určitých podmı́nek být Fhkl = 0. Nastane–li takový př́ıpad
je i intenzita difraktovaného zářeńı rovna nule a hovoř́ıme o systematickém vyhaśınáńı difrakćı.
Podmı́nky vyhaśınáńı jsou dány polohami atomů v základńı buňce. A už v́ıme, že rozložeńı atomů
v elementárńı buňce může být provedeno jen 230 možnými zp̊usoby (prostorovými grupami).
Existence systematických vyhaśınaćıch pravidel (např. pro fcc mř́ıžku budeme pozorovat jen
difrakce, kde h,k,l jsou bud’ všecha sudá nebo lichá, difrakce se smı́̌senými indexy – 123, 100, ... –
nebudeme pozorovat) pomáhá při určeńı prostorové grupy krystalové struktury. Dı́ky vyhaśıńım
můžeme určit prvky symetrie př́ıtomné v mř́ıžce.

Vztah 8 definuje strukturńı faktor jako Fouriérovu transformaci rozložeńı elektron̊u v ele-
mentárńı mř́ıžce. Známe–li rozložeńı atomů v základńı buňce, neńı složité určit hodnotu struk-
turńıho faktoru. Je možné řešit i opačnou úlohu – ze znalosti Fhkl určit hmotnou bázi.

Bohužel, v difrakčńım experimentu nepozorujeme amplitudu rozptýleného zářeńı, která je
př́ımo úměrná Fhkl, ale intenzitu

Ihkl ≈ |Fhkl|2, (10)

ztráćıme tedy informaci o fázi difraktované vlny a nemůžeme strukturu vyřešit jednoduše zpětnou
Fouriérovou transformaćı naměřené intenzity. Tomu se ř́ıká fázový problém strukturńı analýzy a
poněkud stěžuje určeńı kystalové stuktury z difrakčńıch záznamů.

3.2 Metoda těžkého atomu, Pattersonova funkce

Fázový problém se zdá být neřešitelný. Pokud ovšem máme sloučeninu, ve které je jeden
atom výrazně těžš́ı, máme částečně vyhráno. Např. ve sloučenině PbCl2 bude výrazněǰśı signál
rozptýleného zářeńı od atomů olova, které maj́ı v neutrálńım stavu 82 elektron̊u, než od atomů
chloru, který maj́ı elektron̊u jen sedmnáct. V takovémto př́ıpadě můžeme použ́ıt tzv. metodu
těžkého atomu. Ta je založena na konstrukci Pattersonovy funkce. Ukažme si použit́ı metody

1V př́ıpadě použit́ı neutron̊u se atomový rozptylový faktor nahrad́ı tzv. rozptylovou délkou bi
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těžkého atomu na modelovém př́ıkladě, pro jednoduchost se omezme na jednu dimenzi. Pattter-
sonovu funkci urč́ıme jako autokorelačńı funkci elektronové hustoty (viz [2], str. 301),

P (x) =
1
a

∫ a

0
ρ(x′)ρ(x′ − x)dx′, (11)

kde elektronovou hustotu ρ(x) vyjádř́ıme pomoćı strukturńıho faktoru2

ρ(x) =
1
a

∑
n

Fne−2πin x
a . (12)

a zde znač́ı mř́ıžovou konstantu lineárńı mř́ıžky. Po dosazeńı za ρ(x) do vztahu (11) dostaneme

P (x) =
1
a2

∑
m

|Fm|2 cos
(

2πm
x

a

)
. (13)

Pro tř́ırozměrný krystal dostaneme analogicky

P (x, y, z) =
1

V 2

∑

h

∑

k

∑

l

|Fhkl|2 cos (2π(hx + ky + lz)) , (14)

kde x, y a z jsou tzv. zlomkové souřadnice poloh atomů v mř́ıžce. Pattersonovu funkci dostaneme
aplikaćı kosinové Fouriérovy transformace na změřené intenzity. Jej́ım výsledkem neńı źıskáńı
poloh těžkých atomů, na to nám chyb́ı informace o fázi rozptýlené vlny. Źıskáme však informaci
o vzdálenostech mezi atomy v mř́ıžce – to plyne př́ımo z fyzikálńıho významu autokorelačńı
funkce (11). Lze předpokládat, že pro vzdálenosti ostatńıch atomů od těžkých, dostaneme větš́ı
amplitudu Pattersonovy funkce. Metoda těžkého atomu nám může pomoci omezit výběr poloh,
ve kterých se může daný atom v mř́ıžce nacházet. V př́ıpadě složitějč́ıch struktur s mnoha atomy
v elementárńı buňce může být Pattersonova funkce poněkud nepřehledná a nalezeńı vhodné
polohy težkého atomu obt́ıžné.

Posledńı, co jsme zat́ım v tichosti přešli, je určeńı |Fhkl|2 z intenzit difrakčńıch liníı. Vztah
pro intentizu difraktového zářeńı pro difrakci hkl je dán vztahem

Ihkl = I0

(
e2

4πε0mc2

)2

|Fhkl|2 λ3

V 2
P (θ)Vs, (15)

kde V je objem elementárńı buňky, Vs je objem vzorku ozářený během experimentu a P (θ) je
polarizačńı faktor použitého zářeńı. Kromě strukturńıho faktoru jsou všechno ostatńı faktory,
které známe nebo urč́ıme z experimentálńıch podmı́nek. Běžně se extrakce |Fhkl|2 prováńı bez-
strukturńı Rietveldovou metodou, tzv. LeBailovým fitováńım. Rietveldově metodě bude věnován
následuj́ıćı odstavec. V př́ıpadě LeBailova fitu omeźıme strukturńı model na prostorovou grupu
(stač́ı nejobecněǰśı v dané krystalové tř́ıdě) a mř́ıžové parametry. Přesnou prostorovou grupu
poté urč́ıme z vyhaśınaćıch pravidel, které odvod́ıme ze źıskaných |Fhkl|2.

3.3 Rietveldova metoda vypřesňováńı strukturńıho modelu

Protože známe vztah mezi strukturou a intenzitou difraktovaného zářeńı (15) můžeme pomoćı
metody nejmenš́ıch čtverc̊u (nebo jiné minimalizačńı metody) nalézt takovou strukturu látky,
která se nejlépe shoduje s naměřeným difrakčńım záznamem.

Rietveldova metoda bohužel neumı́ vyřešit strukturu látky bez potřebných informaćı. Je
třeba zadat tzv. strukturńı model, který obsahuje

2Strukturńı faktor je Fouriérovým obrazem rozložeńı elektronové hustoty, zde použijeme inverzńı transformaci

6



• mř́ıžové parametry a, b, c, α, β, γ

• prostorovou grupu

• polohy atomů v mř́ıžce

• vlnovou délku (délky) a typ použitého zářeńı

• parametry experimentu – např. použit́ı monochromátoru apod.

Poté postupně upřesňujeme strukturu t́ım, že fitujeme strukturńı model na naměřený záznam.
V př́ıpadě použit́ı metody těžkého atomu bychom nejdř́ıve zadali strukturńı model omezený

jen na těžký atom (Pb v př́ıpadě PbCl2). Poté bychom porovnali hodnoty naměřených struk-
turńıch faktor̊u s vypočtenými a těchto tzv. rozd́ılových map určili polohu/polohy daľśıch atomů,
atd.

Výpočet ukonč́ıme, až se bude – v rámci fyzikálńı reality – shodovat naměřený difrakčńı
záznam s modelovaným.
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