Optimalni (statisticka) interpolace

* Interpolace v 2D
Oznaceni:
5 namérena data

predbézne pole

vysledek objektivni analyzy

B
P
A
T skuteCnost (pravda)

Odchylky od skutecnosti:

b=B-T ... odchylka méteni
p=P-T ... odchylka ptfedbéZzn¢ho pole
a=A-T ... odchylka analyzy

n

: u, ... prumér pies velky pocet dat n
1 = o 7 . 4

Sttedni kvadraticka chyba a relativni kvadraticka chyba:

Eb =<b2>1/2 B=Db/Eb €b = Eb/Ep



Predpoklady:

* EP je konstantni, tj. nezavisi na mist¢

* nejsou systematické chyby, (Ize odstranit odectenim)
Tzn., Ze pro chyby u, v plati:
<u>=0 a <v>=0

cov(u, V) :%zn (u, - < Vi‘ <v>)= ﬁf L Vi
1= 1

=

kovariance = skalarni sou¢in

* feSeni je v linearnim tvaru:

Ak = Pt ik(Bi - Pi)
1=1



Odvozeni optimalni interpolace:

A =Pt ik(Bi - P)
1=1

1 ... mista méfeni

.. poCet méteni

.. misto analyzy

k ... (nezname) vahy

s A~ B

A -T =P -T# zn((Bi -T)- (P -T))
1=1

n

= Pit ik(bi - D)

1=1

a dy _ pk _ P;
S £ REL L

n

EPM (B - E™N )

1:1

k=Mt ik(Bisib_ M)
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Vyjadieni chyby:

n
_ b
akgi =t ik(Bigi -NY)
=1

OI minimalizuje chybu: (@

2
a a\ = ¢ ik :
<ak8kakek>— 0 U*- min

(Sli)zz En K f IZHI Wik(Big? sl i)@2 -
- 14 2211 w0 .8)e - (] )+

¥ an Z:[Wikwjk(<n M j>+ 8?<BiBj>8? B 8?<Bin j>_ <ﬂ iBj>8?)]



[e2)2= 1+ 25 w, [(n B)et- (0,0 )+
-
t ZIZI[Wiijk(<n il j>+ 8?<B1Bj>8?_ 8?<Bin j>_ <ﬂ iBj>8]j3)]

Oznaceni:
wk = { wik }, 1=1,...n
hk = { <MklMi> + <TlkBi>e¢€ib }, i=1,....n,

M= {<TIlillj > + €ib <Bifj>¢b + &b <PBillj> - gb<Mifi>}, i=l,...,n, j=1,
... 11

2] = 1- 24, + wiMw,

Minimalizace chyby:

0(2:0 —p W, {M 'h, ——— MW h,

dw,

Chyba: (ei)z = 1- h,"Niih, = 1- h,"w,




Vyjadreni korelaci chyb

* korelace - chyba predbézného pole x chyba méteni
<MNkBi>=0 [O
hk = { <TlklM1>}, i=1,...,n,

* korelace — chyba métfeni x chyba méfeni
<Bifj>=0 pro i# ],
<[if3j >=(€ib)2 pro i=]j
M= {<Tlllj>}+(eib)2 I, 1i=1,....,n, j=1,...n



Realizace OI

Modelovani statistickych vztahu:
1. Jakurcit <TI1illj>?

2. Existuyje M-1?

3. Jak urcit €1b ?

Algoritmus vypoctu:
1. Jaky algoritmus vypoctu pouzit ?

2. Coto je ,,super-observations® ?



1. Jak urcit <[Iillj > ?

<” il j>EfE? -
(- TP - T)))-

([(P,- B))- (T, - BYII(P; - B))- (ua]B)]) =

(P~ B))(P;~ B))- (T,~ B))(P,- B))~ (P,- B,)(T,- B))+ (T, - B)(T;- B)))=
(

(P, - Bi)(Pj - Bj)>

(M ,)= (- BYP - B))/EE! pro i#j



-17?
istuje M
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Y

b)

d)




0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

-0.1
-0.2
-0.3

Analyticke vyjadreni korelacnich zavislosti - p(r)

— exp(-0.5*(r/L)**2)
— exp(-0.5*(r/L))
— (1+x/L)*exp(-0.5(r/L))

—— (cos(c*x) + sin{c*x)/(L*c))*exp(-x/L) |

L=100, ¢=0.02

200 250 300 350 400

r




3. Jak urcit €ib ?

Kovariance

Vzdalenost

P e T U

| ~—— ~—— ~_—— ~——

——




Jaky algoritmus vypoctu pouzit ?

n
L = z i = W,.q Wy @_lhk

1=1
I.k - hlf@q = hlfs ”

kde s=[Ml'q i MBJq

Algoritmus:

Oznacent:
n
A= Pt ik(Bi - P)
i=1
n

(Ak B Pk)/EE - E’Vik(Bi -P)/E

=1

I = (A k)/EE

q; = (i)/Ef

p
k

1. Sestavi se: M (zavisi na poloze stanic, nezavisi na uzlu)

Vypocte se q

> » D

r, Es A, = r, EP

Vyftesi se soustava rovnic, tj. vypocte se s :

M q

Pro uzlové body, k, se vypocte: hk, rk, Ak, @}




Vybér namérenych dat:

Rozdéleni oblasti na podoblasti s prekrytim




Vybér namérenych dat: rozdéleni oblasti na podoblasti

@) 0] @) O] O]
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“Super observations”

Pokud je n€kolik méteni blizko u sebe, potom korelace chyb
piredbéZného pole mezi misty odpovidajicimi témto méfenim jsou blizko
1 J -
<” il j> 'ri,j) = 1
pro r~0 .

Proto prvky matice M jsou mi,j ~ I a mohou vést k tomu, Ze matice M
je temer singularni.

Co s tim?

Blizka data se spoji do jednoho méteni

Upravi se presnost meéreni

Pouzije se jedno méteni v OI



Spojeni “Super observations”

* Mgéfeni Bk, k=1,...,n
* Chyba méfeni ok , k=1,...n

A=aB + 4+ ..+ a,B, a, +a, a =1

E[(A— T)2] - E[(alBl ta,B,+..ta B -T)
E|la,(B,- T)+ Bz “T)+ .+ a,(B, - T))

Ella,B,- D)5+ E[fa, B, - 1))’

¢ .+ Elaa (B,- T)(B,- T)




Spojeni dvou méreni

Zadani problému:

* Jsou dana dvé méfeni teploty v jenom misté¢  T1, T2
° TI=Tt+el

* T2=Tt+e2

* €1, €2 ... chyba méfeni:

E(el2)=012, E(£22)=022, ... velikostchyby

E(el)=0, E(e2)=0, ... neni systematické chyba

E(ele2)=0 ... nezavislé chyby

Jak odhadnout spravnou teplotu Tt (Ta ... odhad) ?



Vychozi predpoklady:
* Linearni kombinace
T, = a a,T,
* Bez systematické chyby (T1, T2 nemaji systematickou chybu)

a1+=1

* Minimalizace kvadraticke chyby

- Rl - )+ 0,(1,- 1)

Gi = E[(Ta B ’Tt)2



Nalezeni optimalnich vah:

Fa)= 02 BT, - 7= §R(T, - T)+ a- a1, - T))}] —— min

ReSeni:

1 1
Chyba odhadu: — - + —
a vl



Vytvoreni vertikalniho profilu z prizemnich méreni

Podminka: vertikalni hodnoty jsou nezavislé na predbézném poli

* Dano:
P1, P2 ... pfedbézné pole
B1 ... namérena hodnota

*  Ukol:
Vypotitat A2 (analyzovana hodnota) tak, aby:
<a2l12>=0

Potom B2 = A2 a Ize B2 pouzit pti OI hladiny P2.

Resent:

g =+ ik(BiSib -15) za podminky: <ak: 0
1=1



<aksi|'| k>: <|'| |l k>+ @Wik(ﬁig? =N k>: 0

1+ fl Wik< ig?n k>_ Wik<|-| ! i>:

ol

1- f w,(M,0,)=0 tj. podminka:

1

Podminéna minimalizace:

6(w)=1- 2w'h, + wI Mg} 2A(wih, - 1) @ - min

= & [
M  hildw( [hQ
a

olel [~ [0, [
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Eps=0 R=500 Eps=0.1 R=700
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3D objektivni analyza

Korela¢ni funkce

Data

< >={(Ax,Ay,Az) = {(1,Az)

< >=1{{(r)g(Az) aproximace

TEMP (vertikalni sondaz)
2D OA — po hladinach
SYNOP (pozemni méfeni)
vypocte se umély profil (super-observation)
2D OA — po hladinach
TOVS (vertikalni profily z druZicovych méfeni)
problém — korelované chyby



Iteracni metoda konvergujici k OI

Metoda OI:

n
-1 _ \ _
Wy @ hk Ak - Pk * ik(Bi Pi)
1=1
[teracni metoda vypoctu inverzni matice:

M ! = Ql{ MQI} -1 Ql{ I- MQI” -1 Ql{ I- R} -1 ,
kde R=1oMQ!

Volba Q:
* Q je diagondlni: Q ii} i :[E‘mij
* Qje zvoleno tak, aby: ‘p (@( 1 i

* potom:

(- R)"=1+|R} R+ R* + .. —— M':Q]) R



M= Q m R’
@1y,

Algoritmus:

d, {.8]- P
d;= df,qRd,,
A, = PJsd 'd. b,

Vlastnosti metody:

* [teracni metoda

* Stac¢i maly pocet iteraci (3 az 10 obvykle staci)

* Ekonomicka metoda

* OI neni optimalni, proto neni tfeba mnoho iteraci



1792

1536

1280

1024

768

5121

5\3 =
256 | et
( Aw: /
0 L | | | | | [
0 256 512 768 1024 1280 1536 1792 2048 2304 2560 2816
Iter =5
2560

2304

2048

1792 =

1536

1280

1024

768

512

256

1792

1536

1280

1024

768

512

256

2560

2304

2048

1792

1536

1280

1024 =

768

512

256

0 -

12

1 1
80 1536 1792 2048 23

| N
04 2560 2816

Ol iterace
R=500
Eps=0.1
Alfa=0.5



Iter=10
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Kriging — metoda 1

Predpoklad metody kriging: neni odhad predbézného pole P
Odvozeni jako pro OI za predpokladu:

1. Ay @N B,
2. Z foud= 1
3. P = @Vikpi
A =Pt ik(Bi - P)
i1

A= T =P -T+ f@k((Bl -T)- (B -T))

(82)2 = 1+4 2211 Wik(<n kBi>8? - <n ] i>)+

szn[ WikWik (< N 3)+ el (BBy)e - el (BN ;)= (N B;)e )}”“HX (Wlk‘l)H




Minimalizace funkcionalu:

J(w,1)= 1+ 25 wh, + 2AY (w. - 1
(W,A)= 1+ ZW 2@me+ Eizl(w1 )@

=1 j=1

Redeni:
0J(W,X):O

0
0 J(WsK) _

0 A
Imy, m,, 100w, 0 [h,[
[] a0 o o0 [
0 - DD O- 0" [
0m,, . m, 00w 0 [Oh [
] 00.°0 0.0
g1 1 OggAp ol



Kriging — metoda 2

Predpoklady: N
*  Analyzovand hodnota A je linedrni kombinaci naméfenych A= pv;B;
i=1

N
hodnot: 1= @Wi
1=1

*  Vahy jsou normalizované

Oznaceni:
« chyba v bodé k: r = -

T,
o v , 1 N N
* prumerna chyba: m = I~ r Z (A, -T)
=1 \ =1

* smeérodatna odchylka chyby d:



Vypocet vah wij v bodé x0 :
* minimalizace dR2
N
* podminka normalizace vah: |-
b

Minimalizace ®R2 (oznaceni z geofyzikalnich véd):

N

N
62+z

1=1 J=1

Ok

N N
w,w.C - 2iCi’O + 24 Ezl W, - IE - min

171

N
z w,CJfJu = C, Ci,j ... kovariance
J




Ordinary kriging — obycejny kriging:

1 N
Semivariogram: y(h) = x;-v)"  |x{adl=h
IN(E,
R
N(h)
KFizovy semivariogram: v, ,(h)= m Yol - x")(y: - y")
=1
N(h) N(h) N(h)
: _ C(h) = . .
Kovariance: C(h) = 2N(h) Z X }eq 2N2(h) 121 iZlyl

Variance: e

Semivariance: y(h) = 0.5[€J0)- C(h)



D'Y(hu) y(hy,) . IDDW1D D'Y(hlp)D
DY(hzl) y(h,,) .‘DD 2D Dy(th)u

0 . I |
] DD 0 0O ]
n 1 | . O0pgpApg o 1

Vypocet variogramu:
Data: xi,vyi i=1,...,,n tj. celkem n*(n-1) dvojic




Vlastnosti metody kriging:

* Podobné OI - ,Optimalni interpolace s normovanymi
vahami"

* Neni potreba predbézné pole

« Casto se pouziva pro analyzu srazek

* Aktualni data i statistika pro vypocet statistické struktury



Optimalni (statisticka) interpolace pro vice proménnych (z,u,v)

Soucasneé se interpoluiji z, u, v

a,(2) = p(2)*+ w,,(b(z)~ p(2)) &, (b(w)- p(w))+ w},(b(v)~ p(v))
a,(u) = p, (W)t wy,(b(z) - p(2)) &, (b(u) - p(w)+ w, (b(v)- p(v))
a,(v)= p,(V)+ wi,(b(2)- p(2)) al]}, (b(w) - p(w))+ w1, [b(v)- p(v)] |
Oznaceni:

< >* - kovariance
vektorové oznaceni:

w(z)" = (fFwlwl) o7 = (pE) By .p(v)7) b = (bE)[Bu).b(v)T)

Y

(*)

a,(2) = p(z|tdw(z)" (b - p) (*)

Chyba:
(a(2?) = (pu(2?) + 2(p, (2w (A p)) + (W' (2)b- pllb- p]"w(z))



I
I
I
I
I

1

* Rovnice pro wzz , wzu , wzv

(p.pZ) + (b.0I) (p.pl) + (b.b]) <pzp3>:+<bzb3>zggw;g {pe2pl) ¢
<pupl>* ; <bubl>* <pupl>* . <bub3>* up3>* ' <bubI>EDW%D - H<pk(z)p3>*%
p,pI) + (0,bI) (pp]) + (b,6T) (pupl) + (byb]) TWE Yo, (2)pl)

Obdobné rovnice se sestavi pro wuz , wuu , Wuv a Wvz , WVU , WWV



Modelovani kovariance (korelace):

(p.pl) = E )= E(z") I I | ==

(p.pl) = EE,(bl}) - EE,(uT) (p.pY) = EEBlT) - EE(2v7)
(ppl) = EBll)= EF(wT)

Je treba vyjadrit nasledujici korelace:

c? @R GEEe @0 GEF? GEE

Modelovani kovariance/korelace:
* homogenni izotropni kovariance — zavisi pouze na vzdalenosti bod(

f(r) = (a(x,y)b(x[a]) = (a(@b(q+ 1)
* kovariance se modeluji pomoci hladkych funkci, potom:

e qBar )| radlan) | e ar )



1. Je treba vyjadrit:

s SN SN SRR %

2. Modeluji se kovariance (korelace):

<Zi@: ? (z]dF? (24 ? (U fou7 2

HelmholtzQv vztah: r
y ... proudova funkce us= - %Jr 29
X ... vektorovy potencial

B

? <uim: ?

<X i)ELE: ? <X i: ?



3. Jak vyjadrit vztah mezi kovariancemi (z, u, v) a (z, Y, X):

0
<.> je funkce r(x,y) 0_x<a(q+ r))

| dy 0 dy
-~ T = JouIf
. % 0 x Y o-= dy

<u1V2> - <u(X1’y1)V(X29Y2)> -
E_ v, , 0XIEE0X2+ WZE 3
dy, 0x,dy, [
awaw )\ oy aw\fowax\ | faxox,
dy 0x, 0x, 0x, dy dy, 0x 0y,

v oy v 0°
1 N b 'DL >/ 2 LlJlez
<0yl ax2> <0y( ) (Xz y)> a 10X2< )




.. proudova funkce

.. vektorovy potencial :
o . u = = % +

>*IE "F(r)
@ G(r)

Optimalni (statisticka) interpolace (z,u,v) (3)

elmholtzav vztah

= (x Wl = E,E H(r)
<L|JEL3 E,E I(r)

0 x Y ﬁﬁ 0y
Vztahy:

b ... charakteristicka délka F
bx ... charakteristicka délka G
G=F(r/a) a=byx/b

H=AF

[=uF

J=A*F

K=F

F(r) = exp(-0.512)

r = (vzdalenost/R)



Optimalni (statisticka) interpolace (z,u,v)

o
Vj> = = (- U)”zum(r)] - 020 N2 [F(r)] <Ziuj><uizj>
z ZF(r)

V4

(uu;)= -0 [Fol+ vo BF]+ 20 - v?)"?are [F) (u,u; Jau,u,)

(vivi)= A=A [FO]+ va J G o] - 200 - v*)"are[Fr) (vivi Jag] vivi)

(uv)= - e [Fm)]- va [ofsm]+ @ - v*)"2a A [F(o)] (uv, Ja]viu)

(zu;)= (1~ U)“zuil@r)] - 020 \°0 [F(r)] zv) p(viz;)
(2

(2

_ 0l (. j210 100 _ 010, (. 10130
IR et B s | I o8 et
S Sy 1T
Iy (100
= = E(y J)%aa_rg e E(XJ);d_rH

2 E2 2

v, E 2 - U + [~ - E2 + E2
V 5 v b2 FE A VX

v X

podil variance chyby predpovédi divergentni slozky vétru k celkové chybé



Optimalni (statisticka) interpolace (z,u,v)

c v=_0 ... korelace rotacni slozky vétru
e v=1 ... korelace nerotacni slozky vétru
* v=0 p=1 .. Gausslv model, geostroficka vazba

* v=05 a=1 .. <uivj>=0



172 3 4 5 % 7 § 9 10111271314 1516 17 18 19

12 3 4 5 § 7 & 9 101112 13 14 15 16 17 18 19

A\
172 3 4 85 % 7 § 9 1011121314 1516 17 18 19

v=05 A=0
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Korelace
u-u



Piedbézné pole OI3D, R=500, v =0, mi=1,
lam=0,lam*=0,eps = 0.2, 0.2, 0.2

2560 2560 , e
2304 2304 o L =N\ ~
2048 2048 P ke A - m ]
" 1oz T N R0 08 000
s T

1536 1536 +==3070
S

1280 1280

o -
i (AT
LA
L &

o
¥

1024 1024 308

768~

768 A
&
512¢ 512 ]
66‘635\

( : ! . 15
2565 LR e [ e ol e A B W
[0 gl )| TN e e IR DR AT L RN

0 ' 0 ) >
0 256 512 768 102412801536 1792 2048 2304 2560 2816 0 256 512 768 102412801536 1792 2048 2304 2560 2816

Geostroficka vazba



Ptedbézné pole
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OI3D, R=500, v =0, mi=1, OI3D, R=500, v =0, mi=0,
lam=0,lam*=0,eps = 0.2, 0.2, 0.2 lam=0,lam*=0,eps = 0.2, 0.2, 0.2

2560

AP oK DS e R 2560
7)) e A N S 2304
o NOWN

2304

2048 25 “% D s 3068 i
- / ‘ b N _: 7 & f
1792== 3088 1 aedTs 1792 ;
2 o T
NSy

1280

M6
s

—rr il _ <5 i\ 1280
: .g' "' A Z 0 *‘ﬂfi‘@;ﬁ »
I P e 1024
| stz A RNATYS
B LT S .
5]
\

\ N I a1 \%\L yed
o VAT N “k"“&’\ Y N ORI L R S

0 : : 0
0 256 512 768 102412801536 17922048 2304 2560 2816 0 256 512 768 102412801536 1792 2048 2304 2560 2816

1024

768

912+

256

QO
<A
0
I




OI3D, R=500, v =0, mi=1,

2560

lam=0,lam*=0,eps = 0.2, 0.2, 0.2
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0I3D, R=500, v =0.5, mi=1,
lam=0,lam*=0,eps = 0.2, 0.2, 0.2
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OI3D, R=500, Vv =0, mi=1, Korekéni metoda R=500, iter=3
lam=0,lam*=0,eps = 0.2, 0.2, 0.2
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