Variacni metoda - 3DVAR

Oznaceni:
* X - hodnoty analyzované veliCiny v uzlovych bodech
xi i=1,... NX

K - interpolacni operator: uzlové hodnoty = hodnoty na
stanicich

y = K(x)
y - interpolované hodnoty na stanicich

* XT - presné hodnoty v uzlovych bodech
* yO - namérene hodnoty na stanicich



Formulace variacniho probléemu

*  Bayeslv vztah:

- B

*  Formulace variacniho problému:
jevA: x=xT
jevB: y=yO

P(X= X;/y=yp)= P( Yo/X= Xp)P(X = Xp)



P(x=X;/y=yo)® P(BF yo/x= X)P(X = X1)

*  Oznaceni
PA(x) = P(x=xT / y=yO) - hustota pravdépodobnosti

* Jak vybrat x ?
Maximalni pravdépodobnost:  xA= X, PA(x) je maximalni

Primér (minimalni variance): :I@‘(X)dx
A



Formulace variacniho probléemu

P,(x) = P(y= yddk = x1) P(x= xq)

Nova informace  Apriorni znalost



Apriorni znalost

forme

Vlyjadreni PB pomoci Gaussova rozdéleni:
P,(x- x5) = exp[- 0Bk - x,) B (x- x;)]

B2 {(x- - x,)')



Vliv namérenych hodnot

P(y = yldx = x7)

P zavisi na:
* Chybé méreni
« Chybé interpolace (y a x jsou rlizné)



Chyba meéreni

yl ... presna hodnota
P(y=yo/y,=¥1)= PO ~¥1)= Po(¥o - ¥r1.X1)
Vlyjadreni PO pomoci Gaussova rozdéleni:

Py (y- yo)= exp[-0Bly - y,) O ' (y- yo)]

0= ((y- vy~ vo)")



Chyba interpolace

K ... interpolacni operator: uzly =——> stanice
Ye - E Xr)

Pokud K neni ptesny, pak  y.|&dy: a

P(y, = y;/x=X;)= PF - Ve) = Pe(y, - ¥e.X1)

Vlyjadreni PF:
P.(y-ye)= exp[-Ofafly - y.) ' F '(y- yp)]

F= ((y- K[ y- K(x;)")



Spojeni chyby méreni a chyby interpolace

Vlyjadreni pravdépodobnosti P(A):
P(A)-= J P@ B)P(B)db

B je jev: parametr ma hodnotu od b do b+db

P(y=yo/x= Xq)-=
[POy=yo/x=x; &y, = PP = ¥ /%= Xp)dy, =

I Po(Yo = ¥1) Pr (y, - y1)dy,



Definice hustot pravdépodobnosti PO, PB a PF:

Chyba predbézného pole:
P(x- x5)= exp[- 0@- x,) B (x- x3)
B: <(X' ’@X' XB)T>

Chyba méreni:
Po(y- yo)= exp[-0py - y5) O '(y- yo)I
0= ((y- Xy~ vo)")

Chyba operatoru K (forward operator):
Pe(y- yp) =~ exp[-Olally - yo) ' F '(y- yp)l
F= ((y- K&RYy- Kx,)")



Vyjadieni PA:
P,(x)= P(x=x;/y= Yo ) bR (Y= Yo /X = Xp)P(X = Xp)
P(x = XT)@JB(X_ Xp)

P(y=yo/Xx= Xq)=
I Po(Yo = ¥1)P: (}@ Yoy, =
exp[- 0.5(y, - YF)T(O'l' F)_I(YO - YF)]

P, (x) = exp[-0.5(y, - K(x)) (O + F)adly,, - K(x))- 0.5(x - x5) B™'(x - xp)]



Definice hustot pravdépodobnosti PO, PB a PF:

Chyba predbézného pole:
P(x- x5)= exp[- 0@- x,) B (x- x3)
B: <(X' ’@X' XB)T>

Chyba méreni:
Po(y- yo)= exp[-0py - y5) O '(y- yo)I
0= ((y- Xy~ vo)")

Chyba operatoru K (forward operator):
Pe(y- yp) =~ exp[-Olally - yo) ' F '(y- yp)l
F= ((y- K&RYy- Kx,)")



P, (x) = exp[-0.5(y, - K(x))" (O + F)aflo - K(x))- 0.5(x - x5)"B™'(x - x)]
}
J(x)= 0.5(x- XB)TB_I(X_ XB)+ ' Yo~ K(X))T(O+ F)_l(}’o - K(x)) + )

JB(x) JO(X)
B ... kovariance chyb predbézného pole
O+F=R ... kovariance chyb méreni (chyba méreni + chyba
reprezentativnosti)

JS(x) ... hlazeni



Metody reseni

J(x)= 0.5(x- x5) B'(x- xp)+ YO - K(x))' (O+ F) '(y, - K(x))

= K linearni
Maly pocet uzlovych bodd nebo namérenych dat
=>» soustava linearnich rovnic

Velky pocet ...
=>» iteraCni metoda minimalizace J(x)

= K nelinearni
=> iteraCni metoda minimalizace J(x)



I. Iteracni metoda VAR

Algoritmus:

a ... konstanta

X0 = xB
0J= B (x- xp)kd. R [K)- y,|

REER TR X

AR _
x VAR = x°©



II. Metoda bez inverze matice B - VAN

V= B'@- Xg)

J(x)= 0.5(x- x,) B7'(x- x)+ K(x))' (O+ F) (Yo~ K(x))=
0.5v'B'v+ O.S[K(Bv+ Xp)~ yO] ﬁK(Bv+ Xg)- yO

Algoritmus:
v’ = B . - Xg)
vi=0

0 J= B'{v+ K, "JlJK(Bv+ x,)- yo]]

=g enJd
XVAN:_I_BVOO



II1. Variacni analyza s pouzitim filtrt - VAF

= Rozmeér B ~ 1014
Nestaci pamet’
Je treba stale pocitat prvky matice B pri vypoctu
gradientu J

= Pouziti filtru
Predpoklad: ekvidistantni sit’

= Nasobeni vektoru matici — filtrace (prvky matice jsou vahy)

Matice B:  B={b,i= [N,j= L., N]

N
X, = bijxj
=1



Algoritmus

v'= 0

0 0= G"{v+ K, K (Gv + x,)- yo]}
vl = al J

x "N =[x+ Gv° G ... prostorovy filtr



B ... kovariancni matice chyb predbézného pole
: struktura: homogenni a izotropni
. tvar: Gaussova funkce

0 e 20 i=1,..N,j=1,..,N, N=nX*nY
b, = 0 cka]- Eiﬁ i
LOg oB ... std. odchylka chyby predbéZného

pole
Definice filtru:

X'@}X



IV. Nejlepsi linearni nestranny odhad — BLUE (Best

linear unbiased estimation)

Gradient [XJ se polozi 0

0.J=B"'(x-x,)+EJRK®X)- yo]= 0 K(x + dx) JR(x) + K dx
a resi se soustava linearnich rovnic:

B7'(x- xp)+ Kd®1[K(X)_ YO] =0
X, = Xyt [BKdTR'le 1BKdTR‘l{yO - K(x;))
X, = %, + BK,ROK R+ 1 [y, - K(x,)

X, = X+ BKdT{Kd@T " R}'l{yO - K(x,)



I.

Redeni:

I1.

Reden:

I11.

Reden:

XA - XB ¥ [ BKdTR_le t _1BKdTR_1{ YO - K(XB)]

{BKdTR_le tIx, = BKdTR_@+ I]XB ¥ BKdTR_I{ Yo~ K(XB)}

Dim: NxN (pocet uzlQ)
Xp = Xpt BKdTR_l[ Kd@TR_I ¥ I] _1[ Yo~ K(XB)]
K,BK, +R+ @: { Yo~ K(XB)} XA~ Xp @KdTR_lz

Dim: MxM (pocet stanic)

Xp = Xpt BKdT{ KdB ¥ R] -1[ Yo~ K(XB)}

{KdBKdT t R]{ Yo~ K(XB)} Xp~ X KdTZ
Dim: MxM

Odhad chyby:  E3 = ((x, - x;)(x, - x)" ) T8 BK,"| K,BK," + R} KB



Optimalni interpolace (kovariancni formulace)

O ... namérena hodnota
B ... predbézné pole

A ... analyza

T ... pravda

A; = B+ Zi,k(ok - Bk)
=N

(By - T,)= (Bi{d} = (O, - T,)= 0 Neni systematickd chyba

A-T,=B-T wi,k[(ok - Bk)]
<(Ai - Ti)2> - <EB1 - @gl Wi,k[(ok - Bk)] E2>

<(Ai B Ti)2> = <(Bi - Ti)2>+ 221 Wi,k<(0k B @Bi - Ti)>+ anzn Wlkwll )(O B )>

1



<(Ai _ Ti)2> : <(Bi ) Ti)2>+ 221 Wi’k<(ok ) @Bi ) Ti)>+ 21 Z: Wi,kWi,1<(Ok - Bk)(ol - B1)>
<(Ai - Ti)2 - min

i Wi,l<(0k B Bk)(ol - @: _<(Ok B Bk)(Bi - Ti)>

Uprava pravé strany:

- <(Ok - B)(B; - Ti)> - <(Ok - T)(B; - m <(Bk - T (B, - Ti)>: <(Bk - T (B, - Ti)>
Uprava levé strany:

<(Ok B Bk)(ol B B1)> = <(Ok B Tk)' (Bk - Tk)><(01 B Tl)' (Bl - T1)>:
= (0, - T)(O, - )+ (B, - T)(O, - |&f]+ (0, - TOB, - T))+ (B, - T)(B, - T)))-

- (B, - T)B,- T))+ (O, - T)©O,- T)))



Resi se soustava rovnic:

n

Zl W, (B, - TO®B, - T))+ (0, k&), - T.)) = (B, - T)(B, - T,))

=3
+
II_E
k
T
|

A; = B;t Zn Wi,k(ok k) = Bt WiT(O- B)
=3

1=
B
I3
=
>
:

X, T Xyt BKdT[ K, BK," + R] o] - K(xy)) <-- 3DVAR

A= Bi+BiT[E+2]_1[9_B] <-- OI



V. Variacni analyza ve fyzikalnim prostoru - PSAS

(IIL.)
X, = X, + BKdT[ K Bl + R]'l{ yo - K(x,))
(*)[ K BK," + R][ Vo - K(xp)} x, = o] BK,z

Reseni rovnice (*) minimalizaci funkcionalu J(z):

J(z) = O.SZT(KdBKd) z- 7' (y, - K xp)
Dim: MxM

* neni potreba invertovat matici

* misto toho se minimalizuje funkcional v prostoru méreni

* nasobeni matice * vektor je Casove narocné

* ekvivalentni jsou reseni (body minim), nikoli mezivysledky



Numerické reseni (K nelinearni) minimalizace funkcionalu:

R ... diagonalni

J(x)= 0.5(ys - K(x))"R ' (y, - Kfg + 0.5(x- x5)"'B'(x- x;) ~ min
Minimalizace Newtonovou iteracni metodou

x(k+ D)= fdh- @)

K, = kgdx(k))

x(k+ )= x(0)+{ B+ KIR'K,| BT (x, - x(0)+ KIR™(y, - K(x(k))



Iteracni metody:

a) korekcni metoda
W= BRR" Q= (K.
x(k+ D)= x(k)+ { B+ B'IBKER'IKd} '1{ B™'(x; - x(k))+ B'BK R '(y, - K(X(k)))} -

= x(0+ { B+ BWK [ B(x, - x(pkd Wiy, - Kex() -
= x(k)+ (I+ WK,)'BB (W(y, - K(x(k))+ (x - x(k)))

x(k+1)= x(k)+ Q'l(w_ K(x(k))+ (XB - x(k))) Newtonova Itel’aénI'
metoda
Q7= (W(yo - KR+ Qs - x(0)) 2= [x(k|pd) - x(x)) erpéuesr?ib

* V kazdé iteraci je treba resit soustavu s N rovnicemi
* Nelze v praxi realizovat

* Nemusi konvergovat

* Proto se pouzivaji zjednodusené postupy



Prakticka realizace minimalizace:

Aproximace Q :
* W ... vahy, dimenze NX x NY

- -1
Q=d Kd) * Q ... hustota dat, dimenze NX x NX
-1
Qukc = Eki 1 IE 4, 0 0 0 1
‘ 0 0
Vlastnosti aproximované Q: Q: ik q boUog
*  Q diagonalni & snadno se invertuje 0 =0
* i ... méfeni 50 0 0 qy 0
* k... uzel

Vlastnosti metody:

* Konverguje pomalu

Pro maly pocet iteraci je velka chyba pri extrapolaci (daleko od méreni)
gkk zavisi na uzlu, a proto dochazi k poruseni vztahli mezi soucasné
analyzovanymi veliCinami

Q normalizace pro uzly

Pro maly pocet iteraci Ize zanedbat (xB — x(k)). Jinak metoda konverguje
k mérenim a nebere v Uvahu xB



b) modifikovana korekcni metoda

x(k+ 1) = x(k)+ QW (yfa]K(x(})) + Q(x;, - x(k))

. Vlastnosti:
W= BH.R * W ... véhy, dimenze NX x NY
Q- (I W' * Q... hustota dat, dimenze NX x NX
d

* Q’...dimenze NY x NY

x(k+ 1) = x(k)+ WQ (y K (x (k) + Q(x5 - x(k)) (*)

Odvozeni (*):

WQ|=lRwW

wa+ K,Wy G wk)'w
(I+ WK )Wz W (1 + K W)
W+ WK, WV + WKW



Aproximace Q' :

0q'; 0 0 0 [
-1 [ [

0 q\u0 0
' 1= D D
qii_gzki-*-lg Q_HO .. 0 H
50 0 0 q\ G

Vlastnosti aproximované Q'
* Q diagonalni = snadno se invertuje

* i ... méreni
* k... uzel
Algoritmus:

X( Xp Y( Yo
x(k+ )= x()+ P (v(k) - K(x(k))
y(k+ 1) = y(k) @Ky (k) - K(x(k))

Vlastnosti metody:

* Konverguje

* I pro maly pocet iteraci zachovava priblizné vztahy mezi soucasnée
analyzovanymi veliCinami

* Q' normalizace pro méreni



Dalsi modifikace iteracni metody:

X( Xp
x(k+ 1) = x(k) PV (v, - K(x(k)) (a)
x(k+ 1) = x(k) +[BQ (v, - K(x(k)) (b)

Vlastnosti metody:

* Nepouziva se predbézné pole (pouze na zacatku).

* Predbézné pole ma vliv pouze pro nékolik prvnich iteraci.
* Konverguje k naméerenym hodnotam.

* Je treba vcas ukoncit iterovani.



Objektivni analyza vice proménnych:

= Vztahy mezi proménnymi se vyuziji pri formulaci
interpolacniho operatoru K,

K=K(z,u,v)
= Vyuziti geostrofického vztahu
= Vyuziti optimalni interpolace (vztah vyska, vorticita,
divergence)

= Vyuziti neprimych méreni

X a y nemusi byt stejné veliCiny
podstatny je vztah K(x) =y



Optimalni (statisticka) interpolace (z, u, v)

PouZzije se Helmholtzlv vztah k u= - ﬂ p O
transformaci proménnych: Ty 0X
P ... proudova funkce . a ax
X ... vektorovy potencial 0y
<'~|J ! j>*-5:lp 2F(I’) Vztahy:
b ... charakteristicka délka F
(o J> EF, G by ... charakteristicka délka
\ G
Wae] = E, E H(r
(TN ST A
(z J> (U | = E,E () H=AF
I =pF
(zx,) = (rdall = B,E,30) ] = N\¥F
<zlzj> .5 K (1) K=F

F(r) = exp(-0.5r2)
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(a=1,u=1,v=0,A=0,A*=0)

ER(z) = 20, ER(v) = 5, EKOV=(30,5,5)
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(a=1,u=1,v=0,A=0,A*=0)

ER(z) = 20, ER(v) = 5, EKOV=(30,5,5)

2560

T 19759 - T x T T 00
’.F ( 1 S;L#fVJ R
. 1 :
2304 'S 94 45 o

2048
1792

1536 -.
1280 K
1024

768K

2121

2561

.-_,%‘ Srs ¥ / e |

0 256 512 768 102412801536 17922048 2304 2560 2816

(a=1,u=1,v=0,A=0 A*=0)

ER(z) = 10, ER(v) = 3, EKOV=(30,5,5)

2560

%3100
2304
2048
1792 ol 08
1536} / f agel ““iﬁéqgi
= Bis.007 Ve

1280}

1024 _ o5 <3 =L

768K aves [P T Dﬂ\“%a:{i;%
2T e

s12f [ LS/ 7/ ‘ ‘;t & e .

256 ﬁxéﬁpééf’é‘éik 05¥§:S§§%£ﬁ Ib$’°l4€?5§
T ) ) .‘_ ;) ‘

)\ \U&I\i?\ %, \"\\C ; | gﬁ%\ﬂ\ -

Rty
oL RN

0 256 512 768 102412801536 17922048 2304 2560 2816




u=1,v=0,A=0, (a=1,pu=1,v=0,A=0,
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0.5, u=05,v=0A=0,

(a =
A* = 0, R=500)

ER(z) = 20, ER(v) = 5, EKOV=(30,5,5)
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ER(z) = 20, ER(v) = 5, EKOV=(30,5,5)
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