Kalmandv filtr — LETKF (Local Ensemble Transform

Kalman Filter)

Uloha:

Mame diferencialni rovnici:

o LX) (1)

a hamérené hodnoty v Casech tj , namérené hodnoty obsahuji chyby.

Ukolem je nalézt ,optimalni-nejlepsi* trajektorii (&) splfiujici rovnici (1).

Co to je ,optimalni-nejlepsi* trajektorie ?



Matematicka formulace problému:

« Mame modelovou rovnici (model je presny):
d
ax 15t x)
dt

- V cdasech tj, j=1, .. , n mame nasledujici informace:

We .. naméfené hodnoty

H[.ZR .. popisuji vztah mezi  [psp  XCE)

Y?:Hjj))+ €

€, je chyba s Gaussovym rozdélenim s prlimérem 0
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a kovariancR . = ¢ ;)
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Pravdépodobnost trajektorie :
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Linearni pripad:
Hx = F{x(t)))
Mt,t’X t,t’ (X)

Pokud je model diskrétni ve tvaru

Xn :@Xn-l

pak

M, x[azM™ " x



Pro vypocet x(tn-1) se minimalizuje:

n-1
J,, =) [y)-HM, KRy} - HM,  x] (3)
)71

Predpokladejme, ze v Case tn-1 je analyza a tomu odpovida
kovariancni matice :

Z hlediska pravdépodobnosti je

- primér

)
(2 kovariance pro Gaussovo rozdeleni pravdepodobnosti

za predpokladu, ze mame namérené hodnoty v ti, ..., tn-1 .
n-1
Lze tedy psat: T, (x)* 2 [y;-HM,_  x]' Ry} - HM,  x]-=
4)

[X - )_(i-l](Pj_l)'l[x- )_(i-1]+ C



Mame a , chceme vypocitat Xn a@

Kalmanauv filtr:

Xp 3 1\@ L X0l (5)
M n 1 t S1th (6)

> 1. krok - predpovéd’

o

1>%]

th-1 - z [yJO ) HJMtn-lathtn-l]TRJ-'l[yJQ ) HJMtn- t‘th-l] -
=

[y?-Hthn_l,tjM 'R'[y;-HM, M x ]

to,t oty

[y? - Hthn,thtn ]TRJ [yJ H M n]

tn ’tn-l



Pro x v ¢asetn:

I, (0= [x- x1(P°) ' [x- x» Jedy® - H,x]"R;'[y

a zaroven J vyjadrime ve tvaru:

J, (x)= [x- xn@) [X- Xa]+ C©

Porovnanim mocnin u X dostaneme:

= [(P) [&H.RH T
= PP ] + HIR; 'y
Rovnice (8) a (9) Ize upravit:

Xn = X+ PfHE;l(yg - Hniﬁ)

—(I'I' leH)IPb
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H x|+ c
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(9)

(10)

(11)



Shrnuti:

—b —a

Xn - Xn-1

1, ,t

b - \ B T
Pn - M‘[n-ln_1 Mtn-lﬁtn

Xn = X+ PlfH;ll(yg - Hniﬁ)

P'= (I+ PPRIR,'H,) 'P}

> 1. Krok - predpovéd’

> 2. Krok - analyza




Pocatecni podminky:
. Nekonecna chyba
P1@°° — (P@ 0

To je rozumné, pokud je k dispozici hodné namérenych dat v Case t1 , aby
analyza vyuzivajici pouze tato data byla dostateCné presna.

. Velka chyba

Pl



Oznaceni — dimenze

m ... dimenze modelu , tj. dimenze x

[E—

... dimenze meéreni

k ... velikost ansamblu



Nelinearni pripad: M a H jsou nelinearni
V Case tn-1 mame ansambl pocatecnich podminek stavového vektoru x v m

dimensionalnim prostoru
[x29, L.k}
Aplikujeme model a dostaneme k predpovédi, které se pouziji jako predbézna

b(1) - a(l)
= M, (35

a vypnr’rpmp vvhpmvy prdmér a kovarianci:

X = ﬁg x P
(k- 1)_1 z (Xb(i) - )_(b)(i) - )_(b)T = (k- 1)-1 Xb(Xb)T

X = [x"0- X ,...,xb<kb), dim( X")= mx k

pole

Pb



Pro hodnosti matic plati
rank (P") = rank (¥, dim(X*)< k- 1

profn7p

N e N

) K=

. I a . a() {2 ]
Je treba urcit nejen X , alei {Xn-la =L, k

_ kKo ,
S plx‘flamé a¥kodvarianci:
1=1

P = (k- 1) Zk x*0- R - X)) = k- 1y xe(xe)

—a

X = (Xa(l) - X ,...,Xa(k a) , dim( X")= mx k



sk wbrat 1X Bk ha zakiade (x*0 &Lk} >

Predpokladame: k< <1

Hledame x minimalizujici J:
J(x)= (x-x )P (x- x b (y° - H))"R™ (y° - H(x))
dim(P°)= mx j] h(P*)=k-1

- - v , b(i) §2 b(i) §2
Pb je jednoznacné zobrazenl{Xn-lo m,...,k} na[Xn-l, ma,.-.,k}

Qe bi  Thy—wa b _ T
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Definujeme se linearni prostor S,
S = ]jn.prostor@ﬁf?, iz 1,...,k}

ve kterém potrebujeme najit reSeni (analyzovanou hodnotu).

Re&eni je linedrni kombinaci sloupct matice :

Redime v prostoru S
X": S-S lindarni zobrazeni na

w [ R X w
X = ;wa

X je perturbovana modelova stavova hodnota,
w ma Gaussovo rozdeleni s u=0 a Pb=(k-1)-1 I, pak
X ma Gaussovo rozdéleni s p=0 a Pb=(k-1)-1 Xb(Xb)T



I (x- x )" (P (x- x B (y° - Hx)"R™ (y° - H(x)) (16)

T(w)= (k- hw'w+ (y° - Hx[#X"W)'R'(y° - H(x + X'w))  (15)

Jestlize minimalizuje T,pak )_(a:)_(va_va minimalizuje J.

¥

Minimalizujeme:

Tw)= (k- Dw'w+ (y° - Hx[AX"w) "R '(y° - H(x + X"w))



H je nelinearni - co s tim?
Linearizace H napr.:

v y » 20 b 3
Potebujeme umét spoditat ~ H;(x + X"W3d pro wlS

Postupujeme takto:

yb(i) :@Xb(i))
—b K

- —b —b
y =iy v, Y "“)- Y,y -y )

b b
H(x + X"l y +Y'w ... linearizace
POvodni funkcional:

Tw)= (k- Dw'w+ (y° - Hx[HX"w) R (y° - Hx + X"w))

Po linearizaci:
Tw)= k- Dw'w+ (v - y[FY'W) 'R GO-y - Yow))



Obdobné jako predtim (vztah 7) dostaneme:

w= P IR GO-y)
Pz (k- DI{aV®)"RY?)!

a v modelovém prostoru:

X = Xh-Xb_al
'z el x")'

Potrebujeme vybrat ansambl xa(i) s vlastnostmi y_;a

Jak na to?



Viytvorime ansambl nasledujicim zplsobem:
X =[P W* ,
kde
W= (k- DB’ P = (k- ) W (W)

Vlastnosti ,odmocniny" symetrické matice ;
[ER4 V4 - v = “ -
* zajist'uje, Ze suma sloupcli mat|ce~ je nula
- - \"4 7 - V4 @ v v Vv = 14 V4 . - -
* matice spojite zavisl na , coz umoznuje lokalni aplikaci algoritmu
. matice minimalizuje prlmérny ctverec vzdalenosti mezi a

identickou matici



Algoritmus — lokalni implementace

[e] ... dimenze modelu , tj. dimenze x
1 - \'a4 7
e] ... dimenze mereni
k

.. velikost ansamblu

xP0) '
1 k 7 A4 \a4 7
P i S ... ansambl predbé&znych hodnot
(m[g] - [g]) ’ v 4 \YEY N4 7 .
.. operator prevadejici modelove hodnoty na stanice

0]
Yiel .. vektor namérenych hodnot

(l..x1. )
le] el .. kovariancni matice namerenych hodnot



b(i) - ( b(i) )
Yier - H[g] Xg]
—b

- b(1)
y[g] z y[g] DLE
b o— b)) _
Y - (y[g] y [e]>
Krok 2:
k
—b
- b
Xl T ) Xy
1=1
—b

b <20

X[g]

proi=1,...,

b(k)

M y[g

b(k)

)T



Krok 3:

Pro uzlovy bod se vyberou ,,odpovidajici* radky z matic-vektord

b b
X[g]a X[ [2]? Y

Odpovidajici znamena blizké k uzlovému bodu.
Vybere se m radkd, coz urcuje rozméry matic-vektorQ:

—b me ’ Yb

Krok 4:

Vypocte se:
C= (Y)'RE]  (kxD)
RCld Y°



Krok b5:
Vypocte se:
P* = (k- D1/p + [ (kx k)

P uméle navysuje kovarianci na diagonale — zvysuje se vliv namérenych
hodnot

Krok 6:

Vypocte se:
W= [(k- DP*] P = (k- 1) W*(W*)"



Krok 7:

Vlypocte se:
w' = Prey® s (kx 1)

a pricte se ke kazdému sloupci matice &

Krok 8:

Vypocte se:

) —b ) )
x*V=x + X°w*® proi=1,...,k
Krok 9:

Vysledky pro jednotlivé uzly se slozi dohromady a dostane se ansambil
analyzovanych hodnot {X?s;)} [offroi=1...k
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