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Uvod

Co je nebeska mechanika?

Nebudeme se pokouSet vymezit, co pfesné je nebeska mechanika. Umyslné se
spokojime s ponékud vagnim prohldsenim, ze jde o nauku o pohybu nebeskych
téles a pricinach tohoto pohybu. Pfitom pod nebeskymi télesy rozumime nejen
pfirozené astronomické objekty (Slunce, planety, satelity planet, asteroidy, me-
teoroidy, hvézdy), ale i umelé objekty (druzice, kosmické lodi). Néktef{ autofi
déavaji prednost uzsi definici, kdy se uvazuje jen pohyb pod vlivem gravitac¢nich
sil. Spory o tom, zda negravita¢ni sily (napf. tlak zafeni, odpor prostiedi, Yar-
kovského efekt & Poyntinguv-Robertsonuv efekt) patii do nebeské mechaniky,
nemaji valného smyslu. Vlastnim z4jmem astronomi je vzdy co nejpiesnéjsi
uréeni pohybu téles a tam, kde negravitaéni sily mohou hrat nezanedbatelnou
roli, je tfeba je uvazit. Zaklad popisu systému s uvazenim téchto negravitacnich
sil budou vzdy klasické popisy nebeské mechaniky vyvinuté pfi studiu sil gra-
vita¢nich a vydélovat negravitaéni sily do néjakych nové definovanych obort je
zbytectné.

Nebeskd mechanika pouzivd matematickych metod a vyrazné se o rozvoj
matematiky samé zaslouzila. Jako popis chovéni redlnych fyzikalnich systému
mé blizko i k fyzice a pomdhd urcovat fadu geodetickych a astronomickych
konstant. Nékdy se jako jakdsi podmnozina nebeské mechaniky vycleiiuje
astrodynamika, kterd se zabyva urovanim a zlepSovanim vypoétu uréitych
konkrétnich drah, vétsinou umélych téles. Sem pati{ i optimalizace takovych
drah (napf. vzhledem ke spotiebé paliva). Pivodné se nebeskd mechanika
zabyvala jen télésy sluneéni soustavy, jeji metody vSak nagly uplatnéni i pii
studiu drah hvézd v galaxiich, vyvoje raznych struktur (napf. spirdlnich ramen
nebo pficek), které v galaxiich pozorujeme. Studia tohoto typu zahrnujeme
vét§inou pod galaktickou dynamiku. V té jde vétSinou o interakci velkého
poctu objektu a pro popis vyvoje systému se ¢asto uziva statistického popisu.
Galaktickd dynamika by podle nagi §iroké definice méla spadat pod nebeskou
mechaniku, ale pravé statisticky popis vedl k novym metoddm galaktické
mechaniky v nebeské mechanice dosud neuzivanym, a tak k vydéleni dnes
samostatné galaktické dynamiky. Piekryv obou obori je ovsem velky.
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iv UvVOD
Poznamky k historii nebeské mechaniky

Pocatky astronomie

Pohyb téles na nebeské sfére fascinoval lidi odeddvna a jeho pozorovani a
vyklad byly ¢asto spojovany s nabozenstvim. Na samém pocatku to vSak byly
hmotné potieby kazdodenniho Zivota, které vedly ¢lovéka k pozorovani hvézd.
Slo piedeviim o problém orientovat se a poéitat ¢as v delsich asovych rozmezich.
V pastevectvi a zemédeélstvi ¢lovék potieboval kalenddf. Prvnim nabizejicim se
jevem pro tento ucel byly stiidajici se faze mésice s periodou pfiblizné 29 a
pual dne. Dalsi periodou byla perioda asi 365 a ¢tvrt dne nalezend pfi pozo-
rovani denntho pohybu Slunce pf#i jeho vychodu vychodu a zdpadu. Takovéto
pozorovani ¢asto pomdhala lidem pfipravit se na rozmary piirody. Ve starém
Egypté ve tietim tisicileti pf. n. l. napf. pozorovali kazdoroéni heliakticky vychod
Siria (ten nastdva v den, kdy se Sirius objevi poprvé v rannim soumraku ptred
vychodem Slunce). Tento vychod totiz kratce pFedchézel kazdoroénim zaplavam
Nilu. Sirius, nejjasnéjsi hvézda oblohy, tak mél ve starém Egypté prominentni
dlohu v souvislosti se zahdjenim egyptského zemédélského ro¢niho cyklu. Roz-
voj astronomie probfhal hlavné u prvnich civilizaci v povodi velkych Fek. Cifiané
v povodi Zluté feky zase jiz ve 3. tisicilet{ pf. n. 1. znali délku tropického roku
s presnosti lepsi nez setina dne. Casto byla astronomick4 pozorovani spojovéna
s nabozenstvim. V aztéckych chrdmech urcovali knéz{ azimut Slunce, podle
néhoz se urcoval druh bohosluzeb. Obecné lidé nejcastéji pozorovali pfedeviim
vychody a zdpady Slunce a Mésice vzhledem k horizontu. Mezn{ hodnoty byly
¢asto vytycovany kamennymi objekty. Nejznadméjsi takova prahvézdarna Stone-
henge u mésta Salisbury v Anglii pochédzi z obdobi kolem 1700 pf. n. L.

V predantické astronomii postoupila nejddle astronomie babylonska, kterd
zacala sestavovat tabulky uddvajici periodicitu nejjasnéjsich planet.

Anticka astronomie

Obdobi antické védy zatind na pfelomu 7. a 6. stoleti pf. n. 1. Platén (427-347
pf. n. 1.) prohlagoval, ze tikolem astronomie je vysvétlit pohyb téles na obloze
pomoci rovnomérnych kruhovych pohybt. Jeho zdk Eudoxos z Kindu pouzil 27
sfér jejichz stfed byl ve stfedu Zemé. V tomto piistupu je pfedev§im nové to, ze
se i v pohybu planet hled4 pravidelnd zdkonitost (objevuje se poprvé u pytha-
gorovské filozofie, ke které meél Platén velmi blizko). Z potatku si feckd véda
s planetami diky jejich nepravidelnému pohybu na obloze pf#ili§ nevédéla rady,
zajimavé, ze jiz pythagorovci dosli k zavéru, ze Zeme je koule otacejici se jednou
za, den kolem své osy a tak vysvétlili pozorované otaceni hvézdné oblohy. K to-
muto ndzoru se piikldnél i Platéon, pro kterého vsak byla Zemé stile stiedem
vesmiru. Pythagorovci viak §li jesté déle a Zemi zbavili tohoto vysadniho posta-
veni. Zemé se podle nich pohybovala po kruhové draze okolo jakéhosi centralntho
ohné, tedy nikoli kolem Slunce. Mésic, Merkur, Venuse, Slunce, Mars, Jupi-
ter, Saturn a sféra stalic obihaji pak postupné na dalsich drahach. Na druhé



strané centralntho ohné obihj jesté Protizemé, kterou Pythagorovci potiebovali,
aby pocet obihajicich téles byl dokonalé ¢islo deset. Centralni ohefi nemuzeme
vidét, protoze zemékoule je podle pythagorovci obydlena jen na jedné polo-
viné odvricené od tohoto ohné (ze stejnych divodu neni vidét Protizeme). Jde
o jakousi smés mystiky s racionalitou. Slozité pohyby planet lze pak vysvétlit
skldddnim pohybi Zemé a planet, coz je velky pokrok v chapani slune¢ni sou-
stavy.

Eudoxovy sféry mély spoleény stied v Zemi a osy mohly byt vzijemé
sklonény, pfitom u nékterych sfér je osa pevné zachycena na nékteré z vnéjsich
sfér a je rotaci vngjsi sféry undsena. Aristoteles (384-322 pf. n. 1.) rozsifil model
na 59 sfér a prohlésil tyto sféry za kiisfalové. Tato teorie musela byt opusténa,
protoze nemohla vysvétlit, pro¢ se méni jasnost planet (vzdédlenost od Zemé je
v ni pro kazdou planetu konstantni). Podle Aristotelovy pfedstavy o totoznosti
stfedu vesmiru se stfedem Zemé, kde je téz stied veSkeré tize, Zemé vlastné
vznikla tak, ze do stfedu tize byla vtaZeny &tyfi prvky (zem, voda, vzduch a
oheii). Ve co je slozeno z téchto prvki je pomijivé, sférou Mésice poéinaje je
vesmir z éteru a je neménny a véény. Tento pohled podlozeny znaénou Aris-
totelovou autoritou se stal prekdzkou pochopeni vesmiru a predevsim toho, ze
dalsf télesa ve vesmiru by mohla mit vlastni gravitaci.

Piesto se i v dobé Aristotelové déle rozvijely pythagorovské pohledy. Herak-
leides z Pontu (390-310 pf. n. l.) nejen pfijal pythogorovsky pohled na otaceni
Zemé, ale poprvé oznagcil Slunce za stfed obéznych drah dvou planet Merkura a
Venuse. Vychazel z toho, ze Merkur ani Venuse se nikdy nevzdaluji od Slunce
o vice nez jisty dhel.

Helénisticka astronomie

Po smrti Alexandra Velikého (Aristotelova zéka) se stfedisko feckého kulturniho
zivota presunulo do Egypta, ktery byl soucasti rozpadajici se Alexandrovy fige.
Ve mésté Alexandrii vznikl védecky tstav Musaion a velkd knihovna. Tato
puvodem fFeckd kultura, vznikld na egyptské pudeé, je oznatovana jako kultura
helénistickd. Aristarchos (3. stoleti pf. n. 1), Hipparchos (2. stol. pf. n. 1.) a
Ptolemaios (2.stol. nageho letopoctu) jsou nejdilezit&jsi reprezentanti tohoto ob-
dobi, charakterizovaného uzitim na svou dobu pfesnych pozorovini a propoctu.
Aristarchos ovlivnény Herakleidovym pohledem postoupil jesté dale a prohldsil
Slunce za stied, okolo kterého obihaji nejen Merkur a Venuse, ale i Zemé. K to-
muto zavéru vedly Aristarcha vysledky jeho méfeni doby trvani jednotlivych fazi
Uplného zatméni Mésice, ze kterych byl geometrickou dvahou schopen vyjadiit
prumeéry Meésice a Slunce a jejich vzdélenosti od Zemé v dobé zatméni pomoci
poloméru Zemeé. Toto méfeni, a¢ zatizené nesmirnou chybou (ta vznikla hlavné
proto, ze thlovy prumér Slunce a Mésice uréil Aristarchos jako 2° misto 1/2°)
presto ukdzalo, ze Slunce md mnohokrat vétsi polomér nez Zemé. Z toho Aris-
tarchos usoudil, ze bude spiSe obihat Zemé okolo Slunce, nez naopak.
Aristarchiv systém je v principu (nikoli kvantitativné ve vzdélenostech)
totozny s Kopernikovym heliocentrickym systémem. Kopernik pfidal snad jen
popis precesniho pohybu zemské osy. Tento systém vsak nezapustil v fecké
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vzdélanosti kofeny jednak z davodi nédbozenskych (athénsky stoicky filo-
sof Kleanthés) navrhoval, aby byl Aristarchos obzalovdn z bezboznosti), ale
také z duvodl experimentdlnich, nebyla totiz naméfena roéni paralaxa hvézd.
Ptedstava, ze by vzdélenosti hvézd byly tak obrovské, ze by paralaxa byla teh-
dejsimi metodami neméfitelnd, byla zfejmé pro tehdejsi predstavy nepfijatelna.

V té dobé byla opusténa teorie soustfednych sfér a je nahrazovana te-
orii epicyklu a deferentu. Driha planety okolo Zemé je popisovana jako kru-
hovy pohyb okolo pohyblivého stiedu, ktery sdm obiha po kruhové draze okolo
Zemé. Kruznice, po které se pohybuje stfed, se nazyva deferent, kruznice, na
které se pohybuje planeta je epicykl. Timto zplisobem je mozno koneéné zajis-
tit pozorovanou proménlivost vzdalenosti planet od Zemé a navic muze dojit
i k docasnému zpétnému pohybu, ktery byl u planet pozorovan. Pomoci de-
ferentu a epicyklu vytvoril Hipparchos model pohybu Slunce, ktery souhlasil
s pozorovanim a vysvétloval napf. pozorovani, podle kterych mezi slunovraty a
rovnodennostmi neuplyne stejnd doba. Hipparchos také objevil precesi jarntho
bodu (jeji periodu uréil na 36 000 let, spravneé je asi 26 000 let). Tento poznatek
potvrdil ze starych babylonskych pozorovani. Za staré babylonské fiSe byl jarn{
bod v souhvézdi Byka, za Hipparcha v souhvézdi Berana. Hipparchos si tak
uvédomil dilezitost starych pozorovani a snad proto vytvotil pro dalsi generace
podrobny katalog stalic (vice nez 800).

Astronomie okolo prelomu letopoctu se objevuje i v fimské £i8i, je v§ak mozno
tici, ze nic zvlasté vyznamného se v této oblasti v astronomii neudalo. Teprve
ve 2. stol. nageho letopo¢tu vznikd opét v Alexandrii Ptolemaiovo dilo. Jeho
Almagest se stal pro piistich 1400 let bibli astronomie. Almagest obsahoval
kromé nauky o stavbé pozorovacich pfistroju, trigonometrickych tabulek a ka-
talogu stélic i teorii pohybu planet. Ptolemaiova planetdrnf soustava je dusledné
geocentrickd. Pohyb planet je vysvétlovan pomoci deferenti, které nemusi mit
stfed v Zemi, a epicykli. Pohyb stifedu epicyklu v8ak uz nemusi byt rovnomérny
na deferentu. Zavadi se stfed ekvantu, coz je bod soumérné sdruzeny k Zemi
podle stfedu excentricky polozeného deferentu. Rovnomérné se pak otaci spoj-
nice stfedu ekvantu a stfedu deferentu. V Ptolemaiové soustavé obihaji télesa
okolo Zemé v poradi: Mésic, Merkur, Venuse, Slunce,Mars, Jupiter, Saturn, sféra
stalic. Pro zpfesnéni zavadi Ptolemaios nikoli jeden, ale celou fadu epicykla.
Aby vysvétlil trvalou dhlovou blizkost Slunce a Merkura a Slunce a Marsu,
predpokladd, ze stied Slunce, stied epicyklu Merkura, stied epicyklu Venuse
a stfed Zemé jsou stdle v jedné pfimce. Protoze zména poloméru epicyklu a
deferentu pfi zachovéani jejich poméru vede ke stejnému sméru k planeté, je
pofadi téles urteno zfejmé pozorovanou dobou obéhu. Stacilo by tedy volit de-
ferent Merkura a Venus$e spole¢ny s drdhou Slunce a byla by zfejmé ekvivalence
takového vykladu s Herakleidovym pojetim obihdni Merkura a VenuSe okolo
Slunce. Komplikovanost teorie fadou dalgich epicyklu tento pohled neucinila
zfejmym. Navic teorie velmi dobfe vystihovala pohyb planet i pozorované klicky
na obloze a tato jeji dokonalost branila dlouho rozvoji koncepéné jednodussich
heliocentrickych teorii.



vii

Astronomie ve stfedovéku

Kdyz byl v r. 476 dobyt Rim Germény a arabské vojsko dobylo v r. 643 Ale-
xandrii, byla na dlouhou dobu potlacena i tradice antické védy. Ukolem védy
v Evropé bylo slouzit bohoslovi. Protoze kfestansk4 liturgie stanovila Bozi hod
velikono¢ni na prvni nedéli po prvnim jarnim udpliiku, zustdval zde pro astro-
nomii jisty velmi omezeny zaklad existence. Nejvétsi mistii evropské védy vsak
znali méné nez zaci v antickych akademiich.

Astronomie v dobé renesance

Spoletensky vyvoj v 16. a 17. stoleti pfipravil astronomii mnohem lepsi
podminky. Rozvijejici se femeslnd vyroba ukazovala na dulezitost znalosti me-
chaniky a renesance pocitala s pfirodovédou jako s nejdilezitéjsi slozkou védy.
Mofteplavba, rozvijend hlavné z ekonomickych pohnutek, vyzadovala odpovédi
na naléhavé otdzky navigace. Posouvani napi. skute¢né jarni rovnodennosti
vzhledem ke kalendafi vyZadovalo reformu kaledafe. Vira v astrologii byla
dalsim faktorem. Tato situace vedla k tomu, ze vznikla spolec¢enskd poptavka
po hlubsim pochopeni pohybu Zemé a planet.

Polsky astronom Mikulds Kopernik (1473-1543) vytvofil ucelenou helio-
centrickou teorii, kterd je koncepéné jednodussi nez komplikovany Ptolemaitv
ptistup. Tim, Ze se v jeho teorii Zemé pohybuje kolem Slunce spolu s ostatnimi
planetami (navic rotuje kolem své osy a vykonavé precesni pohyb), nepfendsi
se tyto pohyby na planety (jako v geocentrickém systému) a zvl4stnosti pozo-
rovaného pohybu planet se vysvétluji pfirozené relativni polohou téles. Tim se
vyrazné zjednodusuje vyklad pohybi. I Kopernik v§ak pro zvySeni piesnosti
pouzival pro vysvétleni pohybu planet skldddn{ nékolika kruhovych pohybu (na
rozdil od Ptolemaia vsak vystacil s rovnomérnym kruhovym pohybem). Jed-
noduchy kruhovy pohyb by pfi tehdej§i pfesnosti méfeni poloh jiz nestaéil.
V Kopernikové teorii je pohyb Zemé vysvétlen jako rovnomérny kruhovy po-
hyb po kruznici, vzhledem k jejimuz stiedu je slunce polozeno excentricky, tj.
posunuto asi o 1/31 jejtho poloméru od stfedu. Tuto polohu si vyziddala pozo-
rovani nestejnych intervalt mezi slunovraty a rovnodenostmi. Protoze excentri-
cita zemské drahy je mald (jen asi 0.06) stacila takovato kruhovd dréha k po-
pisu pohybu Zemé s dostatecnou piesnosti. U ostatnich planet potieboval dva
epicykly. Na rozsifeni Kopernikovych vysledki se velkou mérou podilely tzv.
Pruténské tabulky. Tyto tabulky, které sestavil Erasmus Reinhold (1511-1553)
na podkladé Kopernikovych piedpokladu, byly totiz piesnéjsi nez do té doby
pouzivané tabulky zalozené na Ptolemaiové piistupu.

Kopernikovy myslenky, které v souhlase s tehdejsi renesanéni filozofii (spo-
jenou s progresivni ideologii rozvijejictho se mésfanstva) vyzveddvaly proti
cirkevnimu dogmatu tlohu pfirodnich sil a nékterd cirkevni dogmata piimo vy-
vracely, byly brzo cirkvi chapany jako nebezpeci. Sdém Kopernik zemfel diive,
nez mohl tuto vyvolanou nevili cirkve pocitit. Giordano Bruno, pivodné mnich
z neapolského klistera, byl v reakci cirkve na toto nebezpeci updlen v r. 1600
v Rimé na ndmésti Kvéti. Giordano Bruno dovedl ovéem Kopernikovy myslenky
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jesté dale. Zatimco Kopernik skoncoval s vyjimecnosti Zemé, Bruno skoncoval
i s vyjimeénost{ Slunce. Tvrdil, Ze kazda hvézda mize byt sluncem a stfedem
planetarni soustavy.

Dénsky astronom Tycho Brahe (1546-1601) pusobici v Praze u dvora Ru-
dolfa II. byl pfedevsim vyteény pozorovatel. Uvédomil si, Zze roéni pohyb Zemé
okolo Slunce by sebou pfindsel existenci roéni paralaxy hvézd. Protoze ani p¥i
tehdejsi pfesnosti takovou paralaxu nemohl pozorovat, vratil se k pfedstavé,
7e Slunce (a Mésic) obihaji okolo Zemé, zatimco ostatni planety obihaji okolo
Slunce. Argumentoval tim, Ze tato pfedstava vyhovuje nejen fyzikdlnim ndzorum
a pozorovanim, ale i Pismu svatému. Tato pfedstava byla sice koncepéné krokem
zpét, ale sehréla svou ulohu v tom, Ze v dobé zakazu heliocentrického systému
umoznila astronomtm uzivat geometricky ekvivalentni systém.

Jan Kepler (1571-1630) vychézel z pozorovani Tychona Brahe, u kterého
pusobil chvili jako pomocnik. Jeho tii zdkony o pohybu planet byly prilomem
do tehdejsich postupu pro feseni tohoto problému a jeho Rudolfinské tabulky
planet byly daleko lepsi nez véechny predchozi.

Galileo Galilei (1564-1642) se zabyval pohybem pozemskych téles pii volném
padu a vrhu a samoziejmé konstrukci dalekohledu. Dalekohled byl v té dobé
zndm, zejména v Holandsku. Galileova zdsluha zde spoéiva v tom, Ze dokdzal
tento pristroj nejen vytvorit na zdkladé teoretickych tivah z doslechu, ale hlavné
v tom, ze ho zac¢al systematicky vyuzivat k astronomickym pozorovanim. S Kep-
lerem byli v ¢astém pisemném styku. Tématem byla pravé otazka konstrukce
dalekohledi. Oba tak, zd4 se, nepostiehli, Ze pravé v syntéze jejich oboru totiz
pohybu planet (Kepler) a gravitaéniho ptasobeni (Galileo) bude spoéivat snad
nejvyznamnéjsi krok védy v tomto tisicileti. Kepler sice hledal silu, ktera planety
na jejich draze pohéni, ale jeho chybou bylo, ze tuto silu hledal ve sméru pohybu
planety a jeji totoznost s gravita¢ni silou zndmou pravé z volného padu téles
mu tak unikla. Kepler oviem nemél k dispozici diferencidlni pocet. Ten zacal
vytvafet Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646-1716) kolem r.1673 v souvislosti
s geometrii, te¢nami kiivek atd. a nezdvisle Isaac Newton (1643-1727) pfi své
formulaci pohybovych zdkonu.

Kdyz Newton rigorézné formuloval souvislost mezi silou a zrychlenim,
ukézal, Ze z druhého Keplerova zdkona (zdkona ploch) nutné plyne, Ze sila, ktera
na planetu pusobi, musi byt nepfimo dmérnd ¢tverci vzdélenosti od Slunce.
Newton pochopil, Ze tato pfitazlivs sila je vSeobecnou vlastnosti hmoty a Ze
gravitaéni sila zpusobujici pohyb planet je touz silou, kterd zpusobuje pad
pfedmeétu (jablka) na Zemi. Zformuloval tak svij zdkon véeobecné gravitace,
ktery uvetejnil spolu s dalsimi vysledky ve slavné knize Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica, o niz ¢asto mluvime jen jako o Principiich. Zde Ne-
wton objasiiuje poprvé na zdkladé gravitace princip pi#ilivu a odlivu. Poukazuje
na to, ze drdha planety nebude diky pusobeni dalsich planet pfesn elipsa, ale
ze jeji charakteristiky se budou pomalu ménit. Newton také formuluje metodu
na vypocet hmotnosti planet. Ze svého odvozeni vi, ze tieti Kepleruv zdkon ne-
plati zcela piesné. Pomér tieti mocniny velké poloosy aa druhé mocniny obézné
doby T zavisi totiz na sou¢tu hmotnosti Slunce a planety a nikoli jen na hmot-
nosti Slunce. Z odchylek od tohoto zdkona pro rizné dvojice planet 1ze tak ¢init
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zaveéry o hmotnostech planet. Newton také objasnil parabolické chovani drah
nékterych komet. Je zajimavé, ze Newton sdm Casto vyznam svych objevi v ex-
aktnich védach podcenioval a pokousel se o objevy v teologii, snazil se datovat
udélosti v bibli a podobné.

Nebeska mechanika v 18. a 19. stoleti

Zatimco v Anglii, kde mél Newton velkou autoritu, byla jeho teorie
rychle pfijata, ve Francii, kde byla pfijimana Descartova virova teorie, byli
zdrzenlivéjsi. Bylo zfejmé, ze Newtonova teorie se musi osvédéit v feSeni rady
problémi. Newtoniv piitel Edmund Halley zjistil, ze kometa z r. 1682 mé po-
dobnou drahu jako kometa z r. 1607 pozorovand jiz Keplerem a jako kometa
pozorovand v r.1531 Apianem. Casové inervaly mezi prichody komet pifslunim
byly 74 let 323 dni a 76 let 62 dni. Navic v roce 1456 byla také pozorovana
kometa, jeji drdhu v3ak bylo obtizné uréit. Halley usoudil, ze jde o jednu je-
dinou kometu a jednoduchym vypodétem uréil jeji ptri§ti ndvrat na konec r.
1758. Kdyz se kometa v tomto roce neobjevila, zdalo se, ze pujde o pordzku
jiz vitézici Newtonovy teorie. Alexis Claude Clairaut (1713-1765) v8ak sestavil
rovnice pro rusivd pusobeni Saturna a Jupitera a dva po¢tafi, pani Lepautova a
pan Lalande, po dobu osmnécti mésici numericky tyto rovnice krok za krokem
integrovali. Ndvrat byl uréen na polovinu dubna 1759 s odhadem pfiesnosti plus
minus jeden mésic. Kometa prosla piislunim 13. bfezna 1759.

V padesétych letech 18. stoleti se Euler (1707-1783), D’Alembert (1717-1783)
a Clairaut (1713-1765) zabyvali teorii pohybu Mésice. Mési¢ni drdha je v prvnim
pfiblizeni elipsa o excentricité asi 0.05. Sklon roviny této elipsy k ekliptice je
zhruba konstantni I = 5° 9'. Diky poruchdm od Slunce se rovina elipsy otaéi
tak, Ze uzlova piimka (jeji pruseénice s rovinou ekliptiky) se otdéi retrogradné
zhruba o 19° 21’ za rok a samotné perigeum o 40° 34’ za rok. P¥i¢ina tohoto
stateni (poruchy od Slunce) byla zndm4 jiz v 18. stoleti. V souvislosti se zménou
elementu drihy objevil Euler metodu variace konstant, kterd je dnes béznou
metodou v teorii diferencidlnich rovnic.

Problém pohybu Mésice souvisel s problémem rychlé navigace, na jehoz
fesenf bylo vypsdno nckolik odmén (Spanélsky kral Filip III. — 100000 ko-
run, holandské generdlni stavy — 30000 florint, britsky parlament — 20000 li-
ber). Problém urcovani zemépisné délky (sitku bylo mozno uréovat pomérné
dobfe) byl klitovy. Pfestoze zminéné teorie vysvétlovaly mnohé, tabulky na je-
jich zdkladé sestavené nedosahovaly pozadované piesnosti. Teprve pozdéji byl
do teorie zahrnut vliv tvaru Zemé (pravé z pohybu Meésice ur€il pozdéji Lap-
lace zplosténi Zemé 1:300), ¢i uvdzeny zmény excentricity zemské drahy a sla-
pové pusobeni. Anglickou cenu tak obdrzel az v r. 1772 hodindi John Harrison,
ktery sestavil chronometr. Ten umoznil ndmoinikim znalost greenwichského
¢asu. Z néj a pozorovaného mistniho ¢asu bylo mozno uréit zemépisnou délku.

Teorii pohybu planet ddle posunuli Joseph Luis Lagrange (1736-1813) a
Pierre Simon Laplace (1749-1847). Lagrange byl Francouz, ktery zac¢inal u Eu-
lera v Berliné. Nasel zvlastn{ periodickd fesenf neboli libraén{ centra v problému
tii téles. Eulerovu metodu variace konstant dovedl do tak zvanych Lagran-
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geovych planetdrnich rovnic, kde se Casové zmény elementi drihy planety
vyjadfuji jako funkce elementt této planety (ale i planet dalsich). Lagrange
pfispél svoji formulaci Lagrangeovych rovnic prvniho a zvla§té druhého druhu
k vyraznému pokroku teoretické mechaniky obecné. Laplace za¢inal pod vlivem
d’Alembertovym. Ve svém pétisvazkovém dile Mécanique céleste Laplace nejen
shrnuje, ale v mnoha smérech dovruje prace svych pfedchudcu (slapy, librace
Mésice, tvar Zemé, pohyb Mésice, pohyb planet). Lagrange a Laplace se jako
prvni zagali systematicky zbyvat otdzkou stability sluneéni soustavy. Tento po-
jem lze matematicky definovat mnoha riznymi zpusoby. V podstaté jde o to,
zda poruchy, kterymi na sebe planety pusobi, mohou vést ke kvalitativnimu
narusen{ soustavy napf. (ztrata planety do vesmiru, nebo jeji pad na Slunce).
K tomu by mohlo dojit napf. pomalym zvétSovanim excentricity nékteré pla-
nety, takze by se jeji drdha kiizila s drahou planety jiné. Laplace dokézal, ze
pfii omezen{ na malé excentricity (odpovidd zanedbédn{ ¢lent vyssiho stupné nez
druhého v excentricitdch a sklonech planet v Hamiltonidnu systému), budou
zmény excentricit malé a periodické, tj. tvar drah planet se nikdy nebude ptili§
ligit od tvaru, ktery pozorujeme. Nakolik mohou zanedbané ¢leny ovlivnit tento
zavér pro velmi dlouhé ¢asové tseky, nebylo oviem zfejmé.

Zajimavy je Newtonlv nizor na otizku stability sluneéni soustavy. Newton
véril, ze vzdjemné pusobeni planet muze zcela narusit stabilitu sluneéni sou-
stavy a to vyzaduje ¢as od €asu bozi zdsah, ktery udrzi planety na jejich
mistech. Otdzka stability byla redlnd uz proto, ze Halley ukdzal ze starych
chaldejskych pozorovani, Ze zatimco Saturn se od Slunce vzdaluje, Jupiter se
k nému pfiblizuje. Pozdéji Laplace ukdzal, Ze toto je zpusobeno kvaziresonanci
5:2 mezi Saturnem a Jupiterem. Pojem resonance bude podrobné rozebrin
v nésledujicich kapitolach.

V r.1781 objevil William Herschel (1738-1822) nové téleso, které povazoval
za kometu. Pro nds je zajimavé, ze Herscheluv déd pochazel z Moravy, odkud
musel jako protestant odejit do Némecka. Sdm Herschel pak uprchl do Anglie
jako zbéh z hannoverské armady za sedmileté valky a zivil se nejprve jako hu-
debnik. Drédha nové komety vsak Cinila matematikim problémy. Teprve Laplace
ukdzal, ze dréha je eliptickd s velkou poloosou asi 20 AJ. Tak byla objevena pla-
neta Uran.

Zijem astronomi o planetu Uran se vratil okolo roku 1840, kdy se jejf
vypoctend drdha rozchéizela s 20 let starym vypocétem drdhy o 2’. Vznik§
mySlenka, Ze tato odchylka je zpusobena ruSenim drihy dalsi planetou za Ura-
nem. Anglican John Couch Adams (1819-1892) provedl rozbor této moznosti a
urcil moznou drahu takové rusici planety. Nebyl vSak bran p#ili§ vazné. Teprve
Francouz Urbain Jean Joseph Leverrier (1811-1877) pfedlozil v r. 1846 pafizské
akademii podobny vysledek a pozadal nékteré hvézdarny, aby planetu hledali.
Hned prvni vecer, 23.z471, 1846 nasel Galle na hvézdarné v Berliné téleso asi 1°
od predpovédéné polohy. To byl objev planety Neptun.

Mezitim 1.ledna 1801 objevil Ital Giuseppe Piazzi v souhvézdi Byka prvni
asteroidu— Ceres. Nejprve se domnival, ze jde o kometu. I p#i tomto objevu jiz
sehrala nebeskd mechanika vyznamnou roli. Piazzi pozoroval téléso do 11. Ginora,
kdy tézce onemocnél. Nez jeho kolegové na hvézdarnach obdrzeli zpravu o pozo-
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rovéanich, souhvézdi Byka zmizelo u Slunce a téleso nebylo mozno dale pozoro-
vat. Zdalo se, ze obdobi pozorovani je tak kratké, ze drahu télesa nebude mozno
urcit. Karl Friedrich Gauss (1777-1855), ucitel matematiky v Braunschweigu,
vypracoval v té dobé metodu nejmensich étverci a novou metodu vypoctu elip-
tické drdhy. Na zdkladé této metody uréil drdhu Piazziho objektu a ten byl
pfesné za rok po objevu znovuobjeven. Hned v r. 1802 objevil Olbers dalsi pla-
netku (planetka=asteroida) Pallas, v r. 1804 Harding dalsi planetku Juno, a
konecné v r. 1807 opét Olbers objevuje Vestu. Pocet planetek rychle nartstal a
dnes presahuje pocet ¢islovanych planetek (tj. planetek s dobfe zndmou drahou)
pocet 9000.

Dalsi rozvoj nebeské mechaniky byl zameéfen na zpfesniovani teorii. V te-
oriich Mésice (Delaunay, Brown) se objevuji tisice ¢lent, takze naptiklad De-
launayova prace sestava ze dvou tlustych knih (kazdd m4 okolo devitiset stran)
plnych vzorcu pro jednotlivé ¢leny. Je zajimavé, ze kazdy ¢Elen je ocislovén,
takze je snadné na takové ¢leny odkazovat. Regeni pro pohyb nebeskych téles
byva udavéno ve tvaru Poissonovych fad, kde nékteré proménné (excentricity
a sklony) se objevuji ve ¢lenu v ruznych mocnindch, zatimco nésleduje trigono-
metrickd funkce od celo¢iselné kombinace dhli.

Pokud jde o pomaly vyvoj elementl jednotlivych planet, zformuloval Lap-
lace v r. 1784 soustavu sekuldrnich rovnic. V tomto problému nejde o okamzitou
polohu planet, ale o vyvoj jejich excentricit e; (j zde indexuje j-tou planetu),
sklont I;, délek perihelu @; a délek vzestupného uzlu ;. Teorie je omezena
do prvniho f4du v hmotnostech planet a do druhého stupné v excentricitach
a sklonech v Hamiltonidnu. To, Ze velké poloosy zustavaji konstantni dokonce
do druhého fadu v hmotnostech planet (bez omezen{ na stupeni v e a I), ukézal
jiz Poisson v r.1809. Zminéné zmény v poloosich Jupitera a Saturna jsou jen
periodické zmeény s periodou sice dosti dlouhou (900 let), ale nezasahujf do se-
kuldrniho vyvoje (fddove desitky az stovky tisic let). Laplace zavedl pro kazdou
planetu dvé komplexnf &isla z; = exp(i@;) a & = sin(I/2) exp(iQ;) a ukdzal, ze
pro tyto veli¢iny plati soustava linedrnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi
koeficienty (ty zdvisi jen na hmotnostech planet a jejich stfednich poloosich).
Navic tyto rovnice jsou separovatelné, takze lze psat

% =iAz, % =iDB¢,
kde A,B jsou redlné ¢tvercové matice N x N, kde N je pocet planet. Reseni
takovéto soustavy je

N

N
7= ajeexpligrt), & =Y Bk exp(iisit),

k=1 k=1

kde g jsou vlastni hodnoty matice A a sj jsou vlastni hodnoty matice B. Lze
ukézat, Ze v tomto piipadé jsou vSechna g;, s; redlnd ¢&isla, zatimco vlastni
vektory i, Bjr jsou obecné komplexni. V komplexni roviné tak vektory z a
& dostdvame jako soucet vektort otdcejicich se dhlovymi rychlostmi g; (resp.
s;), coz muze ponékud pripominat systém epicykli. Zde jde vSak o abstraktni
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komplexni matematicky prostor. Tabulka ukazuje vysledky soucasnych vypoctu
frekvenci g; a s; zalozené na Laskarovych vypoctech (pro osm planet bez Pluta).
Je vidét, ze sekuldrni periody se pohybuji zhruba od 45 tisic do 2 milion1 let.

v(” /rok) perioda(rok)

9 5.596 231000
g 7.456 174000
g  17.365 74600
g 17.916 72300
s 4.249 305000
g6 28.221 45900
g7 3.089 419000
gs 0.667 1940000
s1  -5.618 230000
so  -T.080 183000
s3  -18.851 68 700
sg  -17.748 73000
s5

se  -26.330 49200
s -3.005 431000
ss  -0.692 1870000

Byl to Henry Poincaré (1854-1912), kdo prvni ukdzal, Ze nekonetné fady,
na jejichz prvnf ¢leny se vypocty nebeské mechaniky omezuji, nekonverguji (resp.
nekonverguji v zddné oteviené mnoziné pocdteénich podminek). Ale tyto objevy
jiz sméfuji k problémum teorie chaosu, kterd zvlasté v poslednich t¥iceti letech
znatné ovlivituje piistup k nebeské mechanice, chapani jejich vysledki a dokonce
i zpusobu kladeni otdzek.

Nové vysledky nebeské mechaniky

Ve dvacatém stoleti se objevuji tzv. symbolické manipuldtory, nékdy téz poisso-
novské processory nebo algebraické manipulatory. Jsou to programy, které umi
pracovat se symboly a provadét zdkladni operace s Poissonovymi fadami. Ty
umoziiujf dalsf zvyseni poétu ¢lenti v nebeskomechanickych tadach. Napi. Laska-
rova sekuldrni teorie (sekuldrni zde znamend, Ze se zabyvd pomalymi zménami,
kratkoperiodické zmény o perioddch srovnatelnych s periodami planet jsou zde
odfiltrovény) obsahuje 150 000 ¢lent. Je to teorie druhého fddu, tj. bere v ivahu
¢leny do druhého stupné v hmotnostech planet a patého stupné, tj. zapocéitava
Cleny do patého stupné v excentricitach a sklonech.

Podobné manipuldtory se uzivaji pfi feSeni pohybu umélych druzic. Teo-
rie Mésice byly znovu prepocitany a byly opraveny nékteré nevyznamné chyby
(ve vyssich stupnich v excentricitdch a sklonech). Souéasné viak byla studovana
teorie resonanc{ a chaosu, nebot to jsou zdroje nekonvergence nebeskou mecha-
nikou studovanych fad a bylo tfeba ujasnit omezeni v pouzitelnosti takovych
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fad.

Je velmi tézké nastinit vliv teorie chaosu na soutasnou nebeskou mecha-
niku jen pro dcely dvodniho pfehledu, bez piislusné matematiky. V kratkosti
lze fici, ze kromé béznych feSeni soustav diferencidlnich rovnic, kterd jsou
vyjadfitelnd ve tvaru integralu (nazyvéme je feSeni reguldrni), existuji takzvana
feSeni chaotickd, kterd nelze pifevést na kvadratury. Protoze chaotické feSeni
nelze zapsat v uzavieném tvaru, v8echna feSeni diferencidlnich rovnic, kterd
znéme ze Skolskych pfikladt (napf. linedrn{ harmonicky oscildtor, problém dvou
téles, problém dvou pevnych center), jsou Feseni reguldrni. Ta maji tu vlast-
nost, ze pii malé zméné pocéitecnich podminek, se piislusnd dvé feSeni rozbihaji
linedrné s ¢asem. Pro chaotickd feseni se dvé blizké drdhy rozbihaji s ¢asem
exponencidlné. Koeficient \ stojici ve faktoru exp(At) charakterizujicim toto
rozbihéani se (ne zcela exaktné zavedeno) nazyva Ljapunoviv charakteristicky
exponent a charakterizuje stupen chaosu. Pro chaotickou drdhu lze tento koefici-
ent urcit numericky. Tj. mald zména pocatecénich podminek vede brzo k velkému
rozdilu v fesenich. Ulohy s jednim stupném volnosti (kde Hamiltonidn navic
nezavisi na ¢ase) maji jen FeSeni reguldrni. Nékteré tlohy se dvéma stupni vol-
nosti, mohou mit také jen regularnf feSeni, ale takové dlohy jsou jen vyjimecné.
Obecné problém se dvéma stupni volnosti m4 v jisté oblasti i feSeni chaoticka,
kterd mohou pathologicky prortstat cely fazovy prostor tak, ze v zddné oteviené
mnoziné nejsou jen fefeni reguldrni. Celkovy objem fazového prostoru zaujmuty
chaotickymi fesenimi vSak muze byt velmi maly, podobné jako racionalni ¢isla
v intervalu < 0,1 > tvofi mnozinu miry nula, pfesto vSak neexistuje oteviena
podmnozina tohoto intervalu, ktera by obsahovala jen iraciondlni ¢isla.

V nebeské mechanice stoji problém vétSinou tak, ze takzvany neruSeny
problém (napf. problém Slunce a planety, kde vzdjemné pisobeni planet za-
nedbame) je integrovatelny tj. mé jen reguldrni feseni. K integrovatelnému Ha-
miltonidnu pfiddme poruchu, kterd je velmi mal4 (napf. poruchovy Hamiltonidn
charakterizujici vzdjemné pusobeni planet). Ptdme se, nakolik muze mald po-
rucha ovlivnit regularitu feSeni. Kli¢ovou roli v pochopeni problému hraje tzv.
KAM teorém (Kolmogorov, Arnold, Moser, 1962-63), ktery tvrdi, ze v tomto
piipadé jde fazovy objem zaujaty chaotickymi feSenimi k nule, pokud jde ve-
likost poruchy k nule. Pokud tedy mame metodu, jak nalézt regularni feSenf,
napf. jako fadu, potom tato fada muZe v regularni oblasti dobfe charakterizo-
vat feSeni, v oblasti chaotické bude fada divergovat, feSeni nebude uzite¢né, ale
takovd oblast je mald. Ve skutec¢nosti vsak v planetdrnim systému hmotnosti
planet jsou pfilis velké, tato porucha neni tak mald, jak pozaduje KAM teorém.
Tj. KAM teorém nedokazuje, ze chaotickd oblast neni vyznamnd pro planetirni
systém.

Pro planetarni teorie je vyznamnéjsi Néchoroseviv teorém (1977), ktery
tvrdi, Ze po uréitou dobu, kterd roste exponencidlné s klesajici poruchou, lze
vyuzit jistych kvaziintegralu, které se tak po dlouhou dobu skoro zachovavaji.
Tyto kvaziintegraly 1ze uréit s pomoci prvnich ¢lenu fad pouzivanych v nebeské
mechanice. Nebudeme zde uvadét exaktni matematickou formu Néchorosevova
teorému, dulezité je , Ze se ukazuje, Ze lze vyuzit integrali, které mohou zustat
konstantni po dobu srovnatelnou s dobou existence slunecni soustavy.



xiv UVOD

Poincarého dikaz divergence fad nebeské mechaniky v kazdé oteviené
mnoziné pocatetnich podminek byl tak prvnim upozornénim na existenci chao-
tickych oblasti, i kdyz Poincaré tento termin nepouzival. Zdalo by se tedy, ze
kdyz je porucha mald, je vie v porddku. Pokud ov8em porucha roste, roste i ob-
jem chaotické oblasti. V této oblasti nelze nalézt analytické feseni, plati vsak
stdle véta o existenci feSen{ prochazejictho kazdym bodem fizového prostoru,
ale toto feSeni mizeme hledat jen numerickou integraci. Mal4 chyba e v koneéné
representaci redlnych ¢&isel na poéitaci nds v8ak dostava na chybnou, aé blizkou
drahu. Tato drdha exponencidlné utikd od drahy spravné, takze feseni m4 chybu
mens{ nez § jen pokud eexp(At) < § tj. t < In(5/€)/A. I numerické feseni tedy
lze pouzit jen pro jistou dobu, kterd je tim kratsi, ¢im je vétsi Ljapunovuv koe-
ficient A. Misto Ljapunovova koeficientu se ¢asto uziva jeho prevriacend hodnota
Ljapunovav cas Tp. Pfedchozi ivaha ukazuje, Ze numerické feSeni i pfi dvo-
jité ¢i ¢tyindsobné presnosti nemohou byt spolehlivd po dobu delsi nez nékolik
desitek Ljapunovych ¢asu. U planet je oviem pocdtecni chyba zpisobena hlavné
nepiesnou znalosti poéateénich podminek.

Nedavné vyzkumy Laskara, Wisdoma a dalsich ukazaly, ze drahy planet
ve slune¢ni soustavé jsou chaotické s Ljapunovym casem Tp ~ 5 mil. let
pro vnitini planety a T ~ 20 mil. let pro planety vnéj§i. To dava odhad
pouzitelnosti numerickych integraci. Zatimco mé smysl integrovat systém pla-
net po dobu deset milionu let, po¢ateéni chyba vzroste zhruba sedmkrét, in-
tegrace po dobu 100 miliond let nemd smysl, pocate¢ni chyba vzroste skor
pétsetmilionkrat. Proc se tedy v literatuie objevuji integrace po dobu nékolika
Gyr (10%et)? Tyto integrace nedavaji v zddném piipadé spravnou polohu pla-
net (zvlasté ne vnitfnich). Lze jich vsak uzit pro studium rychlosti difize
proménnych jako jsou excentricity nebo sklony planet. Laskar napf. provadél
integraci pro 8 planet po dobu -10 Gyr dozadu a 15 Gyr vpfed a zaznamendval
maximaln{ excentricitu pro planety v kazdém intervalu 10 Myr. Takto dlouh4 in-
tegrace (delsi nez existence sluneéni soustavy) nahrazuje v jistém smyslu nékolik
integraci s malou zménou pocatecnich podminek. Zatimco pro vnéjsi planety
zustdvala tato hodnota po celou dobu velmi blizkd konstanté, pro Venusi a
Zemi se mén{ jen v rozsahu 0.02, pro Mars jiz ¢in{ difize této veli¢iny 0.12 (ex-
centricita nabyvd hodnot az 0.2 a pro Merkura je tato difize 0.4 (excentricita
dosahuje hodnoty az 0.50). Je mozno argumentovat tak, ze at skuteény vyvoj
probiha jinak nez integrace, zaznamenané maximaln{ exkurze v excentricité bu-
dou zfejmé redlné, aé tieba nastanou jindy, nez ukazuje feSeni. Vyplnime-li
oblasti, kam se planeta pfi zjisténém rozsahu excentricit mize dostat, dojdeme
k zavéru, ze vnitini slune¢ni soustava je v podstaté plna. Navic oblasti Merkura
a VenuSe se piekryvaji, nelze tedy v budoucnu vyloucit jejich blizké setkani,
které by pravdépodobné vedlo ke ztraté Merkura.

V téchto skriptech se pokusime uvést studenty do klasickych problémi ne-
beské mechaniky. Budeme podrobné studovat teorii poruch a jeji aplikaci na po-
hyb planet, planetek, umélych druzic a stru¢né se dotkneme i teorie Mésice.
Budeme studovat souvislost tvaru télesa s jeho gravita¢nim polem a popis
pohybu téles v poli nepravidelného télesa. Zavedeme fadu specidlnich funkci,
které nebeskd mechanika s uspéchem pouziva. Podrobnéji se budeme zabyvat
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problémem t¥{ téles, jeho specidlnimi feSenimi libra¢nimi body. Budeme také
studovat problém resonanci, jejich souvislost s chaosem a celkovy vliv resonanci
na strukturu slunecni soustavy. Dotkneme se i problému chaotickych drah a
metod jejich studia.

Jako hlavni zdroj pro historicky piehled v tomto dvodu poslouzila kniha:
Z. Horsky, M. Plavec Poznavani vesmiru, Orbis Praha 1962. Price zminéné
v oddile Nové vysledky nebeské mechaniky byly vétSinou publikovany pouze
v Casopisech.
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Kapitola 1

Vybrané partie z teoretické
mechaniky

1.1 Princip nejmensi akce a Lagrangeovy rov-
nice 2.druhu

Podle némeckého matematika a filosofa Leibnitze je nds svét nejlepsi ze vSech
moznych svétl, a proto mohou byt pfirodni zdkony popsdny pomoci ex-
tremdlnich principt. Jednim z takovych principi je princip nejmensi akce, ktery
tvrdi, ze mechanicky systém se pohybuje tak, Ze jisty integral S (akce soustavy)
je extremalni.

Konfiguraci takového systému popisujeme pomoci n nezdvislych zobecnéngch
soutadnic q1,qs,-..,q,. Stav systému je tak charakterizovdn bodem ¢ € R"
(R™ je prostor n-tic redlnych &isel). Piedpokldddme, ze zobecnéné soufadnice
jsou voleny fyzikdlné rozumnym zptusobem a pi¥i pohybu systému se méni spo-
jité. Jestlize okamzity stav systému lze popsat n soufadnicemi, fikame, ze jde
o systém s n stupni volnosti. Pohyb systému v néjakém ¢asovém intervalu I C R!
je potom dan zobrazenim f : I — R™. Kazdému casu t € I je zobrazenim f
pfifazena n-tice soutadnic ¢ (t), g2(t), - .., qn(t). Obraz mnoziny I p#i zobrazeni
fje f(I) € R™ a nazyvame ho trajektorii v konfiguracnim prostoru. Budeme
pfedpoklddat, ze funkce g1 (t),...,qn(t) jsou dvakrdt spojité diferencovatelné
(tj- existuji jejich druhé derivace a jsou spojité. Prvni derivace ¢ (), .., ¢n(t)
pak nazyvame zobecnéné rychlosti. Princip nejmensi akce potom tika, ze kazdé
mechanické soustavé muzeme piifadit funkci L(q, ¢,t) (2n + 1) proménnych a
systém se v intervalu (¢1,t2) pohybuje tak, ze integral

s = [ Lla,d). 1) at (1.1)

t1

nabyva extremdalni hodnoty. Funkce L se nazyva Lagrangeova funkce soustavy
neboli Lagrangidn. Ve varia¢nim poétu se ukazuje, ze podminkou pro extrém

1

Stav a pohyb
systému

Lagrangian



Lagrangeovy rovnice
2.druhu

2 KAPITOLA 1. VYBRANE PARTIE Z TEORETICKE MECHANIKY

funkciondlu (1.1) jsou rovnice

4 () 2y a2
dt 6(],' 6(]1'
proi=1,...,n. Rovnice (1.2) jsou zndmé v mechanice jako Lagrangeovy rovnice
2.druhu. U konzervativnich soustav je Lagrangeova funkce rovna rozdilu T — V
kinetické a potencidlni energie.

Uz Newton vyslovil tzv. Newtonuv princip determinovanosti, podle kterého
je pohyb soustavy jednoznaéné urcéen pocateénimi soufadnicemi a rychlostmi.
To samoziejmé souvisi s tim, Ze Lagrangeovy rovnice (1.2) obsahuji nejvyse
druhé derivace ¢(t). Jde tedy o systém n rovnic 2.fddu, jejichz feSeni je ddno
jednoznatné 2n pocateénimi podminkami.

funkce F(q,t). Definujeme-li

Lt = Hain- T80 (1.9
ta | ta
potom . Ldt = /t1 Ldt - (F(q(tz),t2) - F(q(tl),tl)) ,  (1.4)

tedy akce S (odvozens od L) a S’ ( odvozens od L') se pro trajektorie zacinajici
v bodé ¢(t;) = a a kontic v bodé q(t2) = b lisf vzdy o konstantu F'(b,t2) —
F(a,t1). Extrém Si S se tedy realizuje na téze kfivce q(t).

1.2 Hamiltonovy kanonické rovnice

Zatimco konfigurace systému je uréena n zobecnénymi soufadnicemi, jeho dy-
namicky stav, tj. konfigurace spolu s dal§im vyvojem, je urcena 2n veli¢inami.
Proto se ¢asto zavadi 2n-rozmérny fazovy prostor. Stav systému je charakteri-
zovan bodem ve fazovém prostoru. Prvnich n soufadnic tohoto bodu je n zo-
becnénych soufadnic ¢;, druhou n-tici tvoi#i zobecnéné impulsy p; definované

vztahem

pi = 6L(qla Qia t)

' 2l

Pohyb systému ve fazovém prostoru je charakterizovdn zobrazenim I € R! —
R?". Trajektorie ve fizovém prostoru je potom mnozina g(I) C R?". Zatimco
jednim bodem konfigura¢niho prostoru prochdzi nekoneé¢né mnoho trajektorif,
bodem fazového prostoru prochdzi v daném okamziku prévé jedna trajektorie.
Pfedpoklddejme, Ze rovnici (1.5) umime vyfFesit vzhledem ke ¢. Tedy

‘ Op;
aq;

i=1,...,n. (1.5)

9L
0¢;0¢;

£0

#0 neboli ‘

Pak
(jj = Qj(qapa t) ) (16)
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je opét funkci 2n + 1 proménnych. Rozumi se tedy ¢ € R™, p € R™.

Hamiltonovu funkci, neboli Hamiltonidn zavedeme vztahem

q“pz zquz - q]7q.j7t) s (17)

kde v8echna ¢; napravo vyjadiime z (1.6) pomoci ¢, p. Potom je

" oL oL oL
dH =) (q'idpz- +pidg; — ~—dg; — —.dq'i) — - dt
P 0q; 0¢; ot

Cleny s dg; se vyrusi diky definici zobecnénych impulst.Uzitim Lagrangeovych
rovnic (1.2) na ¢len u d¢; dostaneme
- oL

AH = (Gidpi = pidgs) = 5-dt (1.8)
i=1

Odtud dostavame Hamiltonovy kanonické rovnice ve tvaru
OH OH
q; Op; Di s ( )

Pro vztah mezi derivacemi Hamiltonidnu a Lagrangidnu podle ¢asu davé (1.8)
vztah

OH oL
5 = (1.10)
Hamiltonovy kanonické rovnice muzeme chépat jako podminky pro extrém funk-
cionalu
12 12
S = ‘/t [szqz — H(qj,pj,t)] dt = /t Ldt (1.11)
1 1

kde funkce pod integralem je funkci 4n + 1 proménnych g;,p;,§;,pi,t- Neni
podstatné, ze nase funkce fakticky na p nezavisi. Podobné jako z extrému (1.1)
(kde funkce pod integralem zévisela kromé ¢asu na 2n proménnych) plynulo n
rovnic (1.2), z extrému (1.11) (kde pod integrdlem mame funkci, kterd kromeé
Casu zavisi na 4n proménnych) dostaneme 2n rovnic

n
. _ d OH _
dt@q j;p]qg ;quj—H = S+ -0,
Xn:pq e En:p-d-—H = G—-5F =0
dt 6]7 = 747 31?1' p= 747 7 op; ’

coz jsou pravé Hamiltonovy kanonické rovnice. Této skutec¢nosti vyuzijeme v od-
vozeni podminek, kde je transformace soufadnic a impulsu kanonicka.

Definice

Hamiltonovy
kanonické rovnice
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1.3 Kanonické transformace

Piejdéme transformaci zobecnénych soufadnic a impulsa p;, g;
q = q’l(QJ7PJ7t) i7j=172)"'7n

k novym soufadnicim a impulsim Q;, P;. Pfedpoklddejme déle, ze piislusny
determinant je nenulovy a zobrazeni (1.12) m4 inverzni zobrazeni

Qi = Qjlapit)

Podminku existence inverzniho zobrazeni je mozno snédze zapsat, zavedeme-
li oznaceni (z1,22,..-,22n) = (Qi,---yGn,P1,---,Pn) a podobné (Zy,Za,
veiyZon) =(Q1y---,Qn, P1,..., P,). Matice transformace (1.12) je potom
6zk
My; = —- 1.14
neboli 0 bn .
872, 023 " 0Zan
M=| (1.15)
(’“)-zlg; 0225
BEE e e

Predpokladame tedy, ze
|[M|#0 . (1.16)

Necht déle plati (1.9) a ptdme se, jaké podminky musi spliiovat transformace
(1.12), aby i pro nové proménné platilo

- ’ Pp=—" "7 1.17
Q P, ' 0Q; (40
s néjakou novou funkei H(Q, P, t). Pokud plati rovnice (1.17), nazyvéme trans-
formaci (1.12) transformaci kanonickou, nové soufadnice a impulsy nazyvéme
opét kanonické proménné a H je novy Hamiltonidn systému. Je-li transformace
(1.12) kanonickd, nabyva vedle funkciondlu S v (1.11) extrému i funkcionél

§:/tt2 (ZPZ-Q'i —F(Qj,Pj,t)) at . (1.18)

Pokud bychom do (1.18) dosadili ¢;, p; z (1.13), museji rovnice pro extrém funk-
ciondlu vést na stejné k¥ivky jako rovnice pro extrém (1.11). Podobné jako ve
(1.3) budeme tedy rozdil podintegrélnich vyrazu hledat jako derivaci néjaké
funkce F' (g, p, 1), kterd musi nynf zéviset na 4n + 1 proménnych.

n n
ZP'LQI _F(thjat) = sz(b - H(q]7p]7t) -
i=1 =1

d
_°F 1.1
” (¢,p,t) (1.19)



1.3. KANONICKE TRANSFORMACE 5

Rovnost (1.19) plati oviem nejen pii dosazeni za Q;, P; z (1.13), ale mtzeme v ni
diky souvislosti mezi p;, q; a Q;, P; zavést jiné dvojice proménnych, nap¥. ¢;, P;
a pomoci transformaénich rovnic vyjadiit i Q;(gi, Pi), pj (g, P;). Pak je ovem
i F' pouze funkei Fll (g, P;, t). Oznatili jsme ji indexem 1, abychom zduraznili,
ze jde o jinou funkéni zédvislost funkce F' na jejich tfech proménnych, i kdyz
samoziejmeé ) )

Fl(quPjat)zF (qjapj((I;P)at) . (120)

Rovnici (1.19) pak pfepiseme
n n o ,
ZPiin - Zpid%‘ =(H - H)dt-dF, , (1.21)
i=1 i=1

tedy

n

d (Zn: PiQi) - QidP; - Zn:mdqz' + (H - H)dt = —dF,
i=1 i=1

i=1
Koneéné polozime-li

n
R =F+) PQi ,

i=1
dostaneme . .
dFy =) QidP; + > pidgi + (H — H)dt (1.22)
i=1 i=1
odkud OF,(q, P,1) OF,(q, P, 1)
q, L, 1\q, I,
Qi — S\ 0 , pi=—F—— 1.23
OP; 0¢; (1.23)
. )
H=H —F . 1.24
+ EYRR ( )

Podaif-li se ndm tedy nalézt takovou funkci Fj (g, P, t) starych soufadnic, novych
impulsu a ¢asu, Ze vztahy (1.12) mezi novymi a starymi soufadnicemi je mozno
vyjadfit rovnicemi (1.23), pak je transformace (1.12) kanonickd a novy Ha-
miltonidn je ddn vztahem (1.24). Naprosto stejné jsme mohli za rovnici (1.19)
zavést misto F (g, P, t) funkci Fy(p, @, t) nebo F5(q, @, t), nebo Fy(p, P, t) a vyjit
z jiné dvojice proménnych nez ¢, P. Odpovidajici vzorce pak ukazuje ndsledujici
schéma:

Fi(g,Pt) :  pi=%2 Q=55 H=H+%

Bp,Q.t) : a=-57 P=-55 H=H+%

Fy(p, P,t) - qi=—‘3§j Qi =G5 H=H+22

Jinou mozZnost dukazu toho, ze transformace je kanonickd, ddva piimo rov-
nice (1.21). Dokdzeme-li napi., ze Y P;dQ; — Y pidg; je iplnym diferencidlem
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néjaké funkce F' (g,p,t), pak je transformace kanonickd a H = H. Pro transfor-
maci

q=\/ﬁsinQ ,
p=V2PcosQ (1.25)
mame
PdQ — pdg=PdQ — V2P cosQ (\/%sinQdP+\/2_PcostQ) =

=(1-2cos’ Q) PdQ — cos QsinQdP = d (—P cos @ sin Q)

Transformace (1.25) je tedy kanonickd. Ptitom nevadi, Ze nalezend funkce
(=P cos@sin Q) je vyjddiena v proménnych @, P a nikoli ¢, p. Pfechod ke ¢,p
by bylo mozno pomoci (1.25) vzdy udélat a dostali bychom funkci (—1/2pq).
Transformace (1.25) se v nebeské mechanice ¢asto vyuziva.

1.4 Lagrangeovy a Poissonovy zavorky

Dals{ moznost dokézat, ze transformace (1.12) je kanonickd, poskytuji Lagran-
geovy nebo Poissonovy zavorky.

Méme-li dvé funkce zobecnénych soufadnic impulsu a ¢asu f(q,p,t),
9(q,p,t), potom jejich Poissonovy zavorky jsou definovdny vztahem

—~ (0f 8g  Of 69)
) = of o9 _0f 99\ 1.26
(f:9) ; (afh Op;  Op; 0q; (1.26)
Zavedeme-li z € R?", Z € R?" o slozké4ch z1,..., 2%, Z1,. .., Zoy Stejnd jako

na zalatku odstavce 1.3, muzeme transformaci (1.12) zapsat jednoduseji
z = z2(Z,t) . (1.27)

Vztah (1.14) potom definuje matici M této transformace. Inverzn{ transformace
(1.13) je podobné
Z = Z(z,t) . (1.28)

Derivaci identity Z = Z(2(Z,t),t) podle Z; se snadno pfesvédéime, Ze inverzni
matici k M je matice inverzniho zobrazeni

9%

6= B (1.29)

(M)
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Zaved'me déle matici J typu 2n X 2n schématem

0 E™

kde E(™ je jednotkova matice typu n x n, tj. EZ(J") = 0;; (d;; je Kroneckerovo
delta, které je rovno 1 pro ¢ = j a jinak je nulové). Nula v (1.30) reprezentuje
matici typu n X n ze samych nul. V§imnéme si, ze

JJ =—E® neboli J!=-J . (1.31)

Chépeme-li (%f), (gg) jako 2n rozmérné sloupcové vektory o slozkach (%’%

of ﬂ dg . z - 1
- Baan resp. D21 " Dzan? potom POISSOHOVy Zavorky zapiseme

(f;0) = (Z—J;)T-J- (%) . (1.32)

Jsou-li zobecnéné soufadnice a impulsy funkci dvou parametri wu,v
(pFipadné i dalsich parametri), mizeme definovat Lagrangeovy zavorky

= 0qi Opi  0q; Op;
= - - ; 1.33
L5 v] ; (8u v Ov du (1.33)
Oznagime-li sloupcovy vektor o slozkdch 22 symbolem (22-) a podobné
zavedeme sloupcovy vektor (22), potom
9z \ " 0z
v = | — J [ — . 1.34
wi = () 7 (%) (1.34)

Pro transformaci (1.27) tvof{ matice Lagrangeovych zavorek tzv. Lagrangeovu
matici transformace

Lij = [2Z;] = (MT T M);; (1.35)
neboli
L=M"JM (1.36)
kde M je matice transformace (1.14). Protoze JT = —J je i L matici antisy-
metrickou
L= (MT M) = MTJT (M7 = MT (=) M = —L . (1.37)

Horn{ index T oznaluje transponovanou matici, tedy ze sloupcového vektoru dostaneme
transpozici vektor rddkovy.

Definice

Lagrangeova matice
transformace
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Vsimnéme si, Zze provedeme-li dvé transformace typu (1.27) za sebou, tj. p,q
- PO QM o P?) Q@) a matice prvni transformace je M; a matice druhé
transformace M,, potom matice vysledné transformace p,q — P?, Q® bude

M = M;,.M, (1.38)
Lagrangeova matice vysledné transformace bude
L=MT"JM=MIMLJM M, =M] L, M} . (1.39)

Tvrzeni. Transformace (1.27) je kanonickd, prdvé kdyz pro jeji Lagrangeovu
matici platf
L=p.J , (1.40)

kde 1 je redlnd konstanta p # 0. 2
Vsimnéme si, ze z (1.40) plyne uzitim (1.39), Ze slozenim dvou kanonickyjch

transformaci vznik4 opét kanonicks transformace. Provedme diikaz tvrzeni:
Transformace je kanonickd pravé kdyz existuje funkce F tak, ze plati

dF(Q, P, 1)

5 (1.42)

ZPQz H(Qi, Pit) = ZPiQi—H(Qi,pi,t)—
i1

Vezmeme-li

0g; 0g;
inZZ( 5 aQw + quk> ;
ke

oQk,
dostaneme
n 81
dF(@Q,PH) = Z s A dQJ+ZZp, dP +
j=1 \i=1 9Q; k=1 i=1
+ (ﬁ_H)dt

Podminka pro to, aby linedrni diferencidlni forma dF(Q, P,t) byla dplnym di-
ferencidlem, je

o0 p)_ 0§~ Ou
9Py (Z ) - Q; ;p’apk
[Qj, Pr] = 0j

2Vyskyt faktoru p neni podstatny, je mozno jej chipat jako dusledek volby §kély, napf.
v impulsech. Provedeme-li transformaci

p=uP , ¢=Q (ovéemi H=pH) |, (1.41)

vidime, Ze kanonické rovnice se pifendSeji i na carkované veliCiny a Lagrangeova matice trans-
formace p,qg — P,Q je pravé pJ. Vhodnou volbou §kdly v impulsech je vzdy mozno polozit
u = 1. Casto pravé jen transformace s u = 1 se povazuji za kanonické. Uvézeni p # 1 vede
k zobecnéni pojmu kanonickd transformace zahrnutim transformace (1.41). V dalsim budeme
uzivat transformace s y = 1, pokud nebude vyslovné uvedeno jinak.
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i Oq; Opi _ Ogi Opi\ _
< \oQ; 0P, ~ 0P, 0Q;) ~ "

Vzhledem k antisymetrii Lagrangeovych zavorek je matice L antisymetricka, tj.
je dokéazana ekvivalence kanoni¢nosti a vztahu

L=J ,

tj.
MTIM=J (1.43)

Cemu se rovna det(M) ? Nejprve ukdzeme indukci, ze detE(™ = 1:

1.
n=1 , ‘_01 (1]‘:1 ,
2.
‘ 0 E® _ (pym 0 E(-1) _
—E® 0 —E® 0
n—1
= e | P =
tudiz  det(MT)det(M) =1,
|det(M)|>=1 . (1.44)
Kanonické transformace (@ = 1) zachovdvaji fdzovy objem = integrédlni

vyjadieni Liouvilleova teorému, nebot plati nasledujici teorém :

Teorém. Méjme Hamiltonovu tlohu s H a po¢ateéni podminky go, pg. Necht
znéme Feseni ¢(t), p(t), pak transformace (go, po)— (q(t), p(t)) (“zprosttedkovand
feSenim Hamiltonovych rovnic”) je kanonicka.

Dukaz:
Pro t = 0 jde o identickou transformaci — trividlné kanonicka. Spoétéme
Poissonovy zdvorky pro ¢t # 0 :

E aims0) = (03250 + (a0:50)) =

= ((¢:; H); pj) + (@5 (pj; H)) = ((qi,pi), H)

= veli¢ina (g;, p;) se podél feseni kanonickych rovnic neméni, tudiz

(qi(t);pi(t)) = (qi(0);p;(0)) = ds;
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Transformace je opravdu kanonickd, protoze podobné jako jsme pomoci Lag-
rangeovych zdvorek zavedli Lagrangeovu matici transformace, miizeme zavést
pomoci Poissonovych zdvorek Poissonovu matici P transformace. V tomto
piipadé vyjdeme ze vztahu (1.28) a definujeme

0Z\" . (0Z;\ _ (.. T
(P)ij = (Zi, Z;) = (E) J (E) = (M J (M ) )ij (1.45)
neboli .
P=M1'J (M) . (1.46)
Okamzité je vidét, ze
PL = M 'JMYHY'MTIJM=MTTMM Y TM =
= M 'J?M=-E® | (1.47)
A (1.48)

Tedy (—7P) je inverzni matic{ k matici £. Transformace (1.27) je kanonickd prave
kdyz plati (1.40). Potom P = £~ = —J~' = J. Obdobou tvrzeni (1.40) (tj.
podminka kanoni¢nosti) bude:

Transformace (1.27) je kanonickd pravé kdyz

P=J . (1.49)

Poznamenejme jesté, ze maticim splitujicim rovnici (1.43) fikdme symplektické.
Matice kanonické transformace tudiz musi byt symplektickd. Snadno vidime, ze
jeli

MIgMy=J , MIJM;=J

pak i
My M) T J(MyMy) = MIME JM My = MY T My =7
2 My 2

tedy i soucin dvou symplektickych matic je symplektickd matice. Vezmeme-
li za M,y matici inversni k My tj. M| ! a matice M; je symplektickd, pak je
M = E®"_ M je tedy symplektickd a tedy i M~! je symplektickd. Inversni
transformace (jejiz matice je M ~!) ke kanonické transformaci je opét kanonickd
transformace. Protoze i jednotkova matice je symplektickd, vidime, ze symplek-
tické matice tvoii grupu.

Jak tedy otestujeme kanoni¢nost transformace? Spocéteme matici Lagran-
geovych (nebo Poissonovych) zdvorek (v libovolném sméru) a spliiuje-li £, P ~ J
pak je kanonickd a obracené.

1.5 Hamilton-Jacobiho rovnice
Hledejme vytvorujici funkci F(g, P, t) (tj. takovou transformaci), ze

H=0 . (1.50)



1.5. HAMILTON-JACOBIHO ROVNICE 11

Potom jsou nové soufadnice a impulsy stile konstantni jako dusledek (1.17).
Podle (1.24) méame tedy trividlni FeSeni

_ OF(q, P,t
7= Higpt+ LB g (151)
dosazenim z (1.23)
_oF
P= 3,
dostavame Hamilton-Jacobiho rovnici
OF OF
H(q,—(¢,P,t),t) + —(¢,P,t) =0 . 1.52
(g 6q(q ))+8t(q ) (1.52)

Resenf této rovnice hleddme jako funkci F(q, P,t) n zobecnénych souiadnic g,
n konstant P a ¢asu. V terminech teorie diferencidlnich rovnic to znamend, ze
nehleddme obecny integral parcidlni diferencidlni rovnice (1.52), ale jen tUplny in-
tegrdl, tj. funkci zdvislou na n+1 proménnych a n+1 konstantach. Ve skutecnosti
stati n konstant, protoze nalezneme-li takové feseni F'(q, P, t), pak posledni kon-
stantu mizZeme prosté piicist a F(g, P,t)+C je tplny integral. Reseni Hamilton-
Jacobiho rovnice se zjednodusi, nezavisi-li H explicitné na ¢ase. Casu v H se
muzeme ostatné vzdy zbavit pfiddnim jednoho stupné volnosti. Mizeme totiZ
definovat kanonicky problém s novym Hamiltonidnem nezavislym na case

H'(q,qn41,P,Pnt1) = H(q, D, qny1) + Pn1 (1.53)

pak je gn+1 = 1, tedy soutadnice g,+1 plyne stejné jako cas.

Pokud umime najit feseni Hamiltonovych rovnic pro Hamiltonidn (1.52),
nalezli jsme i feSeni pivodniho systému. Pokud tedy H nezavisi explicitné na
Case, je H integralem pohybu, jak plyne ze vztahu

(1.54)

A~ (0H, 0H.N 0H oW
dt op; pi 0q; ai ot Ot

Cleny s p a ¢ se vyrusi diky Hamiltonovym kanonickym rovnicim. Diky

predpokladu o explicitni nezavislosti H na Case je pak % = %—Iz = (. Tedy
H(q,p) =E
V piipadé nezdvislosti Hamiltonidnu na ¢ase muzeme psat F' = —Et + Fy(q, P)
a dosadime do (1.52).
OFy
H{q— )|=FE . 1.55
(+%52) (1.55)

Reseni Hamilton-Jacobiho rovnice je mozno snadno nalézt, je-li hamiltonian
napf. ve tvaru

H=f3(q3ap37f2(q27p27f1(q1ap1))) . (156)

Hamilton-Jacobiho
rovnice
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Pati{ sem napi. potencidl typu

nebot kineticky ¢len je

1 2 Pg pi
2p (pr Tt r2sin? 6

Probereme tento dulezity piipad kam spadd i centrdlni potencidl, s nimz se
setkdme v pfipadé problému dvou téles. Hamilton-Jacobiho rovnice

6F0 aFO 8F0
’ ) ) ) ) =F 1.57
f3(gs o f2(az 9% file Bql))) (1.57)

a predpoklddame separaci
Fo = Fi(qu, P1) + F3(q2, P1, P») + F3(q3, P, P3)

Rovnost (1.57) ¥ik4, ze jista funkce ®(q1, ¢2,93) = E vsude. Fixujeme tedy g2, g3,
ménici se ¢; nesmi porusit tuto rovnici = rozklad na diferencidlni rovnice

O0F
,—) = P - F ,
fl((h 8(11) 1 1
OF,
, —, P = P = F
f2(q2 6q2 1) 2 2
OF:
fa(@s, = P) = Py - F3
0gq3

tj. P; = E.3 Nové soufadnice jsou nyni

_OF _0F,
=55 = 9P =

Qi

= souhrn : obecné feseni hledané tlohy (s takto separovatelnym hamiltonidnem)
je v implicitnim tvaru déno :

dF;
_OF _0F _1 due

P = —— =3 d
Oqr  Oqr 2 D4 (qr, Pry Pr—1)

3Typicky - v klasické mechanice — jsou impulsy kvadratickou diagondlni formou v hybnos-
tech, proto tyto rovnice maji tvar

(ﬂ) = (bl(quPl) ; Fl(gl,Pl):/\/mdql

dg1

ar = Yr(qr, Pr, Pr1)

dF,\?
(qu) = Pul@ P Pe-t) Fk(q’“’P’“P’“—l):/ @ (qr, P, Pr—1) dax
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kde k = 1,2,...,n.

OF OF
Qk:B—Pk Q1 = 8—131((11,131):91((11,131)7
OF; OF;
Qu = (@1, Pev, Pi) + 5o (@, i Peo) =

= Qy1(@r+1, Pry1, Pr) + Qe(qr, Pr, Pr—1)
k=23,...,.n—1 |

oF OF,

Qn = B—Bl:t'i'a—P:(qnaPn:Pnfl):

= t"‘Qn((In;PmPn—l)
Kdybychom vzali Fy misto F', pak ), nebude konstantni nybrz linedrn{ funkce

¢asu, casovy vztah se pienese z transformace ¢, — @), do ¢asové proménnosti

@n-

1.6 Castice v jednorozmérném potencidlovém
poli

Céstice o hmotnosti m v jednorozmérném potencidlovém poli piedstavuje
systém s jednim stupném volnosti. Potencidlni energie U (¢) zdvisi na jediné
soufadnici ¢. Budeme ptedpokladat, ze U(q) je diferencovatelnd funkce ¢, lag-
rangian je potom

L=%¢-U) , (1.58)
zobecnény impuls,
oL
p=— =1mq 1.59
P=%g=m (1.59)
a hamiltonidn "
I:I=;5Q—L=2p—m+(7(q) . (1.60)

Protoze potencidlni energie je vétsinou (v pfipadé pouze gravita¢niho pusobeni
vzdy) dmeérné m, zavedeme

v =29 | -2 | g

- - (1.61)

Posledn{ dva vztahy pfedstavuji transformaci typu (1.41). Novy hamiltonidn

P2

H="+U() (1.62)
a p = ¢. Pokud U(q) uz dile nezdvisi na m (pfipad gravitaéniho pusobenf),
vidime, Ze pohyb Castice nezavisi na jeji hmotnosti. Na obr. 1.1 jsou schematicky
zndzornény fazové kiivky neboli trajektorie ve fazovém prostoru. Jsou zakresleny

pod grafem priubéhu U(q) tak, aby bylo vidét odpovidajici si vlastnosti.
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Ul

Obrézek 1.1: Trajektorie ve fdzovém prostoru pro jednorozmérny potencial U(q)

Protoze H = E je integrél pohybu, muzeme vyjadfit

1
p=%[2(E-U(9)]” - (1.63)
Mnozina bodu fazového prostoru, pro které plati (1.63) pro dané E, se nazyva
Krivka hladiny krivkou hladiny energie. 7 obr. 1.1 je ziejmé, Ze tato kiivka muze zahrnovat
energie nékolik trajektorii. Uvedme nékteré vlastnosti fdzovych kiivek a kiivek hladiny
energie.

1. Pro danou hodnotu E muze pohyb probihat jen v oblasti, kde E > U(q).
2. Ktivky hladiny energie jsou symetrické podle osy gq.

3. Body, kde U(g) mé maximum nebo minimum a p = 0, jsou staciondrni
body. Trajektorie je tvofena timto jedinym bodem. Nebot

§=0,U(@)|gyo =0 a ¢=0



1.6. CASTICE V JEDNOROZMERNEM POTENCIALOVEM POLI 15

4. Je-li E =U(qo) a (go,0) neni staciondrni bod, pak

dp

=t00 . 1.64
aq,, (1.64)

Body ¢¢ jsou body obratu trajektorie s danym E. V téchto bodech je
p = ¢ =0 a méni znaménko.

5. Je-li (go, 0) staciondrni bod odpovidajici minimu U (q), pak jeho dostatecné
malé okoli ve fazovém prostoru neobsahuje Zaddny bod kiivky drovné Staciondrni feSeni
téZe energie. Pro blizké vySsi energie jsou fiazové kiivky uzaviené okolo
staciondrniho bodu. P#i malém vychyleni staciondrniho bodu zstava
vychyleny bod trvale v blizkém okoli tohoto bodu. Proto staciondrni bod
odpovidajici minimu nazyvame stabilni stacionarni bod a odpovidajici
konstantni feseni stabilnim staciondrnim resenim.

6. Je-li (go,0) stacionarni bod odpovidajici maximu U(q), pak v libovolném
okoli existuji dalsi body kfivky drovné téze energie. Odpovidajici trajek- Separatrix
torie oviem neobsahuje bod (go,0), ktery sdm je samostatnou trajektorii.
Tuto trajektorii jdouci libovolné blizko ke staciondrnimu bodu a pattici
téZe kiivce hladiny energie nazyvame separatrizou. Smérnice teény k této
k#ivce hladiny energie v bodé gy je dana 3—2:

w pa 2 (%)

dg ¢dt  2H P ’
coz je oviem vyraz typu 0/0. Pouzitim L’Hospitalova pravidla obdrzime

dp _ %%'_ﬁ (Qﬁzz_WU

=T a 2
dg = dg 0q
dp 02U
— =4, /- 1.65
dg 0q? o ( )
7. Z Hamiltonovy kanonické rovnice dg/dt = p dostaneme
1
dt = ——dq
p(g, E)
Byla-li v ¢ase ty soufadnice ¢ = gg, potom
h d
t—m:i/———l——i. (1.66)
[2(E-U(9))]?

g0

Tento integral je zdkladem feSeni (obecné feseni) vSech jednorozmérnych
uloh. V piipadé neasymptotickém (rovnice E — U(q) = 0 m4 dva kofeny
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a, B a qo € {a,3)) je feSeni periodické, ¢(t) tedy muzeme hledat ve tvaru
Fourierova rozvoje. Piejdeme-li od ¢t — ¢

t
)= [ cawyar .
0
kde )
_[B=qlg—a)]*
¢la) = [ 2 - U(Q) ] !
potom

(%) =60~

s jednoduchym fe§enim

- %(54-(1) — %(ﬂ — a)cost

Jelikoz q(%) je jednoduse periodickd funkce (sud4), lze rozvinout G' do
tvaru

oo
=Zuncosnf , kde

=1|~

™
/ G(q(t)) cosntdf
0
a teSeni zbyvajici rovnice je
oo
t = ol + Z/\nsinnf , Ap = —
n=1
Tedy algoritmus feSeni:
a) nalezeni (a, )

(a)

(b) nalezeni E = H(p,q)lo

(c) g=3(B+a)— 2(B—a)cost
)

(d) nalezeni Fourierova rozvoje

:%/ [‘iéq-)(é(‘q)‘?)rwsnfdf |

kde ¢ = q(?)
(e) pak t =t(f) = vol + Y oo | Ansinnd, A, = 2vp/n
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Pro dostate¢né rozumnou tfidu potencidlt se d4 ukizat stejnomérnd kon-
vergence vSech téchto fad (stejné tak lze nalézt asymptotické typy feSeni
g~ t* aproq— oo...). Perioda nalezeného feseni je

B

dg
T=2] —M— . 1.67
a/[2(E—U(q))] 190

8. Je-li Ey energie odpovidajici minimu funkce U(q)|q=q,, ktery je stabilnim
stacionarnim bodem, pak plat{

[N

2w

T(E — Ey) —» ——
+U"(qo)

kde druhd derivace potencidlu podle g je uréena ve staciondrnim bodé gq.
Interpretace: perioda malych kmit kolem rovnovizné polohy — u malych
kmit matematického kyvadla

1
U = —§w2 cos ®

2w
U'0)=w = Tyalych kmita = —

w
nezavisi na amplitudé.*
9. Piipad matematického kyvadla (p, ®) (obr.1.2):
1,
Hzip —k cos®=F
(a) Pro E < k jde o periodicky pohyb s

d®
[2(E—kcos®)]

Tp =2

Nf=

O~

kde & fesi —kcos® = FE a ® € (—d,d).
(b) Pro E > k jde o feSeni s & monoténné rostoucim nebo klesajicim.
(c) Separatrix ma rovnici (E = k):
p=V2kv1+cos® |,
podle (1.65)

Pl Theos|,_, = +VFE
do P P=+7

4Viz Galileova lampa v Pisanském dému.
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Obrézek 1.2: Plné matematické kyvadlo

10. Hamilton-Jacobiho rovnice (1.55) pro hamiltonidn (1.62) davéa pro p > 0

OF,
oq = TVAE-UW@) (1.68)

tedy
FO:/\/2(E—U(q))dq . (1.69)

Hamilton-Jacobiho rovnice umoziiuje zavést proménné Qg, Py = E tak, Ze

Akéni proménné Qo se méni linedrné s tasem. Casto se vSak zavad{ tzv. akéni proménné
Q, P tak, ze P je opét konstantni a je n&jakou funkci energie P(E). @
je opét linedrni funkci casu a sice takovou, aby () vzrostlo o 27 pravé
za periodu T uréenou (1.67). Protoze po dobé T se soustava nachézi
v puvodnim stavu, je potom @ (které se zvétsi o 27) dhlova proménnd,
kterd se pro kazdou periodickou trajektorii ménf rovnomérné s periodou
rovnou periodé odpovidajici trajektorie.
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11.

Polozme
P(E):%Q/./z(E—U(q)) dg , (1.70)

tedy novy zobecnény impuls je roven plose uzaviené periodickou fazovou
trajektorif délené 27. Pak i energii je naopak mozno vyjadfit jako funkci
P:

E = E(P)

Vezméme vytvotujici funkci kanonické transformace ¢,p — Q, P

%@m=/'2wwrwm»@. (1.71)

Potom novéa soufadnice je

6ﬁ0(qap) / g_IED‘
Q= = dg . 1.72
o=/ 2EP) -Ulg) )

g0

Podle (1.70) a (1.67) je vsak

oP 1 1 T
3_E_;ql/ 2(E—U(q)) M )
Tedy
Q= 2%620 (1.74)
a Casova zavislost o
Q) = Q(0) + - (t—to) - (1.75)

Vyuzili jsme toho, Ze Qg = 1. Vysledek (1.75) ostatné plyne i pfimo z ka-
nonické rovnice OH OE(P) 2
. m
CO=3p="ar - T
Akéni proménné (), P se uplatiiuji zvlasté v teorii rotac¢né orbitdlniho po-
hybu nepravidelnych téles.

Poznamenejme jesté, ze doba pohybu po separatrixe do staciondrniho
bodu musi byt nekonecna. To plyne z véty o jednoznalnosti FeSeni
obycejnych diferencidlnich rovnic. Jinak by totiz staciondrnim bodem
prochézela ve fizovém prostoru dvé feseni.
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Kapitola 2

Problém dvou téles

2.1 Pohyb castice v poli centralni sily

Mgjme dva hmotné body o hmotnostech m;, my a polohovych vektorech Rl,
Rs. Potencialni energie U systému necht zdvis{ pouze na velikosti relativniho
polohového vektoru

F=Ry— R . (2.1)
Lagrangin tohoto systému bude zdviset na Sesti zobecnénych soufadnicich (3
slozky ﬁl a 3 slozky R}) a jejich zobecnénych rychlostech

1 52 1 5 2
L= EmlRl + EmQRQ — U(T’) , (22)
kde r = |¥|. Zavedeme-li vektor tézisté soustavy
- 1 _ _,
R= E[mlRl + maRs] (2.3)
kde
m=mi+msy , (24)

muzeme Lagrangidn vyjadfit v jiné Sestici proménnych, totiz ve slozkéch vektora
7 a R. Protoze

R=R-=27 |,
m

R=B-"7 (2.5)
m

dostaneme dosazenim do (2.2) po kritké dprave

1 %2 1 .
L= imR + E,uf'z -U(r) (2.6)
kde redukovand hmotnost
= m2 (2.7)
= +ms '

21
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Oznagime-li slozky vektoru K — [X,Y, Z] a slozky vektoru 7 — [z,y, z] pak hned
vidime, ze X, Y, Z jsou cyklické soufadnice (Lagrangidn zdvisf jen na X,Y’, Z,ne
vsak na X,Y,Z) . Z Lagrangeovych rovnic (1.2) vidime, ze X, Y, Z jsou konstanty

X=a ,Y=a, ,Z=a, . (2.8)

X=agt+b, , Y=ayt+b, , Z=ua,t+b, , (2.9)

coz je zakon zachovani tézisté. Pohyb vektoru R je tak vyfeSen a zbyvajici tii
stupné volnosti odpovidaji vektoru 7. Zvolime-li poc¢atek soufadné soustavy, ve

by =b,=0aX =Y = Z = 0 stéle. Lagrangidn pro uréeni ¢asové zavislosti
je potom

1 .
L= 5,”*2 —U) . (2.10)

Relativni vektor 7 v systému dvou téles se tedy méni pfesné tak, jako by se
ménil polohovy vektor 7 bodu o hmotnosti g v poli centrélni sily U(r) .

2.2 Zakon zachovani momentu hybnosti

Lagrangeovy rovnice pro lagrangian (2.10) davaji

. U T
ur = _W; s (211)
nebot
2 (2L o
ot \ or or

Odtud plyne:

Teorém. Téleso se pohybuje v poli centralni sily s konstantnim momentem
hybnosti
M =7 x ur

Dukaz:
Dostaneme okamzité derivaci M podle ¢asu
aM . ) .
Hzf’xm"%—i‘xm":o . (2.12)

V obou vektorovych souéinech ve (2.12) mame diky (2.11) vektory stejného
sSméru.
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Snadno se pfesvédéime, ze definujeme-li momenty hybnosti jednotlivych
bodu v problému dvou téles, dostaneme jejich sectenim opravdu moment M.

Vyuzijeme pfitom (2.5) a faktu, ze R=0,E=0

i = - = meo , Mo my, MMy,
miBRy X Ry + maRy X Ry = ml—rx—r-I-mg—rx—r:
m m m m
_ Mim2 S =
= (mi+me)(Fx7) = pixi=DM
m?2

Zakon zachovani momentu hybnosti pfedevSim ukazuje, ze pohyb v poli
centralni sily probiha v roviné. Vektor 7 je stale kolmy na konstantni vektor
M. Zvolme osu z ve sméru vektoru M a zavedme polarni soufadnice v roviné
obéhu. Tedy

= (rcosp,rsing) = (z,y)
= (rfcosp —r@sing,rsing +rocosyp) = (4,9)

ey

Odtud snadno uréime, ze tteti slozka vektoru M , kterd je pfi této volbé os rovna
velikosti vektoru M (tj. M, = M) je

M = Mz = p(zy — yi) = wr’g . (2.13)

Lagrangian (2.10) bude mit v polarnich soufadnicich tvar
1
L= 5u(ﬁ +r29?) - U(r) . (2.14)

Vidime, ze ¢ je cyklickd a odpovidajici Lagrangeova rovnice (1.2) je

ddL d

¢emuz opét odpovida zdkon zachovani momentu hybnosti
ur*p = M = konst. (2.16)

Lagrangeova rovnice pro r davad

d o _ 1 ou
—r =7 . 2.17
dt 4 T oor (2.17)
Uvéazime-li, ze plocha opsand privodi¢em (vektorem 7) v obézné roviné zavisi
na pootoceni dy vztahem

1
dP = Erzdgo ,

pak zména plochy opsané priavodicem za jednotku ¢asu (neboli plosnd rychlost)
je
P 1,
— = —r7p . 2.18
it (2.18)

Plogn4 rychlost
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Vv M0

i i S S P r
o et
//
" 2
/ M=0
!
Obrazek 2.1: Jednorozmeérny efektivni potencidl V (r) = %%2 - Gmmz

Teéleso se v centralnim poli pohybuje tak, ze plosna rychlost pruvodice je
konstantni. Tento zdkon vysloveny pro pohyb planety v gravitaénim poli Slunce
nazyvame 2. Kepleriv zdkon, nékdy téz zakon ploch. Zduraznéme, ze zakon
ploch plati pro libovolné centrdlni pole a nikoli jen pro potencidlni energii

mimsz

pm
Ulr)=-G— =-G 2.1

kterd popisuje gravitaéni pusobeni dvou hmotnych bodi o hmotnostech p,m.
Konstanta G v (2.19) je gravita¢ni konstanta. Na rozdil od 2. Keplerova zdkona
plati 1. a 3. Keplertuv zdkon jen za pfedpokladu (2.19).

2.3 Pohyb v centralnim poli

Zavedeme-li postupem definovanym v 1l.kapitole zobecnéné impulsy py,,pr
k soufadnicim ¢, r, dostaneme z (2.14)

pr=pi , pp=priop=M (2.20)

1p2 1p2
H=-"4 2% . 2.21
2p t o tUO (2.21)

Protoze H nezavisi explicitné na ¢ase, mame dalsi integrdl H = E. V Hamilto-
nové rovnici pro r se nebude vyskytovat ¢, a protoze p, = M =konst., vidime
srovndnim (2.21) s (1.60), Ze pohyb v r probih4 stejné, jako kdyby se &astice
hmotnosti g pohybovala v jednorozmérném efektivnim potencidlu (viz obr.2.1)

1 M?

Ualr) =U) + 5705 (2.22)
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Z integrilu H = E muZeme vyjadiit p,

D=

pr=pr == [2M(E - Uef)] ) (2.23)

neboli pro p, > 0

dt = dr . (2.24)

2u(E—U e(r)]?

Jde opét o zdkladn{ rovnici pro feSen{ jednorozmérnych tdloh (1.66). Rozdil je
jen v tom, ze nebyla provedena transformace (1.61), odtud faktor p u energie.
Pro konkrétn{ tvar U(r) je pak mozno provést rozbor podobné jako v kapitole
1.6, tj. nalézt piipadné body obratu, periodu mezi nimi atd. Rovnice trajektorie
v konfigura¢nim prostoru 7(y) plyne ze vztahu

dr_dr1_ e dr
dp dt ¢ M dt
Uzitim (2.24) tedy

r

Y — o :/ % [Q,u(E—U(r)) - — dr . (2.25)

To

2.4 Binetuv vzorec

Jiny ztsob uréeni tvaru drédhy r(p) umoziuje Binetiv vzorec. Dostaneme jej
tak, ze do rovnice (2.17) zavedeme misto €asu novou nezdvislou proménnou
¢ a misto z4vislé proménné r zavedeme novou zavislou proménnou v = 1/r.
Derivovani podle ¢asu nahrazujeme

dt = Ydp T dp

d . d M d_ M,d
po de

Proto misto # budeme mit

sod (AN _M ,d M,  1\du] =M%
Cdt \dtw/)  p o de | p w2 ) do|  p2 de?

urg? nahradime opét ze zékona zachovani hybnosti

L M2 M,
prot = — = —u
pr p

Zavedeme-li dédle pro funkci (agff)) vyjadienou pomoci u oznaceni F'(u), do-

staneme ze (2.17) Binetav vzorec ve tvaru Binetuv vzorec

M2 9, 1 - _F(u
TU (u +u)=-F(u) , (2.26)
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kde ¢arkou oznacujeme derivaci podle ¢.
Vyjadieme jesté kinetickou energii 7" pomoci u a u

1 e a1 M2 A 1N\ M2 L M,
T—iu(r +rcp)—§plﬁu o +Fu ——[(u)+u].

2.5 Keplerova tiloha

Keplerovou tlohou nazyvame problém dvou téles s potencidlni energii (2.19).
Pro uréeni tvaru drahy pomoci Binetova vzorce nejprve uréime funkci F'(u)

Z Binetova vzorce potom plyne

" _ Mm
U +u _GM2 ,

(2.28)

coz je linedrn{ diferencidlni rovnice 2.fddu. Obecné feSen{ je souttem obecného
feSen{ rovnice homogenni (tj. bez pravé strany) a partikularniho Fesenf rovnice
S pravou stranou
fPm

u =G e (1+ecos(p — o)) - (2.29)
Zde e,y jsou dvé libovolné integraéni konstanty. Budeme v§ak piedpokladat
e > 0. Pokud by totiz bylo e < 0, miuzeme vzdy o zvétsit o m a dosdhnout
toho, ze e > 0. Rovnice (2.29) davé pro r zdvislost

M2

Gu2m
1+ ecos(p — o) (2.30)

7 analytické geometrie je znadmo, Ze rovnice

p
=— 2.31
4 1+ecosy ( )

je rovnici kuzelosecky.

e Pro e < 1 jde o elipsu, jejiz velkd poloosa a souvisi s p vztahem

p=a(l—e€?) , b=ayl—e2 , (2.32)

kde e je excentricita elipsy a b je mald poloosa. Ohnisko elipsy lezi
v pocatku soutadnic a stied elipsy je od pocatku vzdélen o ae = €.

e Pro e =1 je (2.31) rovnici paraboly.
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e Pro e > 1 je (2.31) rovnici vétve hyperboly. Tentokrat plati
p=ale’*-1) , b=aver—-1 . (2.33)

Dochédzime k 1. Keplerovu zdkonu: Koncovy bod 7 v Keplerové iloze opisuje
kuzelosecku s ohniskem v pocatku.
Z rovnic (2.27) a (2.30) dostaneme pro energii

M2 G2 utm?2 A
E=— ZHM [e? sin® (¢ — o) + 1 + 2e cos(p — o) + € cos(p — po)] —

2u  M*
Gu’m
—Gum e [1+ ecos(p —o)] , tedy
G?13m?
E=—"——(&2-1) . 2.34

L e -1) (2:34)
Vidime, ze pii eliptické draze je E < 0, pii parabolické je E = 0, pii hyperbolické
je E>0.

Odvod'me nyni vztah mezi a, e na jedné strané a M,E na strané druhé. Tento
vztah je dulezity, protoZe umoziiuje napf¥. z pocatec¢nich rychlosti a soufadnic
urdit a, e prostiednictvim M, E.

1. Je-li E < 0, je dréha elipsa a z (2.30), (2.32) a (2.34) mame

M? 1 Gu’m 2
G == F D= (=) == F atedy
Gum Gum
E=-70"= | a=-T (2.35)

Z energie uréime nejen charakter pohybu, ale i velkou poloosu. Z (2.30) a
(2.32) vyjadiime moment hybnosti jako funkci e, a

M? = Gp*ma(l —€?) | tedy

M =py/Gma(l—e?) . (2.36)

Naopak excentricita vyjadiend pomoci M a E je

2EM?

2 _
=1+ e

(2.37)

2. Pro parabolickou drdhu je E = 0 a e = 1, parametr p je (2p je &itka
paraboly méfend v ohnisku kolmo na osu)

M2

= —— 2.
GiZm (2.38)

p

1. Kepleruv
zékon



3. Kepleruv
zakon
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3. Pro hyperbolu je E > 0 a (2.33) spolu s (2.30) a (2.34) davé

Mz, 1 Gp’m o Gum
Gam ~ €D = =T 1) =50
tedy
_ Gum _ Gum
E= 5 0 4T op (2.39)
z (2.34)
Gma(e?—1) (2.40)

a pro excentricitu pomoci M, E méme opét (2.37).

Odvod'me jesté 3. Keplertiv zéklon dévajici do vztahu obéznou dobu T a
velkou poloosu a pro eliptickou drdhu. Protoze plocha elipsy je mwab, musi platit

dpP
TE =mab = ma*y/1—e2 . (2.41)
Podle (2.18) souvisi plogné rychlost s M uréenym (2.16)
e _ 1 4
dt  2p

Dosadime ze (2.36) za M a (2.41) davé

%VGma(l —e2) = ma’\/1—e?

odkud -
a m
— = 2.42
T2  4n2 ° (242)
coz je 8. Kepleriv zdkon. Nékdy zavadime stfedni pohyb n vztahem
27
== 2.4
n=2 (2.43)

Tedy stfedni pohyb je thlova rychlost, se kterou by se musel pohybovat bod
po kruznici, aby jeho perioda byla rovna T. Pak je mozno 3.Kepleruv zikon
piepsat do tvaru

n*a®*=Gm=%k . (2.44)

2.6 Keplerova rovnice

Pro urcéeni ¢asové zavislosti polohy bodu na eliptické draze je mozno vyuzit
(2.24), odkud integraci pro Keplerovu tlohu dostaneme v kazdém intervalu mo-
notonni zmény r

T

t—to = / dr o (2.45)
oo [2(B+GmE) - AL

u2r2
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1. Elipticky pohyb
Zavedeme-li do jmenovatele (2.45) misto integra¢nich konstant E, M kon-
stanty a,e pomoci (2.35) a (2.36), dostaneme

r

a \3 rdr
t—to= (=) /[_(T_a)”aw]% : (2.46)

To

Integral typu (2.46) je mozno Fesit substituci nové proménné v vztahem

r—a = —aecosu , (2.47)

dr = +aesinu du

Zvolime pocatek odeéitani Casu to = 0 v okamziku, kdy up = 0, coz

odpovidé rg = a — ae, tedy v okamziku, kdy je bod v nejbliz§im vrcholu Pericentrum
elipsy k ohnisku. Tomuto bodu fikame pericentrum. V oblasti 0 < u < =

a tedy i rostouciho r dostavame

3Nz
t—toz(;—m) /(l—ecosu)du . (2.48)

0

Integraci (2.48) a zavedenim n z (2.44) dostaneme Keplerova rovnice
nt=u—esinu . (2.49)

Tuto rovnici nazyvame Keplerovou rovnici. Snadno vidime, ze plati v celém
oboru u tj. i kdyz sinu je zaporny a r tedy klesd. Jde o transcendentni
rovnici. Regenf Keplerovy rovnice spoéiva v nalezenf u(t). Toto fesent, jak
uvidime pozdé&ji, se provad{ vétsinou numericky (napf. itera¢ni metodou)
nebo pomoci fad. Jestlize k danému ¢ urcime feseni u Keplerovy rovnice,
muzeme uréit r z (2.47). Veli¢ina Stfedni anomélie

l=mnt (2.50)

se nazyvéa stiedni anomdlie. Jak plyne z vyznamu n (2.44), je | Ghel opsany

pruvodic¢em pii rovnomérném kruhovém pohybu o téze periodé jako je

perioda pohybu eliptického. Veli¢ina u se nazyva excentrickou anomalii. Excentrickd a prava
Konecné thel skutetného pruvodic¢e bodu na orbité s pruvodicem k peri- anomaélie

centru elipsy oznatme v = ¢ — ¢ (pfipoménme, ze to byl zvolen jako

okamzik prichodu pericentrem) a nazyvame ho pravou anomdlii.

Zavedeme soustavu sutfadnic z,y s pocatkem v ohnisku F' elipsy, osu x
volime ve sméru k pericentru, osu y tak, aby pohyb od pericentra zacinal
v prvnim kvadrantu soustavy. Oznatime-li okamzitou polohu koncového
bodu vektoru A a stied elipsy S (obr.2.2), potom excentrickou anomalii
u je téz mozno zavést jako orientovany thel u = ZFSB, kde bod B jsme
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_ B
——
Y A
u |
n vV |
S F | x

Obréazek 2.2:

dostali jako prusecik kolmice na osu z vedené bodem A s kruznici o po-
loméru a a stfedem S. Takto zavedené u skute¢né spliiuje prvni z rovnic
(2.47), nebot jak plyne z (obr.2.2)

ae + rcosv

=— 2.51
cosu . (2.51)
a protoze
1—e¢? 1
:M = Cosv 21(1—62)—— , (2.52)
1+ ecosv er e

dosazenim za cosv z (2.52) do (2.51) dostaneme

cosu = 27 , (2.53)
ae

coz je pravé (2.47).

Vztah mezi pravou a excentrickou anoma4lii plyne ze srovnani soufadnic
z,y bodu A vyjadfenych pomoci téchto anom4lii.

x = rcosv =a(cosu —e) , (2.54)

y = rsinv =ay1—e2sinu
Uvézenim (2.53) ve tvaru
r=a(l —ecosu) , (2.55)

dostaneme

cosu —e . V1 —e?sinu
cosy = —— , siny = ——— (2.56)
1—ecosu 1—ecosu
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nebo naopak
e+ cosv sinwv
=_——" , si =v1-e2—+—+— . 2.57
cosu 1+ ecosv sm € 1+ ecosv ( )

Vétsinou se vSak pro vztahy mezi anomdliemi pouzivd tangenty po-
loviéniho dhlu. Uzitim (2.56) dostaneme

a U sin® 2 1 —cosv 1—ecosu — (cosu —e)
tg® - = = = =
2 cos?% 14 cosv 1+ cosu +cosu —e
(1—cosu)(l+e) 1+e ,u
(1+cosu)(l—e) 1—e &3
Odtud
v 1+e, u
tg— = tg — 2.58
85 T8y (2.58)

pfitom 3 a 3 jsou stédle ve stejném kvadrantu.

Pro urceni okamzité polohy bodu na eliptické draze, uré¢ime nejprve pro
dany cas t odpovidajici stiedni anomdlii I/, feSenim Keplerovy rovnice
uréime excentrickou anomdlii  a kone¢né ze (2.58) muZeme uréit pra-
vou anomadlii v. Soufadnice z a y muzeme urcit z (2.54).

2. Obdoba Keplerovy rovnice pro parabolickou drahu
Vyjdeme opét z rovnice (2.45), kam dosadime E = 0 a zavedeme p z (2.38).

.
rdr

VI =5
%

t—to=(Gm)™? (2.59)

Integraly tohoto typu fe§ime substituci nové proménné o

Vpo = /2r—p (2.60)

dr = podo
Tim pievedeme (2.59) na
(?)3 30
tto= |22 /(1+02)da . (2.61)
0

Po integraci dostaneme obdobu Keplerovy rovnice pro parabolicky pohyb

1

Gm ] ’ (t—to) . (2.62)

2(3)°

2
Vztah mezi ¢ a v, tj. obdobu (2.58) pro parabolicky piipad dostaneme
srovndnim r z (2.60) a (2.31) se = 1.

]‘3
+_
g 30

1 2 1-—
P =_p(l+0%) = %= —1= o8 v = tg?

1+ coswv 2 1+ cosv 1+ cosv

NS
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Tedy
v
o =tg 5 - (2.63)
Opét je tfeba nejprve fesit transcendentn{ rovnici (2.62) a potom uréit v
z (2.63).

3. Obdoba Keplerovy rovnice pro hyperbolickou drahu
Zavedeme-li do (2.45) s kladnym E > 0 velitiny a,e z (2.39) a (2.40),
dostaneme integral

T
a \3 rdr
t—t0:(67)2/n . (2.64)
m / [(r + a)? — a2e?]?
Tento integrél fesime substituci veli¢iny f misto r
r+a = aecoshf , (2.65)
dr = aesinh fdf

Pak
f

t—ty = (;—;)é/(ecoshf—l)df
0

Obdoba Keplerovy rovnice pro hyperbolicky pohyb tedy zni

1
. Gm)\?
esinhf — f = (a—3> (t—to) . (2.66)
Srovndme-li vyraz pro r pomoci pravé anomalie a (2.65), dostaneme
a(e? —1)
— = hf—1
1+ ecosv a(ecoshf—1) -,
odlud e+ cosv
hf=—— 2.67
cosh f 1+ ecosv ( )
Tedy
. h2i _sinh®f e/ —24e coshf-1
B2 T cosh®’f e/ +24+e /" coshf+1
_ e+cosv —1l—ecosv  (e—1)(1—cosv)
~ e+4cosv +14ecosv  (e+1)(1+cosv)
_e-1 ,u
 e+1 &5
v e+1 f
tg— =4/ ——tgh= . 2.
85 P (2.68)

To je obdoba vztahu (2.58) pro hyperbolicky pohyb. Postup urceni polohy
bodu na hyperbole pro zadany ¢as t je opét obdobny jako v ptredeslych
piipadech a musi mu pfedchdzet feseni transcendentni rovnice (2.66).
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2.7 Elementy drahy

rangian systému se 3 stupni volnosti. Necht X, Y, Z jsou osy inercidlni soustavy
s pocatkem T'. Takovou soustavu budeme znagcit [T, X,Y, Z]. Soufadnice vektoru

protoze soufadnice tézisté jsou nyni stale 0 a v dalsich rovnicich nebudou vystu-
povat. Soufadnd soustava [T, z,y, z] zavedend v kapitole 2.2 byla zvolena tak,
aby obéznd rovina splyvala s rovinou (z,y). Zatimco M, = My, =0a M. = M,
slozky Mx , My, Mz jsou obecné viechny nenulové.

Lagrangeovy rovnice (3 rovnice druhého faddu) maji feSeni obsahujici 6 in-
tegracnich konstant. Jsou to napf. energie E, tii slozky vektoru momentu hyb-
nosti M = (Mx,My,Mz), dhel @y pericentra od zvolené osy v obézné roviné
(v kapitole 2.6 jsme osu z volili ve sméru k pericentru, tedy ¢o = 0) a okamzik
pruchodu pericentrem t. Zatimco E a velikost M urcuji tvar drdhy (tj. e,a
u elipsy a hyperboly pro E # 0 a p pro parabolu pii E = 0), ur¢uje smér vek-
toru M polohu obézné roviny. Misto téchto Sesti konstant se ¢asto zavadi jina
Sestice integra¢nich konstant I, Q,w, a,e,ty. Tyto konstanty se potom nazyvaji
elementy drdhy. Prvni element I je sklon drdhy. Je to dhel roviny (z,y) s rovinou
(X,Y). Piesn&ji jej definujeme jako thel vektoru M s kladnym smérem osy Z.

M
cosl = =z

(2.69)
Tento dhel je tedy v intervalu I €< 0,7 >. Druhy element ) se nazyva délka
vystupného uzlu. Uzlovou pfimkou p nazyvame prasecnici roviny (z,y) a (X,Y).
Ptimka p protind kouli & o jednotkovém poloméru se stftedem v T' ve dvou bodech
Q,0. Tyto body nazyvame wuzly drdahy. Bod €2, ve kterém soufadnice Z roste,
se nazyva vystupny uzel (bod U je potom uzel sestupny). Délka vystupného uzlu
je thel kladné osy X s polopiimkou T'Q (obr.2.3). Z obr.2.3 vidime, Ze plati

Mx =  MsinQsinl (2.70)
My = —McosQsinl

Trieti element dréhy je argument pericentra w. Je-1i pruseéik polopfimky vedouci
od T k pericentru (bodu, kde ¢ = ¢g) s jednotkovou kouli k, potom w =
/QTP. Druhj trojice elementt drahy jsou zndmé veli¢iny a, e, ty pro eliptickou
a hyperbolickou drdhu. Pro parabolickou drahu vime pfedem, ze ¢ = 1 a misto
a (které tu neni definovdno) se zavadi p z (2.31).

Prvni trojice elementt drdhy urcuje polohu drdhy v inercidlnim systému
[T, X,Y, Z] a pfi ototeni soufadné soustavy se viechny tfi elementy meéni. Ele-
menty e,a (resp. p) urcuji tvar dréhy, a koneéné ¢y urcuje okamzik prichodu
pericentrem. Tato druh4 trojice elementu nezdvisi na volbé soustavy [T, X, Y, Z].

Znédme-li pocitecni vektor 7 a Py néjakém Case t;, potom muzeme ihned
urcit E, M, tedy i a, e (resp. p pro E = 0), Q, I. Jak nejlépe uréime w? K tomu
je vyhodné definovat tzv. Laplaceuv vektor

Elementy drahy

Uzly drahy

Laplaceuv vektor
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Obrézek 2.3: Elementy drihy

R =7x M-t . (2.71)
r

Tento vektor je opét integralem pohybu, jak se pfesvédéime jeho derivaci podle
Casu

dK A pmr am -,
FZTXM‘FG 2 ’I"_GT’I" (272)
Uvézime-li pohybovou rovnici pro L = 1/2 ui® + Gum/r ve tvaru
= m.,
= —GT—Sr ,

vidime, Ze prvni ¢len napravo v (2.72) je

Fx N = ~GEEF x (7 x ) = G [/(7F) — #(7) |
r
Protoze
. d 1 . . . 1.
r:a\/X2+Y2+Z2:—(XX+YY+ZZ)=—r.r ,
r r

vidime, 7e se ¢leny na pravé strané (2.72) vyrusi. Tedy K je konstantni vektor.
Velikost a smér vektoru K uréime nejsndze v pericentru. Polohovy vektor %, pro
pericentrum mé velikost

1—¢) pro elipsu,
e—1) pro hyperbolu,

rp=EL pro parabolu.
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V pericentru m4 dale 7 x M stejny smér jako 7.

K = ‘?x]\;j‘r—p—Gumr—p:[|rp¢M|—G,um]r—p:
Tp Tp Tp
M2 7,
= (rp—Q—Gum>r—p
:u’Tp TP

Snadno vidime, Ze pro vSechny t¥i typy drah plati diky (2.36), (2.38) & (2.40)

M2
— =Gum(1+e)
Urp
Tedy
K = Gumer—p . (2.73)
Tp

Laplaceuv vektor (2.71) sméfuje od ohniska do pericentra a mé velikost Gum e.
Rovnice (2.71) tedy umoziiuje urcit z pocatec¢nich hodnot 7(¢1) a #(¢t1) polohu
pericentra.

Zbyvé urcit posledni element dréhy tg. Ze zndmé polohy bodu na dréze v case
t; muzeme urdit u z rovnice (2.47), jde-li o elipsu (E < 0), nebo o z (2.60), jde-li
o parabolu (E = 0), nebo f z (2.65), jde-li o hyperbolu (E > 0). Z Keplerovy
rovnice, resp. jeji obdoby pro ostatni typy drah, uréime snadno stfedni anomalii,
resp. dobu ¢, kterd uplynula od pruchodu pericentrem, tedy i tg = t; — ¢. Tak
je mozno z pocatetnich soutadnic a rychlosti uréit vsech Sest elementu drédhy.

2.8 Urc¢eni souradnic bodu na obézné draze

Pfi zndmych elementech I, ), w, a, e, ty muzeme snadno uréit soufadnice X, Y, Z
koncového bodu vektoru 7. V eliptickém piipadé uréime nejprve fesenim Keple-
rovy rovnice excentrickou anomadlii a z rovnic (2.54) soufadnice z,y. Soufadna
soustava S = [T, z,y, 2] vznikne z S = [T, X,Y, Z] po tiech otoenich. Nejprve
je tieba S otocit o thel €2 okolo osy Z, potom o thel I okolo nové osy X ' (spyva
s uzlovou pfimkou) a konetné musime provést otoceni o tthel w okolo nové osy
z" (splyva se smérem osy z). VySetfeme nejprve obecné chovani slozek vektort
pfi téchto otocenich.

Jestlize pravodhls soufadnicové soustava S = [0,€,n,¢] vznikne ze
soufadnicové soustavy S = [0,&,,(] ototenim okolo osy ¢ o dhel a, potom
sloupcovy vektor

3 £
Z=1n souvisf se sloupcovym vektorem # = [ 5
¢ ¢

vztahem
Z=TR3(a)Z ,resp. ¥ =Rs(—a)Z |, (2.74)
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kde R3(a) je matice

cosa —sina 0
Rs3(a) = | sina  cosa O . (2.75)
0 0 1

Vznikne-li S’ z S otocenim okolo osy x1 o0 uhel 8, potom

7

T=R.(B)F , (2.76)

kde
1 0 0

Ri(B)=|0 cosp —sinf
0 sing cosp

Z toho plyne, ze vztah mezi slozkami X,Y, Z a z,y, z zprostfedkovdva matice
R(I,Q, w) = R3(Q) R1(I) Rs(w)

Vynéasobenim dostaneme

cosQcosw —sinQcosIsinw —cosQsinw —sinQ cos I cosw
R = (sichosw —cosQcosIsinw —sin{lsinw — cosQcos I cosw
sin I sin w sin I cosw
sin Q sin
—cosQsinl ) (2.77)
cos [

Soustava [T, z,y, 2] byla volena tak, ze z = 0. Uzitim (2.54) a matice R
dochézime k vyrazu pro X,Y, Z.

X = (cosQcosw—sinQcosIsinw)a(cosu —e)—
— (cosQsinw +sinQcoscosw)ay1—e? sinu
Y = (sinQcosw + cosQcosIsinw)a(cosu —e)+
+ (—sinQsinw+ cosQcoslcosw)ay/1—e? sinu
Z = sinlsinwa(cosu —e)+sinlcosw aV/1—e?sinu . (2.78)

Tutéz transformadni matici (2.77) lze samoziejmeé pouZit i pro pohyb po parabole
¢i hyperbole.

2.9 Reseni pomoci Hamilton-Jacobiho rovnice

2.9.1 Hamiltonian ve sférickych souradnicich

Vyjdeme z lagrangidnu (2.10) s U(r) ur¢enym Newtonovym vSeobecnym gra-
vita¢nim zdkonem. 1
L= Zu + Gt (2.79)
T



2.9. RESENT POMOCI HAMILTON-JACOBIHO ROVNICE 37

Zavedeme sférické soufadnice r, 9, ¢ vztahy

X = rsindcosyp ,
Y = rsindsing
Z = rcos?d . (2.80)
Potom 1
L= Su(® + 170 +17sin® 9 %) + G@ . (2.81)
Definujeme-li zobecnéné impulsy podle (1.5), dostdvame
pr=pt , py=pr*d , p,=prisin®V¢ (2.82)
zatimco pro hamiltonidn dava (1.7)
1 1 p? um
He — |24 = [,2 ) _gktm™ 9.
2,U/ D + TQ (pﬂ + Sil’l2 19)‘| G r ( 83)

Kromé integrdlu energie H = E dostavame okamzité i
Py = Mz = konst. (2.84)

Za okamzik ukdzeme, Ze konstanta, které se p, rovnd, je opravdu Mz.
Vynésobenim Hamiltonovy kanonické rovnice pro py impulsem py dostaneme

. d (p? OH bo1 P d 1
Pobo = &(7)2_”6_19:_’” 202 Asin?d
o 1,d 1
=~ T2Peq g%y
a tedy \
p5+ P £ = M? = konst. (2.85)
sin“

Snadno se pfesvédcime, Ze tyto integraly nedavaji nic nového a integral (2.84)
je opravdu Z-ovou slozkou vektoru momentu hybnosti M a integral (2.85) je
velikost M tohoto momentu. Provedme vypocet pro Mz, pro M je vypocet
delsi, ale probihd podobné.

Mz; = (XY —YX) = p(rsind cos @[ sind sin ¢ + r cos ¥ sin p 9 +
+ rsindcos @] — rsindsin [F sin® cos p + r cos ¥ cos ) —
— rsindsing@]) = pr’sin® 9
Tedy opravdu podle (2.82) je p, = M.

Vsimnéme si, ze hamiltonidn (2.83) je separovatelny, tedy je ve tvaru (1.56).

Proto budeme feseni Hamilton-Jacobiho rovnice
um  OF

1 OF\? 1 |[/0F\? 1 [(9F\?
ﬂ{(?) v |(59) * a9 (35) }‘GT+W‘° (256)

hledat ve tvaru
F=—-FEt+ Fl((p) + F2(19) + F3(7‘) . (2.87)
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2.9.2 Vsuvka o feSeni Hamilton-Jacobiho rovnice pro
¢astici v jednorozmérném potencidlu

Tato vsuvka je zde pro objasnéni dvou komplikaci v feSen{ Hamilton Jacobiho

rovnice na jednoduchém pfipadé, aby pochopeni odpovidajicich kroku neéinilo

potize v komplikovangjsim pfipadé (2.86). Vezméme Hamiltonidn

1
H=§ﬁ+U@ (2.88)
a odpovidajici Hamilton-Jacobiho rovnici
1 (9F\? OF
(= —=0. 2.
2(6(1) +U(q)+8t 0 (2.89)

Pfedpoklddejme, ze energie E, je vétsi nez né&jaké lokdlni minimum U(q) a
vySetfujeme periodicky pohyb v okoli tohoto minima. Hledejme feSeni ve tvaru
F = —FEt+ Fy(q, E). Potom

RN\ _ .
(52) -—2&-v@) (2.90)

Vezmeme-li za Fjy

q
Fo= [ VEE-U@)d (291)
0 (E)
kde ¢; je mensi z obou kofent rovnice U(q) = E, kde tyto kofeny ohrani¢uji
vySetfovanou oblast mozného pohybu s E > U(q), potom je
=90 =
vzdy kladné a kanonickd transformace definovand vytvorujici funkci F(g, E,t)
je definovdna jen pro nezdpornd p. Protoze vime, ze pohyb v prostoru (g, p)
je uzaviend ktivka symetrickd podle osy ¢, vidime, Ze pro popis pohybu
potiebujeme i transformaci pro zapornd p. V oblasti p < 0 vezmeme

R = / V2(E-T(g))dg, (2.93)

a1 (E)

p 2(E-U(9) (2.92)

Tak musime vzdy rozdélit fazovy prostor na oblast kladnych a zapornych im-
pulst a funkci F' definovat jinak v ruznych oblastech. Jinak transformaéni rov-
nice vedou jen na feSeni v ¢asti fazového prostoru. To je prvni bod, ktery jsme
chtéli ilustrovat. Druhym bodem je moznd zavislost spodni meze v (2.91) resp.
(2.93) na novych impulsech (zde v jednorozmérném piipadé je jediny novy zo-
becnény impuls E). Potom je nové soufadnice @

Q=—t+ BiE V2(E - U(q)) dg, (2.94)

7 (E)
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a zdalo by se ze nestadi parcidlné derivovat podintegrilni vyraz podle E a je
tfeba uvazit i zavislost dolni meze v integralu na E. Ukizeme, Ze tomu tak nen{
a stac¢i jen parcidlni derivace podintegralniho vyrazu. Z definice derivace mame

o5 | VEE-T@ = (2.95)

q1(E)
1 q
lim © / VZE+h—U(g) dg— / VZ(E—-U(g)dq | =
h—0 h
L (E+h) 01(E)
q1(E)
lim — V2(E+h-U(q)dq +
h—0 h
q1(E+h)
/ 2 RE-T@)
BE q q‘
q1(E)
Plati ale
1 q1(E)
Jim 1 / VZ(E+h—U(g)dg = 0. (2.96)
h—0 h
q1(E+h)

V intervalu integrace nabyvi nezdpornd podintegrilni funkce pro dostateéné
malé h maxima v bodé ¢; (E), kde rovné v/2h. Integrél je tak mensi nez maxi-
mum funkce krat délka integraéniho intervalu, ta je ovéem tmérnd h (je totiz
h/ (%) ) a limita je typu hv/h/h, tedy opravdu vymizi.

g1

Tedy zavislost spodni meze na zobecnéném impulsu neni tieba pro parcidlni
derivaci uvazovat. Proto je mozno psat

q
0
=—t+ —/2(E-U(q) 2.97
Q=-tx [ S-VEE-T@) (297)
91 (E)
Vyznam konstanty @ dostaneme, polozime-li v (2.97) ¢ = ¢;. Vidime, ze Q =
—to, kde tgy je okamzik prichodu bodem obratu ¢ .
Piiklad: Pro linedrn{ harmonicky oscildtor mame U(q) = 1w?¢?, ¢ = —V2E/w.
Potom

q
1 ..
F=—-FEt+ / \/2 (E - §w2q2)> dg, (2.98)
—V2E/w
kde znaménko plus plati pro oblast nezdpornych p a znaménko - pro zaporna p.
Potom pro novou (konstantni) soufadnici ) dostaneme
q

*\/27E/w 2EV1_%

(2.99)
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po substituci

= ——gq, 2.100
v="755d (2.100)
je
1 [ 4
TR T 2101
w 1-— y2
1
Pro p > 0 tak dostaneme
t+Q= 1 (arcsin( )+ f)
W Y 2
. odkud
V2FE
q=——_—cos w(t+ Q) (2.102)

Toto FeSeni ov8em pro nds zatim plat{ jen pro rostouci g, tj. w(t+Q) €< 0,7 >=
t €< —Q, % — Q > Pro klesajici g vede stejnd substituce na

1 s
1+t )
+Q - arccos(y) 5
. Reeni m4 pak opét tvar (2.102) s tim, Ze nyni popisuje oblast nerostouciho g,
tj. t €< —I —Q,—Q >. Reseni (2.102) tak plati v obou oblastech.

2.9.3 Reseni Hamilton-Jacobiho rovnice problému dvou
téles

Vrafme se nyni k feSen{ Hamilton-Jacobiho rovnice (2.86) ve tvaru (2.87). Z
teorie Hamilton-Jacobiho rovnice vime, ze hleddme feSeni z4vislé na tiech kon-
stantach Py, P,, P3. Uvidime, Ze uvedené konstanty se v feSeni objevi pfirozenou
cestou. Po dosazeni z (2.86) do (2.87).

1 J(ORNT 10BN 1 (R
20 or r2 09 sin? ¥ \ 9y
7 posledni rovnice lze zfejmé vyjadiit %—12 jako jakousi funkci g(r,d). Odtud

plyne, ze %_12 nesmi zaviset na ¢ a je tedy konstantou P

} - G@ =E (2.103)

OF,
- — P 2.104
5 1 (2.104)

Vyznam této konstanty plyne ihned z transformaéni rovnice a (2.84)

OF 0OF;
Dy 3o B 1 Z
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Nadale jiz budeme misto P; psat stile Mz a vime ze Mz bude prvnim z novych
impulst, na které povede kanonickd transformace s vytvorujici funkci F. Do-
sadime-li do (2.103)

=L = My, (2.105)
muZzeme vyjadFit ¢ast zavislou na 9

OR\* 1,
(&9) Tt Mz =1

jako funkci g(r) a tedy tento vyraz musi byt nezdpornou konstantou, kterou

jsme tedy zavedli jako P2. Vyznam konstanty P» dostaneme, dosadime-li do
posledni rovnice z transformaéni rovnice py = %. Srovndnim s (2.85) vidime,

7e P, = M, tedy druhy novy impuls bude velikost momentu hybnosti. Pro F;
tak dostdvame

OF; M?
= =4[ M2 - £ 2.106
oY sin? ¢ ( )
Koneéné pro zbyvajici ¢ast zavislou na r musi platit
1 oF\° 1 nm
— | { == —M* -GE—=E=P; . 2.107
20 ( or > + r2 r 3 ( )
a tedy
OF; \/ 2Gu*m  M?
— = +1/2uFE - — 2.108
ar pL + , ) ( )

Nalezneme-li funkce Fi, Fa, F3 spliiujici (2.105),(2.106) a (2.108), potom (2.87)
je vytvotujici funkce kanonické transformace ke konstantnim kanonickym ele-
mentum @1, Q2, Q3, Mz, M, E. Dalsi tii integraéni konstanty @1, @2, @3 plynou

ze vztahu
OF

Qi = B_Pz
Fazovy prostor rozdélme na ¢tyfi oblasti I, IT, IT, IV tak ze
I je p>0 py<0
IT je  p,20 py>0
IIr je pr<0  py20
IV je pr<0 ps<0

i=1,2,3 . (2.109)

Nebudeme se zabyvat detailné vSemi oblastmi. V oblasti I vezmeme v souladu
s (2.106) a (2.108)

v
M2
F = —Et+MZ<p—/ ,/M‘Z-%d«% (2.110)
sin® 9
2

r
M2 2
+ /\/2ME—T—2+2G“md19,
T1

r
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zatimco v oblasti IV

9 M2
F = —Et+MZg0—/ M2 - —Z- 49 (2.111)
sin”
s
T M2 2
[ o= a6t
r r
T1

kde 71 je men3f ze dvou kofent r; 5 rovnice

2uEr? + 2Gu*mr — M? =0

Tyto kofeny ptedstavuji body obratu jednorozmérné kiivky hladiny energie
pr(r, M, E)

17, 1 4 pm
— -Mz;| -G—=F . 2.112
o | s3] - 62 (2.112)
Zmény r mohou pii danych M, E probihat jen mezi kofeny rq,72 kde
1 nwm G?m?p? M2
=— |- + 2— . 2.113
T2 =g l G T \/ 7 + Y ( )
Po dosazeni M? = ?Gma(l — €®) a E = — 4™ vidime, ze

ri,2 = azxae
Zbyva urcit vyznam novych soufadnic ); Pfedpokladejme, Ze vystupny uzel i

pericentr lez{ bud’ v I nebo IV. Nejprve Q:
Jak v I, tak i ve IV

Q1=

(2.114)

9
OF M
S = / 4 ——d9 .

z . 29/

= sin 9 MQ—SWZﬂ

Vyznam @ uréime snadno pro ¢ = T (tj. pii prichodu vystupnym uzlem),
kde Q1 = ¢, ale ¢ pfi pruchodu vystupnym uzlem je rovno délce vystupného
uzlu Q. Protoze @)1 je konstanta je @1 = Q stéle.
Uréeni vyznamu nové souradnice @)a:

OF M

,

- :F/ —dr

oM V2uErt + 2Gp2mr3 — M2r2
T1

Q2

(2.115)

/ M
- [
7 M? — sin2Z19
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kde horni znaménko plati v oblasti I, dolni v oblasti IV. Uréeme hodnotu Q4
pfi pruchodu pericentrem, kdy r = r1,tedy

Q2= M . (2.116)

M2
M2 — 2z
sin2 9§

Piedstavime-li si v obr. 2.3 bod P’ v roviné X,Y tam, kde jednotkovou
kouli protind hlavni kruznice prochézejici pericentrem a bodem Z, potom z
pravouhlého sférického trojihelnika PP'Omega! dostaneme ze sinové véty

cos ¥, = sin [ sinw,

kde 9, je sférickd soutadnice 9 pro pericentr. Zavedeme-li do (2.116) substituci

£ = M?2 cosﬂ_cosﬁ
h M? — M2 " sinl

sin ¢
= — 2.11
d¢ sin T -, ( 7
dava
sin w dé‘

Tedy soufadnice Q2 = w.
Urceni Q3:
Pro Q3 uréené v pericentru mame okamzité

Qs =ty , (2.119)

kde to je okamzik prichodu pericentrem.
Dostdvéame tak sadu konstantnich kanonickych elementu

PIZMZ ) P2:M ) P3:E )
Q=0 , Q=w , Q=-t . (2.120)

2.10 Delaunayovy proménné

Provedeme-li podobné jako v pfedchédzejicim odstavci kanonickou transformaci
k novym soufadnicim a impulsim Py, P, P3 tak, Ze misto funkce F' (2.87) vez-
meme jen

Fo(r,9,¢,P1, Ps, P3) = Fi(p, P1) + F5 (9, P, Py) + F3(r, P, P3) , (2.121)

1Jako Omegaje minén vzestupny uzel drahy.
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potom se pii stejné volbé Fy, F», F3 jako v kapitole 2.7 nezméni ani ); ani Q5.
Novy hamiltonidn v§ak uz nebude roven 0, ale piimo E = P;. Nova soufadnice
@5 bude tedy linearnf funkef ¢asu

., 9Py

. OF
Q3 = 0

223 4 S t=t—t, . 2.122
aP; , Qs ap, Q3+ 0 ( )

Takova soufadnice Q'3 vzroste za periodu T o T'. Misto konstantnich kanonickych
elementt (2.120) dostdvame novou sadu kanonickych proménnych

PIZMZ ) P2:M ) P3:E )
Q=0 , Q=w , Qy=t—ty . (2.123)

Je ziejmé, ze vhodnou zadménou impulsu P; za novy impuls L tak, Ze
L(P3), muzeme docilit toho, aby kanonicky sdruzend soufadnice [ byla rovna
n(t — tg). Tedy ! bude opravdu stfedni anomalii. Vzniklé kanonické elementy
se pak nazyvaji Delaunayovy kanonické promeénné (nebo elementy) a znadi
se L,G,H,l,g,h. Pozor, rozliSsujeme gravita¢ni konstantu G a Delaunayovu
proménnou G. Aby se tyto proménné nepletly, zavedeme konstantu

k=Gm . (2.124)

Vytvotujici funkci pro pfechod od (2.123) k Delaunayovym elementiim definu-
jeme

, , 3k_2
S(Q17Q27Q37L7G7H) :Q1H+Q2G_Q3—2L2 , (2125)
potom transformagéni vzorce
_ _ 0S8 _ _ _ 0S8 _
H_Mrﬁa_{ﬁ, B_M_W%;G,
P3=E=aac§'3 =—bpr , =5 =Qs" % (2.126)
g:%:w:@z ) h:giH:Q:Ql

Vidime, ze Delaunayovy proménné se lis{ od sady (2.123) jen v [, L, pfitom
ze vztahu (2.126) pro P; uréime novy hamiltonidn, ktery se nezméni, nebot
transformace nezdvisi na Case, tedy

3.2
—g—p, = _Mk
H=BE=P=-L5 (2.127)
Pouzitim (2.35) dostaneme vztah mezi L a a
L=uwka . (2.128)

Snadno se pfresvédéime, Ze proménnd [ je opravdu stfedni anomilie. Vyjadiime-li
totiz n jako funkci L, dostaneme uzitim (2.44) a (2.128)

k VE i2VE? _ ulk?

g = - (2.129)
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tento koeficient stoji v (2.126) u (t —t¢) ve vyrazu pro [. Tedy miZeme shrnout,
ze Delaunayovy kanonické elementy jsou (2.36)

L=uvka l=n(t—to)
G=M = p/ka(l —e?) g=w (2.130)
H = p\/ka(l —e2?)cos] h=0Q
Odtud nazpét vyjadieni pro a,e, I pomoci L,G, H je
L? ) G? H
= — =1-—= I=— . 2.131
a e e Iz o 08 G (2.131)

Zndme-li 6 Delaunayovych kanonickych elementl, muzeme urcit, jak polohovy
vektor 7 = (X, Y, Z), tak vektor rychlosti 7 = (X,Y, Z). Slozky vektoru 7 spliuj{
rovnici

X cosu —e
Y | =aR(I,Qw) | V1—esinu , (2.132)
Z 0

kde R(I,Q,w) je matice 3 x 3 dand v (2.77). Derivaci Keplerovy rovnice dosta-

neme
du n

—_— = 2.133
dt 1-ecosu ’ ( )
tedy pro slozky vektoru 7 méme
X —sinwu na
Y | =R([,Qw) | V1I—e2cosu | ———— . (2.134)
A 0 1 —ecosu

V principu je tedy mozno kazdou funkei f(X,Y,Z,X,Y,Z t) vyjadiit jako
funkci Sesti Delaunayovych elementi a ¢asu.

2.11 Pouziti rozvoju pro reSeni Keplerovy rov-
nice

2.11.1 Besselovy funkce

Vysetfujme Laurentovu fadu pro funkci komplexni proménné z v okoli sin-

gularniho bodu 2 =0

®(z) =exp [g(z - z_l)] ) (2.135)

kde z je redlny parametr. Koeficienty Laurentovy fady jsou tedy funkcemi pa-
rametru .

P(2) = i In(z) 2™ . (2.136)

n=—oo
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Tato fada musi konvergovat v celé komplexni roviné mimo bod z = 0. Funkce

Jn(z) se nazyvaji Besselovy funkce pruniho druhu n-tého 7ddu, funkce ®(z) je Besselovy funkce
vytvotujici funkef pro Besselovy funkce. Z (2.135) je zfejmé, ze ®(z) = &(—z1). prvniho druhu
Dosazenim z (2.136) a srovndnim koeficientu u 2™ dostaneme

Jon(z) = (-1)"Jn(z) . (2.137)

z Taylorovych rozvoju pro exponencidlni funkci méme
1 X (T\P 2P
€exp (5.’1:2') = Z (5) E )

L
exp | —-xz
P\72
Vynéasobenim dostaneme

o oo _1 q
°=33 —

p=0

|
(e
T
[
S—r
)
~/~
N8
~—
[}
‘N
_

pt+aq
(3) =

Polozime-li p — ¢ = n a s&itdme nejprve pres n € (—o0,00), potom pies ¢ €
(max(O, —Tl), OO)) pa'k

s s (—1)9 2\ n+2g
P — VA et n
(2) n;m qzmégo,—n) g!(n+ q)! <2) o

Pro kladné n je tedy

oo
(=1)7  z\n+2
J, = —_— | = >0 . 2.138
n() q;o q'(n + q)! (2) 2 2 ( )
Vsimnéte si, ze plati
Jn(=z) = (=1)"Jp(z) . (2.139)
Odvod'me nékolik dalsich vlastnosti Besselovych funkci. Dokézeme nejprve tzv.
Integrélni formule integralni formuli
1 K
Jn(z) = —/ cos(nyp —xsinp)dy . (2.140)
™
0
Polozme v rovnici
o —1 - k
exp [§(z —z )] = Z Jp(2) 2 (2.141)
k=—o00

Z = expiy



2.11. POUZITI ROZVOJU PRO RESENI KEPLEROVY ROVNICE 47

Dostaneme
exp(i z sin ) Z Ji(z) expik ¢ . (2.142)
k=—o0

Vynasobenim obou stran posledn{ rovnice exp(—iny) a integraci pfes ¢ v in-
tervalech (—m,7) dostaneme

™

1
Jn(z) = oy / exp(izsinyp —inp)dy

-7

Rozepiseme-li integral na soucet integrilu pies intervaly (—m,0) a (0,7) a
v prvém integrdlu zménime ¢ na —¢p, dostaneme

K

1
In(z) = E/ [exp(ing —izsing) + exp(—ing +izsiny)] do,

0

coz je pravé integrilni formule (2.140). Z rovnice (2.142) dale snadno odvodime
srovnanim redlné a imaginarn{ ¢asti

cos(zsing) = Jo(x) +2 Z Jon () cos2ne

sin(zsingp) = 22 Joan—1(z) sin(2n — 1) . (2.143)

Daéle odvodime rekurentni vztah
2n
Jn+1 (3&') = ?Jn(.’l;') — Jn_l(.’l;') ; (2144)

ktery umoziuje urcit Besselovu funkci n + 1 fddu pomoci Besselovych funkci
dvou nejblizsich nizsich fadu. Derivaci rovnice (2.141) podle z dostaneme

o0

z _ T _ e
5(1 + 27%) exp [§(z —z 1)] = Z ndn(z) 2"
tedy
g(l +272) Y L@t = ) ndy(z)"
Srovnani{ koeficientii u 2"t d4va
T
5 [Jn-1(2) + Jnt1(z)] = np(z) (2.145)

odkud uZz okamzité plyne (2.144). Dalsi vztah, ktery odvodime, bude vztah pro
vypocet derivace Besselovych funkci

To@) = 5 i (@) = Tas(@)] - (2.146)
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Ten dostaneme derivovanim (2.141) podle x

%(z—zil) io: Jn(z) 2" = i J;L(x)z”

n=-—oo n=—o0o
Srovnéni koeficientt u 2™ d4va (2.146). Uzitim (2.145) muzeme vyjadiit derivace
Besselovych funkef n-tého fadu pomoci Besselovych funkei nizsich #4da
, n
I () = Jp1(z) — EJn(a:) . (2.147)
Pro z = 0 je podle (2.138)

J,

Pokud jde o J,(0), dostaneme z (2.146), ze nenulové jsou pouze
1
2

, 1
J1(0) = ) J—I(O):_E )
jinak J,, (0) = 0 pro n # =+1.
Konetné dosazenim z (2.138) se snadno piesvédéime, ze Besselovy funkce
spliiuji tzv. Besselovu rovnici

d2J,(z)  1dJ,(z) n?
1 Y g =0 . 2.14
dz? + z dz + (1 mz) In(@) =0 (2.148)

2.11.2 Reseni Keplerovy rovnice

Hledejme vyjadfeni excentrické anomadlie u(l) v zdvislosti na stfedni anomélii
tak, aby byla splnéna Keplerova rovnice?

u—esinu =1 . (2.149)

Piizmeéné [ o 27 se u zméni téz o 27, tedy sinu je periodickou funkci I. Mizeme
tedy rozvinout

siny = Z sEsin(kl) . (2.150)
k=1

K ozfejmeén{ rozvoje (2.150) pfipomenme nékolik poznatki o Fourierovych
fadéch. Obecné kazdou periodickou funkeci I (s periodou 27) je mozno rozvinout
ve Fourierovu fadu

fi)= i rrexpikl (2.151)

k=—o00

2Kéd v jazyku C pro fedeni Keplerovy rovnice:
u=1
while (fabs (qq = u - e*sin(u) - 1) ; l.e-14)
u=u-qq/(1-e*cos(u));
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kde

— 1 r —inl
:z:n—%/f(l)e a . (2.152)

Je-li f(I) redlna funkce, musi platit
Top =21 . (2.153)
Potom
f) = =z +2§RZ mkeik b=
k=1

Zo + 2%2 [(Rzy, +iSzg)(cosk I +isink )] =
k=1

= o+ 22 (Rxy cos kl — Sz sink 1)
k=1

Reédlnou 27-periodickou funkci f(I) je tedy mozno rozvinout v fadu

fi) = (cr coskl + spsinkl) (2.154)
k=0

kde

1 ™
Co = xo—%/f(l)dl
1 ™
cr = 2§R:vk:—/f(l) cosnldl
™

1 K
s = —2%xk:—/f(l) sinnldl . (2.155)
™

Je-li funkce f(I) navic lichou funkci I, tj. f(I) = —f(=1), pak f(I) cosnl je téz
lichou funkei I a tedy ¢ = 0 pro £ =0,1,.... Potom je

fi) = E spsinkl | s = z/ f() sinkldl (2.156)
™
k=1 g

Je-li funkce f(I) redlnd, 27-periodickd a suda, tj. f(I) = f(-1), pak f(I) sinnl
je licha funkce a sy = 0 pro k =0,1,.... Potom plati

f = ickcoskl
k=0



50 KAPITOLA 2. PROBLEM DVOU TELES

™

o = %/f(l)dl

0
2 ™
cp = —/f(l) cosnldl k#0 . (2.157)
7r
0

Zatimco vzorce (2.156) resp. (2.157) plati specidlné pro lichou resp. sudou
redlnou funkci, vzorec (2.154) s redlnymi koeficienty cg, sy plati pro kazdou
redlnou, 27-periodickou funkci f(I). Vztah mezi redlnymi ¢, sy, a komplexnimi
x, dava (2.155), odkud plyne

1
zr = Rzp+iSzy = E(Ck —isg) pro k#0 ,
o = Co - (2158)

Z téchto obecnych poznadmek k Fourierové transformaci vidime, ze v rozvoji
(2.150) plati podle (2.156)

K0

2
Sk = —/ sinu sinkldl . (2.159)
™

0

Pouzijeme véty o integraci per partes

2
S = - sinu Wdlz
0
2 ™ 2 [ ds
= —Esinu coskl0+%/d(s§llu) coskldl =
0

= i/cosu cos kl du
wk
0

Dosadime za [ z Keplerovy rovnice a pouzijeme vzorce
1
cosbeosc = E[cos(b +¢)+cos(b—c)] ,

dostaneme

cosu cos[k(u — esinu)]du =

|

Oty Ty Ty

1
— [ cos[(k + 1)u — eksinu] du +
wk

[cos(k — 1)u — ek sinu]du

> -
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Podle integralni formule pro Besselovy funkce (2.140)

1
Sk = % [Jk+1 (ke) + kal(ke)]
Koneéné rekurentn{ formule (2.144) dava

2
S = EJk(ke) . (2.160)

Tim jsme uréili koeficienty v rozvoji (2.150). Reseni Keplerovy rovnice je pak
mozno zapsat

u=l+esinu =1+ i %Jk(ke) sin(kl) . (2.161)
k=1
Koeficienty
Ap = %Jk(ke) (2.162)
v r0zvoji N
w =1+ Agsin(kl) (2.163)
k=1

zatinaji vzdy k-tou mocninou e, protoze Besselova funkce (2.138) za¢ind mocni-
nou argumentu urc¢enou fadem. S piesnosti do €7 tak dostdvadme uzitim (2.138)

A = e(1+§+i—;—9;iﬁ+..) )
Ay, = %(1-?4{—4—..) ,
A; = ?’%3(1—%+%—...) ,
Ay = %(1—%+...) ,
Ag = %6(1—...) ,

5,7

Tak je mozno fe§it Keplerovu rovnici v libovolném pfiblizeni, pokud jde o moc-
niny e. Resen{ je ddno rovnici (2.163) a (2.162).

2.11.3 Rozvoj vzdalenosti r ve Fourierovu fadu
Protoze r je opét 2w-periodickou redlnou funkci /, navic funkci sudou, muzeme
hledat rozvoj r v kosinovou fadu typu (2.157). Protoze

2 =(l1-ecosu) , (2.164)
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najdeme nejprve rozklad fady pro cosu

oo
cosu = E ¢ cos kl
k=0

Podle (2.157)

Ky

1 2 [
coz—/cosu dl ckz—/cosu coskldl , k#0
™ T
0 0

Pro vypotet ¢y dosadime z Keplerovy rovnice dl = (1 — ecosu)du a obdrzime

1 [ 1 [
o = —/cosu(l—ecosu)du:——/ecos2udu:
7r T
0 0
_ i e
T2 2

P#i vypoctu ¢ pro k # 0 postupujeme analogicky jako pii vypoctu koeficientu
s v kapitole 2.11.2

2 [ dsinkl > [
cr = E/cosqul—g/smu sinkldu =
0 0
2 7r, . .
= —/sm(ku—kesmu)smuduz
wk
0

= %/{cos[(k—l)u—kesinu —cos(k + 1)u — kesinu | } du =
0

= %[Jk—l (ke) - Jk—i—l(ke)] = %Jllc (ke)

Dosazenim do (2.155) dostaneme

2 o
r e
o1+ E :
. + > By coskl (2.165)
k=1
kde 5 9 d
€ e
B, = 2 _2¢d _ 2.1
o= 2 Titke) = 2oL Juke) (2.166)
Pouzit{m (2.138) dostaneme pro By, do stupné e’ (£ = e/2)
5 7
By = 26-38+ 26— ¢ +...
1 E 6 + 66 72§ + )

16
B, = 252—?§4+4§6—... ,
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45 567
B; = S _ZeS gy T
s = 30— e+ T ,
16 128
By = —&t- =54
4 36 5 g + )
125, 4375
By = €
108
By = —&—...
5 L 16807,
360

Opét B, zaéind stupném e™. Uvedme je§té rozvoj pro prevracenou hodnotu
vzdalenosti. Vsimnéme si nejprve, ze podle Keplerovy rovnice je

du 1 a

azl—ecosu_r

Derivujeme-li (2.163) podle I, bude

a du = -
a_du_ A 1+ 2 K) . (2167
S =g + ,;:1 (Ark) cos(kl) + 2 Ji (ke) cos(kl) ( )

2.11.4 Rady pro funkce pravé anomalie

Pro funkci cosv dostaneme rozvoj vyjadienim cosv z rovnice elipsy

1 1-é%a

cosv = ——
e e r
Dosazenim z (2.167) dostaneme
e+21_62§:J(k) kl (2.168)
cosv = — . :
. & (ke) cos
k=1
Pro funkeci sinv vyuzijeme vztahu
1 1 d /7
v =-(1-e)io (1) . 2.169
sinv e( e )2dl " ( )

Abychom dokézali (2.169), uréime nejprve sin v pomoci u

. asinuv1l —e2 sinuv1 —e2
sinv = =
T (1 —ecosu)

Dosazenim za sinu /(1 — ecosu) z rovnice

i(z)—i(l—ecosu)—esinud—u—esinu;
dl \a/ dl - dr 1—ecosu
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dostaneme pfimo (2.169). Derivace rozvoje (2.165) pak dava

sinv = 1\/I—eQZBkk sinkl =
e

k=1
= Vi-e2)_ % diJk(ke) sinkl . (2.170)
k=1 €

Podobné bychom mohli rozvijet rsinnv atd. Pozdéji v kapitole o Newcom-
bovych operatorech odvodime postup pro vypocet tzv. Hansenovych koeficientu
X7™(e), které vystupuji v rozvoji

(2) ewimo = 3 xim@ewik (2.171)

Funkce vlevo je oCividné 2w-periodickou funkei I a tedy je mozno ji rozvinout
ve Fourierovu fadu. Koeficienty tohoto rozvoje maji tii indexy a nazyvaji se
Hansenovy koeficienty. ZapiSeme-li obdobné jako v (2.156) a (2.157)

(g)ncosmv = 201-""‘(6) cosjl
=

" . N s e
(5) sinmv = ZOSJ- (e) sinjl (2.172)
J:
dostaneme
s = 2 (7) smmosinkial
k = ; (a) S1n ma Sin ,
0
2 r T\"™
o = - . 2.1
Cy 7r(6k+1)/ (a) cosmu cos kl dl (2.173)
0

Pro X (e) podle (2.152) méme

K0

1 n
Xpme) = 5 (g) expi(mv — kl)dl =
1 r r\" . . _
= 5 (a) (cosmwv + isinmwv)(coskl — isin kl)dl =

—Tm

1 r r\" . .
= ;/ (5) (cosmu cos kl + sinmwsin kl)dl . (2.174)
0
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Imaginarni ¢4st jako integral z liché funkce vypadla, tedy Hansenovy koeficienty
jsou redlné. Navic plati podle (2.173) a (2.174)

1
xpne = g(sm@+cn@) pokzo
Xym™e) = C3™(e) . (2.175)
Protoze podle (2.174) je pro k # 0

X" (e) = %(—sgm(e) + cg’n(e)) , (2.176)

muzeme naopak CJ™(e), Sp™ vyjadfit jako funkce Hansenovych koeficienta.
Setteme-li, resp. odeéteme (2.175) a (2.176), dostaneme

Ci™e) = Xpm™(e)+ X)) , k#0
Spme) = XpP™(e)—XMP(e) . (2.177)

Koeficienty X;?™(e) byly tabelovéany jiz v roce 1861 (Cayley,A.: 1861, Memoirs
R.A.S., 29, str.257). Autor téchto tabulek se omezil na éleny do stupné e’ véetné,
n je celé &islo v intervalu < —5,4 >, m €< 0,5 >. Hansenovy koeficienty X (e)
se hledajf u symbolu [cos + sin]* s piislusnym n,m, zatimco X"7*(e) se najde
u symbolu [cos —sin]* s pifslusnym n, m. Pod oznagenim [cos]® je tabelovdna
veli¢ina 1C7™ (e) a pod oznagenim [sin]* veli¢ina 1S7™ (e). Pro k = 0 je [cos]°
pifmo C§*(e). Tabulky do 12 stupné v e byly publikovény pozdéji (Cherniack,
J.R.: 1972, SAO Special Report No.346 - Computation of Hansen Coefficients.)

Provedeme-li komplexni sdruzeni rovnice (2.171) a srovndme s rovnici, kde
m piejde na —m, dostaneme podminku symetrie Hansenovych koeficient

X e) =X (e) . (2.178)

Hansenovy koeficienty se hojné vyuzivaji pro konstrukci rozvoju podle
stfedn{ anomélie. Napf. je mozno dokazat

n oo
(2) o (o + ) = .Z Xpm R (Gl+b) (2.179)
j=—00
Pozdéji uvidime, ze rozvoj Hansenova koeficientu X™(e) podle excentricity
zagind mocninou e ™kl
Nékteré specidlni Hansenovy koeficienty jsme v této kapitole odvodili. Rov-
nice (2.165) dava

2e d
X;’O(e) = —Bk(€)=——e—Jk(ke) pro k#0
k2 de
1,0 e’
Xo'(e) = 14+
2
Xg"e) = 1,
X ") = Ji(ke)
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2.11.5 Rovnice stfedu

Podobné rozdil mezi pravou a stfedni anomali{ je 27-periodickou funkei stfednf
anomadlie. Koeficienty rozvoje

v—1= i Hy,(e) sinkl (2.180)
k=1
jsou (opét & = e/2)
H = 45—25%25%%757—... ,
Hy, = 552—?§4+%756—... ,
Hy = 2e-20+20-.
Hy, = %54—%2564-... ;
Hy = %5—%2757... ,
Hg = %gﬁ—... ,
H, = %{—...

Rovnici (2.180) nazyvame rovnici stfedu.

2.12 Uzitecné vztahy pro Hansenovy koeficienty

2.12.1 Rekurentni vzorce pro Hansenovy koeficienty

Nejprve dokazeme rekurentn{ vztah:

(1= e)XPm(e) = Xpthm 4 S (Xt 4 xpttm ) (2.181)
Diikaz:
Tva _ T ny1lFecosv
Cyr = (Cynitecsy
= 1-)O)" = O™+ n+DIE e =
= (1- 62)(2)” expimv = (2)"Jrl expimov + (2)(n + l)g(expi(m + 1)v + expi(m — 1)v)

Jednotlivé ¢leny nyni rozvineme pomoci Hansenovych koeficienti a srovnidme
dle koeficienttu u expi kl:

2 mo_ +1, € +1,m+1 +1,m—1
(1= e)XPm = Xprm 4 o (xptm et 4 xpttmt)
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Dalsim rekurentnim vztahem, ktery dokazeme, bude:
BV1=@XP = m(l = ) X[~ 4+ 20 (X7 - xp T (2182)

Dikaz:
Nésledujici vztah derivujme dle stfedni anomaélie I:

o0

r
\n . — X m .
(a) expimuv k:E_oo e expikl
Dostaneme:
ro,_,10r  r 0v . > onm .
yn-1- 20 = = X 2.1
(n(a) a8l+1m(a) al)exmmv k:E_Ooﬂc e expikl (2.183)

Provedeme nezbytné pripravy — nalezneme pithodnéjsi zdpis parcidlnich deri-
vaci:
or 0 a(l—e?) a(l —e?) dv  esinvr? Ov

or _ 9 _ iny 2y = esmur ov 2.184
ol  Ol1+ecosv (1+ec0sv)2€smval a(l —e2) ol (2.184)

Pro uréeni % lze pouzit napiiklad zdkon zachovani momentu hybnosti:

50V

GMa(l—e?) =r?o=r "=
o _ VGMa(1 - e?) _ sqrtl — e?na? _ 1_e2f
ol r2n r2n r?
% =1- 62?—2 (2.185)
(2.185) spolu s (2.184) dé4va:
2 2
% - :(Sllr:“;) m% - \/%sinv (2.186)

(2.185) a (2.186) dosadime do zderivované rovnice (2.183) a pfepiSeme sinus do
exponencidlniho tvaru:

f n—1 € i iv _ ,—iv . C n ﬁ ] . _
(n(a) 7\/@%(6 e )+1m(a) (rz)\/l e )explmv_
= Z ikX,"™ expikl

k=—o00

Levou stranu rovnice zapiSeme pomoci Hansenovych koeficientu a jako u
predchoziho dikazu srovndme ¢leny u expikl:

ne — - - -
<X1? 1’m+1—X,? 1,m 1)+im /1—62X;: Lm:ikXI?’m

2iV1 —e2
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Nyni jiz jen obé strany vyndsobime —i+y/1 —e? a pfehodime levou a pravou
stranu:

kanm: l—e)Xn 2m+7(Xn 1,m—1 X:—l,m—i—l)

Ze vztahu (2.181) a (2.182) odvodime nésledujici rekurentni vzorce:

2
k‘(]. — 62)3/2Xl:hm = m(l + %)X}?;m + g(zm _ n)X:,m+1 +
2
€ - e
5 @m 4 n) X" 4 o (m = ) X
2
e p—
—I—Z(m—i—n)X,?’m 2 (2.187)

Tento vzorec v daldim vyuzijeme p#i dpravéch vzorct pro derivace Hansenovych
koeficientii, konkrétné pro & X;™ pomoci X", Xpmta X2,
Dukaz (2.187): Jestlize v (2.181) zaménime n za n — 2:

(1 _ 62)Xg—2,m(e) — X:—l,m + g (an;—i-l,m—i-l +X’:L—1,m—1)
.. a tento vztah pak dosadime do (2.182), dostaneme:

T =[x ()]

1,m—1 “1,m+1Y _
*5@"” - Xt =

= mX,?_l’m +
g ((m + n)X,:"H’erl ++(m — n)X,?_l’m_l)

Nynf rovnici vyndsobime (1 — e?) a vsechny tii ¢leny vpravo rozepiseme dle
(2.181):

N L

m_|_n [Xnm 1 (Xnm+Xnm 2)] +

Xn,m—i—l (Xn ,m—+2 + Xn m)] —
2 62

Cmn)+ S m—n) +

X"m+12(m+m—n)+

n,m— €
+X, 1§(m+m+n)+

+X"m+2 1 (m—n)

o2
+X"m+2 , (m +n)
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2.12.2 Vzorce pro derivace Hansenovych koeficientt

Derivujme podle e:
o0

r n
— i = X™m g 2.1
(=)™ expimo > ikl (2.188)
k=—0o0
Budeme vSak muset nejprve provést jisté piipravné prace. Pro derivaci % pfi
konstantnich [, g, h, I, a ureme nejprve:

%2 = —cosv (2.189)
Dikaz (2.189):
%g = %(1—ecosu)=—cosu+esinu% (2.190)
Nyni dle derivace Keplerovy rovnice (u — esinu = [) zjistime vztah pro %:
6—” —sinu —ecosu% =0=
Oe de
= %(1 —ecosu) = sinu = Qu _ __ sinu__
Oe B de (1 —ecosu)

A tedy po dosazeni do (2.190) dostdvame:

Our . sin u —cosu + ecos?u + esin? u
—— = —Ccosu+esinu = =
Oe a 1—cosu 1—ecosu

e — cosu

= = 2.191
1 —ecosu cosv ( )

Vime totiz, ze:

a(cosu — e)

rcosv = a(cosu — e) = cosv = a1 —cosu) (2.192)
Déle dokdzeme: )
v a
=~ =si B 2.1
P smfu(r +7 _62) (2.193)

Diikaz:
Vyjdeme pf#i ném z (2.192), kde vychozi vztah zderivujeme podle e a vyuZijeme
rovnosti esinv = asinuv/1 — e2, vztahu (2.189) a vztahu pro g—g:

r . v ) u N
— COsSv —rsinv— = —asinu— —a
Oe Oe Oe
. v . sin u
rsinv-— = —acosvCosSv +asinu—— +a =
Oe 1—ecosu
. 9 a’sinu(1 — e?) 1 .9 r?sin’ v
=asin“v + 5 =asin®v+ ——— =
a(l —e?) 1—ecosu (1-el)r
.. 92 r
=sin“va+ ——=5
( 1—62)

v a 1
k 17 77¥eimé — — i — _— 2.194
Odkud jiz ziejmeé = 5o s1nv(r + 1= 62) (2.194)
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Nyni se tedy jiz muzeme vénovat derivaci ptvodni rovnice (2.188):

(= 20y Cyrim

8 n,m
96 ]explmv— Z 96 =X, expikl

Dosadime do ni z (2.189) a (2.193) a opét zapiSeme siny a cosiny v expo-
nencidlnim tvaru:

~n(5ym S fepi(m + 1)u -+ expim = Vo] + ()" im(% +

|2

1 1 - 0 &
—) = — = kl (2.1
1 62) [expi(m + 1)v — expi(m k; 66 ™expikl (2.195)

V levé strané rovnice dosadime dle ptivodni rovnice (2.188) a srovname &leny u
expikl:

1 —im+1 1 —im+1 1 —im—1, 1 1 ,m+1
11 et 0 nm d oon
e = a—X"m =gk @=
d n,m m [ n,m+1 nm—l]
—X,” = X - X -
T ek ©=17ag [N k
1

_5 [(n _ m)ngl,mfl + (n + m)ngl,mfl]

Do posledni hranaté zdvorky dosadime nyni ze vzorce (2.181) a obé strany rov-
nice ndsobime 2(1 — €2):

d

2(1 — €2 )de

Xp ) = m [Xp - xpm ] —

Pokrac¢ujme v dpravéch:

d

j— 2 _
2(1—e )de

Xp™ = —neX™ — (n - 2m) X" — (n 4+ 2m) X —
—g [(n —m)XpP" 4 (n+ m)X”’m*2(]‘2.196)

Pomoci (2.187) se nyni zbavime X,?’mﬂ a X,Z’"”Z, protoze:

2
e e
5(2m —n) X 4 Z(m —n) X" = k(1 - €)X —

2

£ @m + )X - ez(m +) X2 (2.197)

e n,m
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Cleny v rovnici (2.196) napied pfeuspoidddme a vyndsobime e:

2e(1 - eZ)diX:,m = —ne? X" — (n + 2m)eX:’m_1 _
e

e? A

_E(n + m)Xn,m—Z

2
+2 g(Qm —n) X" 4 ez(n —m)Xmt?

Za posledni hranatou zdvorku dosadime z (2.197):

2e(1— 62)diX;L,m = —ne?X™ — (n + 2m)eX,?’m_1 _
e

2 2
_%(n + m)Xn,m—Z _ 2](7(1 _ 62)3/2X]?’m _ _2m(1 + %)Xl?,m _

2

—e(2m +n) X" — %(m +n) X2

A konetné tedy:
d

2e(1—e*)—X;"™(e) = — [Qm + (n+m)e* — 2k(1 — e2)3/? X" —

de

61

—2e(2m 4+ n) X" — e (m 4+ n) X" 2 (2.198)
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Kapitola 3

Zaklady teorie poruch

3.1 Oskula¢ni elementy

Problém dvou téles je jistou idealizaci redlnych systému. VySetiujeme-li pohyb
planety nebo asteroidy okolo Slunce, musime uvézit rusivé pusobeni dalsich
planet. Protoze hmotnost nejvétsi planety Jupiter je vice nez tisickrat mensi nez
hmotnost Slunce, d4 se o¢ekavat, ze pokud se vySetfovany objekt ptili§ neptiblizi
Jupiteru, bude ruSeni malé. Potom nebude nerozumné popisovat stav systému
tzv. oskulacnimi elementy. Obecné jsou oskulaéni elementy v daném okamziku
rovny elementim problému dvou téles, které bychom v tomto okamziku piipsali
polohovému vektoru 7 a vektoru , kdybychom poruchu neuvazovali. Pokud
jde o elementy, které jsou v problému dvou téles konstantni, pak odpovidajici
oskulaéni element pro dany okamzik je element drahy, po které by se téleso
nadale pohybovalo, kdybychom v tento okamzik poruchu vypnuli.

Na tomto misté je dobré si uvédomit, ze v ruseném problému dvou téles
muze existovat kruhova drdha (tj. koncovy bod vektoru 7 opisuje kruznici), jejiz
oskula¢ni excentricita je stile nenulova. Napf. pro sféricky symetrickou poruchu

V()= —uariz : (3.1)

kde € je malé &islo, a lagrangidn £ systému véetné poruchy

Lo 2.2 kp 1
£=§M(T +T<P)+T+N5T—2 ) (32)

je mozno nalézt ke kazdému poloméru ry kruhovou drahu, tj. drdhu s kon-
stantnim 7 = rg. Sta¢i polozit 7 ve (2.23) rovno nule. Tedy E = Ust, coz v nasem
ptipadé da
ku 1 1M?
-+ -— 3.3
r o HEE T pr? (3:3)
Tato rovnice pro body obratu v r mé mit jediné feSeni ro. Kvadratickd rovnice
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pro r, kterou dostaneme ze (3.3), m4 kofeny

1 M2

2= 5

2F
odkud & k
7 Iz
=_-C E=-——=— 4
"="3E 7 270 (3-4)
* M? k M?
1 Iz
k“+4E(——— 5)=0 = k“:——(——Q 5)
7 3, H . P 7
M? = kp’ro + 2u%e . (3.5)

Tedy draha za¢inajicis r = rg a E, M danymi (3.4) a (3.5) je kruhova. Protoze
jde o pohyb v centralnim poli, zachovava se i energie £ i moment hybnosti M.
Z momentu hybnosti plyne rychlost vy na kruhové dréze

- k2
provo = Vkplrg +2pue = vy = 1/— +—= . (3.6)
To 7’0

Jestlize nynf vypneme poruchu, ale ponechdme polohovy vektor i vektor rych-
losti, tedy i velikosti r¢o a vg, potom je ziejmé, ze dalsi pohyb bude probihat
po elipse (oskulaéni elipsa). Rychlost vg je pro kruhovou dridhu pro neporuseny
pohyb piilis velkd (pfi € > 0) nebo pfFili§ mala (pro € < 0).

Moment hybnosti tohoto pohybu po elipse bude opét urqug, tedy plati stale
(3.5). Energie E' pohybu po elipse viak bude

E=—'U/U0_—=_——+T—2:E+—2 . (37)
0

Energii E bychom mohli nazvat oskulaéni energii. Velkd poloosa oskulaéni
elipsy bude

_kp ku
Y _+7_/i_2uz_6 (3.8)
T0 TO
Pro mal4 ¢ d4v4 linearizace (3.8)
2
a=rn+ . (3.9)

Tedy pro kladnd e je oskulaéni element a vétsi nez rg. Excentricitu uréime

z (2.37)

2F M? 2 1kp e A
2 = 1+== =1 ———=+ ) (kp? 2p’e) =
e + =P +k2u3 5 0 + 2 (kuro + 2p°e)
4¢?

2,2
k2rg
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Tedy
2
e=—I|¢| . 3.10
el (310)
Tento piiklad kruhové drdhy s nenulovou oskulaéni excentricitou by mél do-
state¢né ilustrovat zdludnosti pojmu oskulaéni element.

3.2 Poruchové rovnice pro Delaunayovy
proménné

Poruchu v nebeské mechanice nemusi zptusobovat jen tieti téleso. U pohybu
umélych druzic Zemé je takovou poruchou odchylka gravita¢niho pole Zemé od
pole hmotného bodu, resp. sféricky symetrického télesa. Proto nejprve nebudeme
poruchu V presné specifikovat, budeme vsak predpokladat, ze ruseny pohyb
dvou téles je mozno popsat hamiltonidnem # (nadédle budeme pouzivat toto
oznagen{ pro hamiltonidn pro odliseni od Delaunayovy proménné H)

H(7, P, t) = Ho(F, D) + V(F,t) (3.11)

kde 7 je relativni polohovy vektor zdkladniho ru§eného problému dvou téles, Ho
je neporuseny hamiltonidn
-2
S p 1z
Ho(F,p) = — —k = 3.12
o P =~k (312)
a V(7,t) je porucha. Ta muze zdviset na case. Napf. u pohybu asteroidy za-
nedbavame jeji pusobeni na dvojici Jupiter—Slunce a obéh Jupitera je pfedem
dan. Ruseni drahy asteroidy Jupiterem musi zaviset na case, protoze na ném
zavisi i poloha Jupitera.
Proved'me nyn{ kanonickou transformaci k Delaunayovym proménnym

F’ﬁ% lJQJhJL’GJH

tak, jak byla popsana v kapitole 2. Vime, ze Ho vyjadiené v novych kanonickych
proménnych je (2.127)
/1'3 k2
212
a Ho zavisi jen na L. Jak vime, polohovy vektor je mozno v principu vyjadfit
pomoci Delaunayovych element, protoZe ty musi polohovy vektor plné uréovat.
Tedy i poruchu V(7,t) je mozno vyjadfit v proménnych I, g,h, L, G, H.

Ho = (3.13)

N3 k2

T 212

H= +V({,g,h,L,G,H,t) . (3.14)
Podotknéme, Ze pouZzitd symbolika je fyzikdlni v tom smyslu, ze V' oznacuje fy-
zikéln{ veli¢inu — energii poruchy vyjadienou v riznych proménnych. Podobné
tfeba teplotu T' muzeme vyjadiit jako funkci pravodhlych soufadnic T(X,Y, Z),
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ale i jako funkci sférickych soufadnic T'(r, 9, ). Pfi tomto oznaceni, které neni
striktné matematicky pfesné, je tieba mit na zfeteli, Ze matematicka zavislost
funkce T na svych tfech proménnych je v obou pifipadech jind. Spravné by-
chom méli zavést nové oznaceni pro novou funkci V' nebo T'. Pokud by hrozilo
nebezpeci nedorozumeéni, budeme to délat. V praxi tedy pfechod od (3.11) ke
(3.14) neni vzdy jednoduchy a nap¥. pro poruchu od nesférického tvaru Zemé
se pii konverzi od V (7,t) k V(l,g,h,L,G, H,t) objevuji komplikované vyrazy.
Méme-1i V(I,g,h,L,G, H,t) uréeno, potom pohybové rovnice pro Delaunayovy
elementy budou opét kanonické

i uBE? 1% F_ 8V
l=fm+%5r » L=—% ,
i _ 8V 8V
h=5m , H=-%

Vidime, ze diky poruse dojde k pomalé (V' je mald porucha) zméneé i u elementi
g,h,L,G, H, které jsou v problému dvou téles konstantni. Stfedni anomdlie [ uz
obecné nenfi linedrni funkef ¢asu. Odchylka je zptisobena nejen ¢lenem 0V /0L,
ale i ¢asovou zménou L. Uvidime, ze pro fadu poruch dochdz{ ke zménam jen
nékterych elementi.

3.3 Lagrangeovy poruchové rovnice

Casto se uzivé soustava nekanonickych elementt Q, I, w, a, e, [, jimiz jsou piimo
uréeny i soufadnice vektoru 7, zatimco pro soustavu Q,I,w,a,e,ty musime
k urcéeni vektoru 7 doplnit ¢as ¢, ve kterém 7 urcujeme. Prvni soustava m§
pro nas tu vyhodu, ze transformace k Delaunayovym proménnym

a,e, I,Quw,l < l,g,h,L,G,H (3.16)

nezévisi na ¢ase (k uréeni polohového vektoru 7 a rychlosti 7 nepotfebujeme Cas).
Poruchové rovnice pro nekanonické elementy Q,I,w,a,e,l nazyvame Lagran-
geovy poruchové rovnice. Odvodime je z (3.15). Ukazme nejprve obecné, jak se
méni Hamiltonovy kanonické rovnice pfi pfechodu od 2n kanonickych soufadnic

21, ..., %2 k novym 2n nekanonickym soufadnicim 71, ..., Za,, pokud transfor-
mace
Z =Z(2) (3.17)
nezdvisi na ¢ase. Budeme ovSem ptedpoklidat, ze determinant matice (1.14)
0z 0z;
M=— ,tj. M;,= 3.18

je nenulovy a existuje tedy inverzni transformace z(Z) viz (1.29). Hamiltonovy
kanonické rovnice je potom mozno zapsat
OH
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Uzivame Einsteinova sumaénfho pravidla, tj. pfes dva opakujici se indexy
s¢itame. Potom

8Zjé _0z;  OH _0Z;  OHOZs; _

Oz ¥ Bz M0z Oz, " 0Z, 0z

OH OH
-1 —I\T _p 91t
(M TM) )jsazs - %9z,

7 =

Zde jsme uzili definici Poissonovy matice (1.46). Pro nekanonické soutadnice
dostavame pohybové rovnice

. OH
Protoze pii vypoltu dostaneme Poissonovu matici (Z;,Z;) jako funkci
proménnych 2, musime jesté dosadit ze vzorce pro inverzni transformaci z(Z),
aby rovnice (3.20) obsahovala opravdu jen nové soufadnice.
Pouzijme nyn{ vysledek (3.20) na transformaci (3.16). Uvédomime-li si, ze

L2
=1, w=g , Q=h , a:ﬂ ,
G? H
e= 1_ﬁ , cosI:E , (3.21)

potom nenulové derivace 0Z;/9zy, jsou tyto (pokldddme k = n?a® z 3.Keplerova
zdkona):
o_, aw_, o0
ol ' dg " Oh ’

- T _ 1—
oG [{_ a2 L? epna? “
2
LpP_1_ LU el 11
s OH G GL OH  puna?./1—e2sinl
oI H HL1 oI 1

—sin] = = =

1
= —— e
oG G? GGL O0G  una?\/1_¢e2
Matice P;s = (Z;,Zs) je antisymetrickd, proto sta¢i urcit jen patndct ¢lena
nad diagondlou. Diky (3.21) obsahuje kazd4 Poissonova zavorka nejvyse jeden
nenulovy ¢len. Rada zavorek je rovna nule. Jediné nenulové ¢leny jsou:

2
una

1 a—
(eaw): _(wae):_g_gg_g = ——V1-¢? 3

cotg I

(@)= =-(a)=-%% =-
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1—e?
- _ _old —
)= -ba=—5 =—mae
1 1
- — _Owdl  _
(I, w) = —(%I)——a—‘;ﬁ —Wimmtgf ]
1 1 1
(I>Q)= _(Qa-[):_aﬂal

OhOH  na? /T —e2sin]

Odtud pro Lagrangeovy poruchové rovnice dostaneme

. 2 oV
@ = Cuna Ol
L V@ 1o v
epna® Ow epna® Ol
I = L 1 (1 6l—cothal>
una?+/1—e2 \sinI 0Q Ow ’
o _ __ 1 1 18V
pna®y/1—e2sinl 8I
V1—e20V 1 1 ov
w = ——— o+ ———F—=cotgl — ,
epna? e  pna®/1—¢2 o1

2 oV 1-¢ oV
pna Oa  epna® Oe

(3.22)

Je nutné mit na zfeteli, ze v téchto rovnicich je n funkci a. V literatufe se ¢asto
zavadi poruchovd funkce R = —V/u, potom maji rovnice (3.22) jind znaménka.
V nésledujicim také k veli¢iné R pifejdeme. .. Casto uzivanymi elementy, jiz

konstantnimi v neruseném pohybu, jsou ! (w,1) — (@,€):

l=nt+e—-Q w=w+Q

w=o-—0 e=l—nt+w+Q
pak
OR _ 000R  050R, 0:0R _OR  OR  OR
o0 9090  9NIn 0N 0 0N W Oe
OR _ OOR  0:0R _OR  OR
dw  Owdn Owde 0w Oe
OR _ 0:0R _OR
oL~ Al ol T ol
Po pouziti rovnic (3.23), (3.24) a relaci
0 = o+Q
¢ = l—-n+w+Q

(3.23)

(3.24)

(3.25)

!Interpretace veli¢in @, e: @ je délka perigea (pericentra), v ase t = 0 je satelit v I(t = 0) =
€ — @, tj. e = l(t = 0) + &. Misto ¢ se také nékdy zavadi T jako okamzik prichodu perigeem

l=v(t—T1).
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dospéjeme k rovnicim?

da 2 OR

dt ~ nede

de V1—e2 —— O0R 1—-¢e20R

dt ~ " naZe (- l_eQ)E_ na’e 0o

de _i@_R_’_\/l—e?(l—\/l—e?)@ tany R
dt na Oa na’e de  na2y/1—e2 0i
SO 1 OR

at HGQWSiHiE

dw v1—¢e20R tani OR

a  nate %4—”(12\/@5 ’

Wl (omomy 1 on g
dt na2v/1—e2 \ 0e 0D na2v/1 — €2 sini 0N

Lagrangeovy poruchové rovnice (LPE) mohou byti integroviany numericky, se-
minumericky nebo plné analyticky.?
Hlavni vyhody:

e Je to plné poruchova metoda §itd na Keplerovskou elipsu — obchézi v in-
tegrovanych rovnicich centralni ¢len od problému dvou téles. (Jsou i jiné
formulace, kdy fundamentalni drahou neni Keplerovska elipsa, ale jind in-
termedidln{ drdha — Garfinkel a J; problém, Hillova intermedidln{ dréha.)

e Pro malé poruchy jsou zmény elementti malé, 1ze tedy pouZit velky in-
tegracni krok (daleko vétsi nez pfi pfimé integraci Newtonovych rovnic).

e Integrace bezprostiedné piedstavuje zmény keplerovskych elementi —
jasné interpretovatelné (mame pro né dobrou intuici).

Nevyhody:

e Pravé strany LPE jsou daleko komplikovanéjsi nez u Newtonovych rov-
nic (navic je obvykle velice obtizné vyjadfit R(a,e,...))), i to Ze nékteré
proménné jsou tam ve velkém mnozZstvi sini a kosini — numericky
narocné.

e LPE jsou singuldrni pro e — 0,1 — 0.

e Nejsou piimo aplikovatelné na parabolickou drdhu (ani hyperbolickou) —
silné pertubace, kdy se muze ménit typ drdhy nelze dobie popisovat.

e Je tieba fesit Keplerovu rovnici (je§té k numerickym z4t&zim).

2Jesté jsme pieslik ¢ — ¢, ¢l = é—l—t‘é—?, coz ma béjecné vlastnosti vzhledem k charakteru
rozvoje poruchové funkce R.
3Poincarého ditkaz o tom, Ze mnozina parametrii, kde formalni feSeni diverguji, je hust4.
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Nevyhoda uveden4 ve druhém bodé je seriézni, nebot se jednd o ¢asty piipad.*
Obecné lze vsak tyto potize obejit transformaci (e, ®,4, Q) — (h, k, p, q):

h=esin® k=ecos® e2 =h? + k2
tgw =& p = sinisin g = sini cos (3.27)
tgQ =2 cosl =(1+p*+q?):

% = %sin&)+ecoswd—w

dt dt dt

% = %cosa)—esin&)d—a)

dt dt dt

OR _ 0eOR  0uOR

Oh ~ Ohde Oh O

% = 1h—sin(,b

oh e

Oe

% -k =cos®@

Ti.
1 _ow _ 1 ow _ 1
2@ ok — k7 oh — e COSW

10— _h o 0o _Lgng
B_R - @sing.y——costb
8h e e 0w
OR OR 10R
- = —_— 0 — ——==sinck 2
ok ¢ COS@ — < 5= sind (3.28)

dh . V1 —e? 1
— = sin&)é+ec0s@d):—7e(1—\/1—62);sincDBER—

dt n a2

V1_e2 V1_e2
— %sinw8@R+7ﬁecosd)6€R+
na3e na

+ ——2 __ccoswO;R=

\/l—eQaR hv/1 — e? 9.R+ k tan %
na? F na2(l++v1—e?) = na2y/1 — e2

OiR

(3.29)

4Zajimavé viak je, ze predchozi formulace byla Leverierrem tspéiné pouzita pro velké
planety Slune¢ni soustavy: kdy# i, e malé, nebot napf. g—g je vzdy ~ e, pak vypadly divergujict
cleny.
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nebot
1-vV1-e? (1-v1-e?)(1+vV1—e2) 1
e? B e2(1+ 1 —e?) C14+V/1—¢2
Podobné
dk . e Vi—e2l—+v1-¢2 5
— = cosWeé—esinww =— ecosWO:R —
dt n a2 e?
Vi—el Vi—e?
— .e —cosw Oz R — ¢ sinwd. R —
n a2 e n a2
tg 5 .
- —— £ ___esinwO;R=
na2y1 —e2
V1—e2 kv1— €2 htg &
B PR S U
na na? (1++v1—e?) na2y1 — e2
(3.30)
Analogicky, ale malinko pracnéji, obdrzime
L ! 0,R - p (2, on)
dt na2v1—e2 cos3i 2n a2v/1 — e2 cosi cos? % 0  Ow)’
d 1 O,R - ¢ (22, om)
dt  na2/1—e€2 cosdi © 2na*V1—¢€? cosicos? £ \ 0~ 0% ’
(3.31)

kde
1 1 1
wosi C Vitp+d o= —
cos 1 cos?5  1+4/1+p?>+gq
B sin £ _sing VP2 + ¢ 3.39
cost  2cos?i 14+ /1+p2+¢2 (3-32)
2 2 P tyq
nevyhodou jsou slozité vyrazy.
Ne vzdy se stane, ze poruchu lze vyjadFit pomoci potencidlu R (napf. at-

mosféra, tlak zéfeni, ...), pak musime pracovat s poruchovymi zrychlenimi
rozlozenymi do néjakého systému. Pouziva se

e R — slozka ve sméru radius vektor,

e S — kolm4 k R v dréze satelitu ve sméru narustani anomalii,

o W — kolma k draze satelitu uzavirajici na pravodhly systém.
Oznagime ¢ délku v drize, Z kolmé soutadnice k drize satelitu.

_OR _10R _OR

R=% -+ 5=35 » "=2z

(3.33)
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da
dt
de
dt
di
dt
dQ
dt
d@
dt
de
dt
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e dw dQ i 2rR
o 1 —ersin? - — 34
= 1—e2dt+ i e?sin 5 " na? (3.34)



Kapitola 4

Popis gravitaécniho pole

4.1 Gravitaéni potencial

Chceme-li vysetfovat pohyb druzice v gravitaénim poli Zemé uzitim poruchové
metody, musime nejprve umét vyjadrit potencidlni energii systému jako funkci
slozek polohového vektoru 7 od Zemeé k druzici a slozek jeho rychlosti a ¢asu.
Odtud teprve muzeme uréit tvar poruchy V(7,t) a tuto poruchu vyjadfit po-
moci elementt a,e, I, Q,w,l. To umozni uréit pravé strany Lagrangeovych po-
ruchovych rovnic a jejich feSeni pak uddva vyvoj elementd druzice. Protoze
mezi elementy a, e, I,,w,l a Delaunayovymi proménnymi plati prosté vztahy
(3.21), umoziuje znalost tvaru poruchy V(a,e, I,Q,w,l,t) zapsat ihned i poru-
chové rovnice v Delaunayovych elementech.

Tento plan tedy bydeme mit na zfeteli, kdyz budeme popisovat gravita¢ni
pole Zemé. Postup je mozno ovSem pouzit i na dalsi télesa. M&jme tedy nepra-
videlné téleso o hmotnosti m (opét oznacime Gm = k) a hmotny bod (druzici)
o hmotnosti p a polohovém vektoru 7. Potencidlni energie systému je déna
souétem potencidlnich energii Newtonovy gravitaéni interakce pres vSechny ele-
mentarni hmoty.

7=

U@ = —gu/ 4G | av' (4.1)
2

kde p(7) je hustota télesa v misté o polohovém vektoru 7 a integruje se pfes ob-
jem télesa. Piitom dV' = dz’ dy’ dz’. Casto se zavadi gravitaéni potencidl V(7)
jako funkce polohového vektoru uddvajici zdporné vzatou potencidlni energii
jednotkové hmoty umisténé v bodé 7

V(ngv/

Gravitacni potencidl V(7) spliiuje vné télesa Laplaceovu rovnici

| 15(_’71) av' . (4.2)

|

AV=0 , (4.3)

73



74 KAPITOLA 4. POPIS GRAVITACNIHO POLE
kde A je Laplacetv operator
A= —+—=+— , (4.4)

jak se snadno pfesvédcime dosazenim (4.2) do (4.3). Pfedpoklddame-li izolovany
systém, plat{
lim V(7) =0 |, (4.5)
r—00
protoze velikost |7 — | =1 je pfi volbé dostateéné velkého r mozno omezit shora
libovolné malou konstantou. V pFisti kapitole ukdzeme, ze funkce spliiujici (4.3)
a (4.5) maji specidlni tvar.

Pifipomeifime jes§té, ze ve sférickych soufadnicich x = rsindcosp, y =
rsin ¢ sin ¢, r cos ¢ ma Laplaceova rovnice tvar
1 (08 (,0V 1 0 oV 1 0%y
== — — | == [ sind =< ———| ¢ =0. 4.6
72 {87" (T 8r>+sin19 [619 (sm 619)+sin195<p2]} (46)
Uhlov4 éast Laplaceova operatoru
1 9 4] 1 02
= — [ sind— — 4.7
A= 959 (Sm 619) * inZ0 042 (4.7)

muze slouzit k definici sférickych funkci, které budeme nadéle hodné vyuzivat.

4.2 Sférické a s nimi spojené specidlni funkce

Definujme sférické funkce Y, (19, ¢) jako na povrchu jednotkové koule viude re-
guldrni a jednoznaéné vlastni funkce diferencidlntho operdtoru A (4.7) piislusné
k vlastnim ¢éislam [—n(n + 1)], kde n je pFirozené &islo. Plati tedy

N\ Yo, 0) = —nn+1)Y,(0,¢) . (4.8)
Hled4dme-li fesent (4.8) ve tvaru

Yo(0,0) = () E(W) (4.9)

dostaneme dosazenim do (4.8) a po vydéleni Y, (4, ¢)

1 1 d d 1 1 d2
Z0) o as V=W 79 B(g) a2 0 W)
= —nn+1) . (4.10)

Ma4-li tato rovnice platit identicky, musi byt Cast zavisld jen na ¢ konstantni.
Konstantu oznaéime —k?

1 a2

- — 2
503700 =F (4.11)
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Aby feseni el k¥ a e~ 1%¢ vedlo k jednoznaénému feSeni na kouli, musi pro véechna
© platit
B(p+2m) = () (4.12)

a tedy k musi byt celé ¢islo. To ospravedliiuje i volbu zdporné konstanty vpravo
ve (4.11). Pfi kladném znaménku u k2 ve (4.11) by feseni eF¢, e*¢ nespliiovala
(4.12). Ze (4.10) potom dostaneme

1 d i d _ k2 _
snd dd (smﬁd—u(ﬁ)) = [sinzﬁ —n(n+ 1)] E(9) . (4.13)
Zavedeme-li

x =cosv¥ (4.14)

dostaneme

dic [(l—x )j;] + [n(n+1)—1f—22]

To je zndm4 rovnice pro pfidruzené Legendrovy funkce P%(z). Pfipomenme
nékteré vlastnosti téchto funkci a jjejich specidlniho pfipadu pro k = 0, kdy
prechézeji v tzv. Legendrovy polynomy.

Rovnice pro Legendrovy polynomy plyne ze (4.15) pii k =0

(1]

=0 . (4.15)

—_

d‘i [(1 - x2)j—;] +nn+1)2=0 (4.16)

FeSenim této rovnice jsou (pro n rovno celému &islu) Legendrovy polynomy, které
je mozno definovat tzv. Rodriguesovym vzorcem

1 a4,
S N 4.1
2n ! dxm (2 ) (4.17)
Rozvinneme-li (2 — 1) podle binomické véty ([n/2] bude celd ¢ést z n/2)
[5] 4
- A" a2 (_pyil =
Py () Z ); dzn ["E (-1) ]

’ 2n n‘ jtn—j
] .
(=1)f (2n — 2j)! n—2j
418
T Ty N e T (.18)

— S
[NE)

.

pak se muzeme snadno pfesvédEit dosazenim (4.18) do (4.16) a porovninim
koeficientli u stejnych mocnin z, ze P, je opravdu fesenim (4.16). Uved'me
nékolik prvnich Legendrovych polynomu

Po(m) = 1 5
P(z) = =z

Legendrovy polynomy

Rodriguestuv vzorec
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P) = g3 -1)
i) = g6 —3)
Py(z) = %(35x4—30x2+3) ) (4.19)

Dalezitou vlastnosti Legendrovych polynomu je skutec¢nost, Ze tvoii Uplny or-
togondlni systém v prostoru L, kvadraticky integrovatelnych funkci v intervalu
< —1,1 >. Plat{ totiz

2
= —6nm
2n+1

/ Py (2) Py (z) do

a kazdou funkci f(z), pro kterou existuje integral

1

[ls@Pa

21
1ze rozlozit
f@) =Y anPu(@)
n=0

Ptitom koeficienty a,, jsou dany vztahem

_2n+1
)

Qn

/ Po(z) f(z) dz

-1

Nékdy se Legendrovy polynomy definuji pomoci vytvofujici funkce. Plat{

1 oo
i terrar 2" (120
n=0

jak se muzeme pfesvéd&it pouzitim binomické formule nejprve na funkei [1 —
2a(z — a/2)~'/? a potom na élen (z — «/2)7. Rada (4.20) konverguje pro —1 <
z < 1 absolutné pro vSechna |a| < 1.

Vrafme se nyni k fesen{ rovnice (4.15). Polozme pro k > 0

E@) = (1-2)%u(z) , (4.21)
potom pro u(z) dostaneme rovnici
(1—m2)i—2w(k+l)d—u—|—[ (n+1)—k(k+1)]u=0 (4.22)
922 o T u=0 . .

Derivaci (4.22) podle z snadno zjistime, Ze jestlize néjaka funkce u spliiuje (4.22),
pak v' = du/dz spliuje tutéz rovnici (4.22), kde vSak k nahradime (k + 1).
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Jestlize tedy P, () spliiuje (4.22) pro k = 0, potom - P, spliiuje (4.22) s k = 1
atd. Partikuldrni feSenf rovnice (4.22) tedy je

k
u(z) = dd?P"(x) . (4.23)

Proto muzeme pro kazdé celé n > 0, k > 0 definovat Legendrovu pfidruzenou
funkci

Pk(z) = (1 —2?)%

R Pa@) (4.24)

kterd je fegenfm (4.15) pro k > 0. Pro k < 0 je fesenim PY!(z). Vidime, ze
piidruzené Legendrovy funkce jsou nenulové pouze pro |k| < n. Tim jsme pro
kazdé nezdporné celé n nasli 2n + 1 feSeni rovnice (4.8). Ozna&ime tato FeSeni
Yor (3, ¢), kde k= —-n,—n+1,...,0,1,...,n

2n+1(n— |k|)! 5
4 (n+ |k|)!

Yur(9,9) = (1) 5 [ eik? plkl(cosy) . (4.25)

Tyto funkce nazyvame sférické funkce, nékdy jen sférické harmoniky. Tvoii or-
tonormaln{ systém na jednotkové kouli.

2w

/ / Y2, (9, ) Vin (9, ) sind ddde = Spmde; (4.26)
0 o0

kde * oznatuje komplexn{ sdruzeni. Pfi dukazu (4.26) je mozno vyuZit ortogo-
nality Legendrovych funkci se stejnym k& > 0

/ P¥(2) PX (2) do = 2n2+ : EZ - g: S - (4.27)

Vztah mezi Yy, a Yy, i je
Yo (0,0) = (DFY5(0,0) - (4.28)

Dilezitou vlastnost{ ortogonédlniho systému Y, (9, ) je jeho tplnost na
mnoziné funkei kvadraticky integrovatelnych na kouli. Jinymi slovy, kazdou
funkci f(9, ), pro kterou existuje kone¢ny integral

2w

/ / £(9,9) sind dvde

0

je mozno rozvinout v konvergentni fadu

F@,0)=>" > amYur(®,9) (4.29)

n=0k=—n

Sférické funkce
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s koeficienty a,r danymi vztahem

27w

ank—//Y,:‘k F(9,0) sinddddy (4.30)

co7 plyne ze (4.26). Uved'me nékteré ze sférickych funkcf s malymi indexy

1\2
Yoo(d, ) = (E) )
3\ 2
Yip(dp) = (E) cos?d
Yl,il(ﬁ:‘P) = :F( ) siny efi®
87
3 1
Y20(d,0) = i) ( cos’ 19——) ,
4 2
15 L
Yo (d,9) = F 8 s1n19cos19e ig
T
1/15\2 .
Yo 40(d,0) = Z(%) sin? ¢ et2i®
7\? /(5 3
Y- = — el 3,9 _ 2
3,0(9, ) (4#) (2cos19 200519) ,
1/21\2 A .
Ys01(d,p) = 1 4—) sind(5cos® 9 — 1) eti®
1/105\? .
Y3 10(9,0) = Z(%) sin? 9 cos ¥ et2i¥
T
1 3 .
Y3 43(d,0) = ¥ (2—5> sin® ¢ e3¢ (4.31)
v(y

Pripomenime jesté tzv. aditivni formuli pro sférické funkce, kterd dava do vztahu
sférické funkce pro dva sméry prostoru 9, ¢ a ¥, ¢’ s Legendrovym polynomem
P, (cos7), kde v je thel sevieny témito dvéma sméry. Ze sférické kosinové véty
plati

cosy = cos¥ cos? + sindsind cos(p —¢') . (4.32)
Aditivni{ formule tvrdi
S 47T * ! /
Pp(cosy) = k:z—n mynk(ﬁ7 )Y (9',¢") (4.33)

resp. pro Legendrovy pfidruzené funkce
(n+ k)

P(k) (cos ) PF) (cos ') x

. (cosy)
=0
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x cos(k(p—¢)) . (4.34)

4.3 Reseni Dirichletovy tlohy pro sféru

Nejprve se budeme zabyvat vnéjsi Dirichletovou dlohou. Necht na kulové ploge
S se sttedem O a polomérem R je zaddna funkce f(¥, ). Pfedpoklddame, 7e
obvyklé sférické soufadnice r,1, mame zavedeny v né&jakém systému S =
[0,z,y, z]. Hleddme funkci V(r,¥, ), harmonickou vné této koule (tj. spliiujici
rovnici AV = 0), pro kterou plati

V(R,9,9) = f(9,0) . (4.35)

Daéle budeme pozadovat, aby hledand funkce V(r, ¥, ) spliiovala rovnici (4.5).
Na kazdé kulové plose o poloméru r mizeme hledanou funkci V(r, ¥, ) rozlozit
podle ortonormalniho systému sférickych funkef (4.25). Koeficienty budou oviem

zdviset na r - n
V(r,d,0) =3 > an(r) Yar(,9) . (4.36)
n=0 k=—n

Podminka harmoni¢nosti je potom podle (4.6) a (4.7)

10 1,
Po dosazeni ze (4.36) s uvazenim vlastnosti sférickych funkci (4.8)
Aok (9,0) = —n(n+ 1) Yor (9, 9) (4.37)
dostavame
d
nZ_JOkZ 2 [dr ( 5@%) —n(n+ 1)ank] Your(9,0) =0, (4.38)

odtud napf. vynadsobenim Y, (¥, ¢) a integraci pres sféru

d? d
r? mams +2 Tdrams —m(m+ 1)ams =0 . (4.39)
Resenf line4rni diferencidln{ rovnice 2.f4du mtzeme hledat ve tvaru

ams(r) = v

odkud pro N dostaneme podminku
N(N+1)=m(m+1)
Resenim jsou tedy dvé moznd N

N = m ,
N = —(m+1)
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Obecné Fesent (4.39) obsahuje dvé integraéni konstanty

1

ams('r) = Amst™ + Bms

M3-li vsak funkce (4.34) spliiovat podminku (4.5), musime polozit A4,,; = 0.
Potom

V(r,9,¢) Z Z Bui— Yuk (9,9) - (4.41)

n=0 k=—n

Rozlozime-li funkce f (¥, ) podle sférickych funkci

9,0) =Y > FuYur(d,9) (4.42)

n=0 k=—n
potom vidime, ze podminka (4.35) bude splnéna pouze, polozime-li ve (4.41)

—n+l1

vevs

oo 00 n+1

n=0 k=0

kde F,; jsou koeficienty rozkladu f(4,¢) podle sférickych funkci. Je-li funkce
f(D,¢) redlnd, potom f(d,¢) = f*(d,¢) a tedy

Z Z Fnk Ynk(ﬂ; 90)

ﬁkk Yﬂkk (W,¢) =

I
iMs
M- [

n=0 k=—n
oo n o
Z Z F:k(_]-)k Yn,fk(ﬁa(p) = Z F;,fk’(_]-)k Ynk(ﬁaﬂo) ’
n=0 k=—n n=0 k'=—n
odtud musi platit
Fue=(-D*F; . (4.44)

Potom v8ak snadno vidime, ze i funkce V(r, 9, ¢) je redlna.

Vnitini Dirichletova dloha naopak vyzaduje nalézt funkci V(r, 4, ¢) harmo-
nickou uvnitf kulové plochy S, kterd spliiuje na hranici opét podminku (4.35).
Tentokrat vsak poiadujeme, aby funkce V(r 9,¢) byla regulérni v pocatku

vevs

tentokrat nuceni polozit B, = 0. Srovnanim (4.42) s fesenim

n=0 k=—n
dostaneme pozadavek
A Fnk
nk — —=n
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oo n n

n=0 k=—n
Vsimnéme si, ze v obou pFipadech (4.43) i (4.46) dostdvame Fady, které jsou
fadou (4.42) (ktera je absolutné konvergentni) majorizovany, tedy obé fady téz
absolutné konverguji.

Rovnice (4.43) musi ddvat obecny tvar pro gravitaéni potencil Zemé (nebo
jiného télesa) vné sféry, kterd Zemi obklopuje. Konstanty Fyj charakterizujf
gravita¢ni pole Zemé, ale stéle jesté zavisi na soustavé soutadnic. Jestlize misto
soustavy S = [0, z, y, 2] zvolime &' = [0,2',y', 2'], ve které jsou opét vztahy z' =
r'sind cosy’, y' = r'sind sing’, 2/ = 7' cos?¥ zavedeny sférické soufadnice
r' 9, ¢, potom i v ¢arkované soustavé musi platit Laplaceova rovnice (diky
invariantnosti Laplaceova operdtoru). Stejnd argumentace, kterd vedla k vyrazu
(4.43) pro gravita¢ni potencidl Zemé, dava

o} n R n+1
Vo', 0 =3 > Fuw (—) Yom(0,¢') . (447)
n=0 m'=—n
Koeficienty rozvoje téhoz potencidlu vsak budou v nové soustavé jiné.
Vezmeme-li funkci V(r,9,¢p) = (R/r)IT'Y;,(9,¢), potom v soustavé S’
bude mit tato funkce opét tvar (4.47). Protoze r = r', mizeme porovnat koefici-
enty u stejnych mocnin r a vidime, Ze nenulové mohou byt jen koeficienty K,
s n = j. Sférickd funkce v soustavé S je linedrni kombinaci sférickych funkci se
stejnym prvnim indexem

J
Yim(,0) = > DI Yim(®,¢) . (4.48)
J

m/'=—j

Do koeficientii v této linedrni kombinaci jsme zavedli i index m, nebot koeficient
Fi v (4.47) musf zdviset i na hodnoté m v rovnici V = (R/r) Y}, (9, ¢).
Koeficienty D! , = zavisi pouze na vzéjemném otoceni soustav S a S'. Jestlize
toto natoceni budeme charakterizovat Eulerovymi thly 4,60, ¢ (budou pfesné
zavedeny v kapitole 4.4), potom dilezitym tkolem bude urcit zavislost trans-

w7

formacnich koeficientu D? , na 1,0, ¢. To provedeme v pfisti kapitole.

4.4 Eulerovy uhly

Mgjme soustavu S = [0, z,y, 2] a ototenou soustavu S’ = [0, 2,4, 2]. Soustavu
S muzeme ztotoznit se soustavoou S', provedeme-li postupné tfi otoceni:

1. Otoceni okolo osy z o thel 9 (precesni thel).
Tim vznikne novéd soustava [0,&,n,(]. Uhel 9 volime tak, aby osa &
lezela v ptimce, ve které rovina z, y_‘proginé rovinu z',y'. P¥itom ze dvou
moznych smért osy £ volime smér I3 x I3, kde I3 je jednotkovy vektor ve
sméru osy z, l_; jednotkovy vektor ve sméru osy z'.
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2. Otocenf okolo nové osy £ o thel 6 (nutacni tdhel).
Timto ototenim vznikne soustava [0,£’,n', ']. Uhel 8 volime tak, aby osa
¢ ptresla v osu 2'.

3. Otoceni okolo osy ¢’ o tihel ¢ (tihel vlastni rotace).
Timto oto¢enim ptejde [0,&',7',¢'] v [0,2',4', 2']. Uhel tedy musime volit
tak, aby osa &' pfesla v z'.

Mozné hodnoty Eulerovych Ghlia jsou omezeny takto:
0<v<2r , 0<0<7w , 0<op<2r . (4.49)

Matici R(%, 8, ¢) transformace od sloupcového vektoru

!/

x x
!
Z= |y ke sloupcovému vektoru # = | v
!
z z

dostaneme podobné jako matici (2.77) v kapitole 2, kde jsou téZz definovany
matice R3,R1. )
Z=TR3()Ri(O)Rs(9) T
tedy )
& =Ra(—¢)R1(-0)Rs(—) T=R'(¢,0,9) T . (4.50)
Srovnanim s vyrazem (2.77) pro R(I,Q,w) vidime, ze R' dostaneme z R do-
sadime-li Q@ = —-¢, I = -0, w = —19.

€OS ¢ cos 1 — sin ¢ cos @ sin Y
R'(y,0,0) = (—sinqﬁcosv,b—cosqﬁcosﬁsinw
sin 6 sin ¢
cos¢siny + singpcosfcosy  singsind
— sin ¢ sin ) + cos ¢ cos @ cos 1 cos¢sin0>
— sin @ cos cosf

Maticovy element R;i je kosinus ihlu mezi i-tou novou a j-tou starou osou.

4.5 Stokesovy konstanty

Gravitatni potencidl télesa muzeme pomoci (4.43) pfepsat

oo o0 n
V(Taﬁa(p) = Z Z Gm % KnkYnk('ﬁ: 90) . (451)
n=0 k=—o0
Piepis (4.43) do (4.51) je ¢isté formalni zalezitost G je gravita¢ni konstanta a m
hmotnost télesa, R je charakteristicky rozmér télesa. Jeho hodnota je pro dané
teleso konvenéni dohodnuté &islo. Zavadime ho proto, aby konstanty K,; byly
bezrozmérné. Opét plati podminka reality

Kn_r=(-1)*K7, . (4.52)



4.5. STOKESOVY KONSTANTY 83

Setteme-li v (4.51) vzdy ¢leny s k a —k, muZeme gravitaéni potencidl vyjadFit
v redlném tvaru

V(r, 9, ¢)

o0 n 1 Rn 5 B
gm Z Z 1+ &g rt1 (K"kynk (9, 9) + Kn, 1Y, —k(9, 90)) =

n=0 k=0

oo n 2 Rn N
gm Z Z T o r7H1 R |:KnkYnk(/l9> ‘P)] )

n=0 k=0
kde R oznacuje redlnou ¢ast (imagindrni ¢ast budeme oznagovat F). S vyuzitim
definice sférickych funkci (4.25) dostaneme

© n R" ~
V(’I“, 197 (,0) = gm Z Z mpy(bk) (COS 19) |:an COS(k(p) =+

n=0 k=0

+ Sk sin(kcp)] ) (4.53)

Vztah mezi komplexnimi veli¢inami K,,;, a redlnymi veli¢inami Cp, Sp je po-
tom

K = (=1)*(1 4 01o) [%] ’ (Crk —1Snk) (4.54)

pro k > 0. Ujasnéme si nyni vztahy mezi K, (resp. Crr a gnk) a prubéhem
hustoty v télese. ProtoZe hustota p(7 ') v télese plné urcuje jeho vnéjsi gravitacni
pole (4.2), musi byt mozno konstanty K, uréit ze znalosti hustoty. Dosadime
do vzorce (4.2)

Prabéh hustoty v télese
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Kapitola 5

Pohyb druzice
v gravitacnim poli

5.1 Vyjadieni poruchy. Funkce sklonu.

Gravita¢ni potencidl Zemé ve sférickych soufadnicich v soustavé S = [T'; z, y, 2]
pevneé spojené se Zemi je mozno zapsat ve tvaru (4.51)

oo n R~
19(“ v, ‘P) = Z Z Gm@ M%Knkynk (,‘93 90) . (51)
n=0 k=-n

Budeme ptedpoklddat, ze T je tézisté Zemé, osa z sméfuje ke
greenwichskému poledniku a lezi spolu s osou y v roviné rovniku. Clen s n = 0
ddvd Gmg/r, zatimco Cleny s n = 1 vymizi diky volbé pocatku v tézisti.
Zavedeme-li hmotnost druzice my a

mqg Mg

=— , m=mg+m , 5.2
w Mg + Me d ® (5.2)

potom energie problému je vyjadiena pomoci hamiltonidnu vzdjemného pohybu
(v ném je odseparovdna tézisfovd cést)

=2
P um
H="—-G— ‘
2% G " +V ., (5.3)
kde porucha
V== 22 kZ G 7;%1 Kk Yor (0, ) (5.4)
n= =—n

Zakladni ¢ast H tvoii neporuseny hamiltonian Hy problému dvou téles

=2
P _ght™ | (5.5)

Hy=—-
0 2u T

85
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Obrazek 5.1: Soufadné systémy pfi transformaci poruchové funkce. Osa X sou-
stavy S sméfuje k jarnimu bodu, osa x soustavy S sméfuje na greenwichsky
polednik a osa z' soustavy S’ na druzici D.

Pti zavedeni Delaunayovych nebo Keplerovych proménnych bude
3G2m?2

212

Gum

Hy = —
0 2a

resp. Hop = — (5.6)

Ukolem ziistav4 uréit zdvislost V na téchto proménnych. Na obr.(5.1) je v misté
D zakreslena druzice a nékteré jeji oskulaéni elementy. Fixni soustava, jejiz osy
se prakticky neotaceji, je reprezentovana systémem S = [T, X,Y, Z], kde X,Y
lez{ opét v roviné zemského rovniku, ale X sméfuje stale k jarnimu bodu. Uhel
7 = ZxT X je hodinovy thel jarntho bodu pro greenwichsky polednik, nebo-li
greenwichsky hvézdny Cas, ktery je ovSem diky rotaci Zemé linedrn{ funkci ¢asu

T=1+Nt . (57)

Provedme nyn{ se soustavou S oto¢en{ s Eulerovymi thly

Y = h-—r71
0 = 1T
¢ = vty

Nové soustava S’ = [T;z',y', 2'] ma osu «' sméfujici k druzici D. Proto sférické
soufadnice druzice D v S’ jsou ¥ = 7, ¢' = 0. Transformaé¢ni rovnice pro

sférické funkce pii rotaci je

Yu@9) = 3 Y (g,O)D(”)(h—T,I,v+g)k:k . (58)

k'=—n
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Pro tzv. Wignerav koeficient D;c, ,2 mame

D (h— 1, Iv + gl = i¥ ~F elbh=D+K (0l A (1) (5.9)

kde A" (I) je znam4 funkce I. Uréeme dale Yy, 4 (%, 0).

™ stk [2n 4+ 1 (n — |k|)! 1/2 Ikl
n,k\ 5> =(-1 2 ¥
Podle(4.24) dostaneme uzitim (4.18)
Ay e
PT]LC(:L') = (]_ — ;1;'2)5 xn—?]—k

— 275! (n—j){(n —2j —k)!

.

Odtud okamzité vidime, Ze pro n — k liché je P¥(0) = 0. Pro sudé n — k = 27 je

(—1) (2n — 2j)! (=D (n+ k)

275l (n—)in—2j—k)! 27 (n5E)1 (k)

PF0) =

Zavedeme-li funkci P(n, k) definovanou na mnozing dvojic celych ¢isel tak, ze

Pn,k) = 1 , jeli n—k sudé,
P(n,k) = 0 , jeli n—k liché, potom
n— (n+k)‘
PHO) = Pn,k)(-1)"F - (5.10)
2n (2R)1 (25)!
Dosazeni do (5.8)
- vl [2n 41 (n— |k
Y, = -1 2
n,k(ﬂyw) k,:Z_n( ) |: An (n+ |k'|)
n= |k (n + |K])! k' —k
x P(n,k'") (1) 2 X
n [ ntlE] n
2 ()1 (=5)!
X AS:,)C(I) expilk'(v+g) + k(h—71)] =
- Ktn
= Y TR ARW)
k'=—n
y (25 (n = [K'D!(n + |&'])!]
n [ nt+lk n—|k’
2 ()1 (25)!
x P(n,k') expi[k'(v+g)+k(h—7)] . (5.11)

Vidime, Ze pfi vynechani absolutnich hodnot u &' se diky symetrii zlomku hod-
nota vyrazu nezméni. Zavedeme-li ddle misto &’

2p=n—Fk (potom k'=n-—2p) |,
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muZeme s¢itat jen pies p = 0, 1...n. Dostaneme tak

_ - n—p.n—2p— (n) 2n+1 (2p) (2n - 21))']é
Ynk(ﬁa SO) - pz:;)( 1) 1 k An 2p,k(I) 2np' (n _ p)' X
x expi[(n —2p)(g+v) +k(h—T7)] . (5.12)

Definujeme-li veli¢inu se tfemi indexy Fpp(I), kterd nazyvé v literatufe funkef
sklonu, vztahem

Fupl) = (=" g |enten -2 PE ]
x AWM, () (5.13)
potom
G 2n+1(n—k)!%
Yuld.g) = I;H)k[ O] P
x expi[(n —2p)(g+v) +k(h—T7)] . (5.14)

Vétsinou vyuzivdme jen funkci Fjj, se vSemi indexy kladnymi. Potom (5.14)
muzeme pfepsat (k > 0)

PF(cos9) el*? = i Forp(I) expi[(n —2p)(g+v) +k(h—7)] .  (5.15)

p=0

Funkci sklonu zavedl vztahem (5.15) Allan (Proceedings of the Royal Society,
A, 288 (1965), 60). Z vyrazu pro matice A) dostaneme pomoci (5.13)vyraz pro
Fokp(I).

_s(n+E)!(2n—2p)! (2 .
Py = (i O Sy
y 1
2p—r)!(n+k—r)kl(k+n—2p— k)
x cn+k+2p 2K S2n+n 2p—k , (516)

kde ¢ = cos% , § = sin % Castéji se v literatufe najde vyraz, ktery ziskdme
z (5.16) zménou indexu k na

K = o—-n+2p+k

ek (n+R)! 2n —2p 2p
Forp = i 27 pl (n — p'; ( nek—o )X

x 03n7k72p720 Sk7n+2p+20' . (517)
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Vidime, ze Allanova funkce sklonu je pro sudé n — k redlnou funkci, pro liché
n — k ryze imaginarni. Proto se nékdy pouzivad Kaulovych funkef sklonu Fpp,
které jsou redlné. Souvislost mezi obéma funkcemi je ddna vztahem

(5.18)

Friyp } pro n—k sudé
- iFnkp

Frnkp(I) = { F pro n—k liché

Uved'me si nékteré z funkci sklonu pron =2 an = 3.

F200 = —gsinzl ,
= 1

F201 = gsin2l—§ ,
F202 = —gsinzl ,
= 3

F210 = ZSinI(l—}—COSI) ,
— 3 .

Fay = —§smIcosI ,
= 3

Fio = —ZsinI(l—COSI) y
= 3

Fap = Z(1+cosI)2 ,
— 3 .

F221 = ESIHQI s
— 3 )

Fa = Z(l—cosI) ,

5 . 5

F300 = —ESII’I I 5
Fso1 = —%sin3l+—sin1 ,
Fapp = —%sin3l+—sin1 ,
— 5

F303 = 1—651n3I y
= 15 .,

Faio = —qesin I(14cosI) ,
= 15 . 4 3
Fsn = 1 Sin I(1+3cosI)—Z(1+cosI) ,
— 15 | 3
F31p = 1—6s1n21(1—3c0s1)—Z(l—cos[) ,
Foy = -2 in? I(1 — cos I)

si3 = ~16S cos ,
- 15 . 5
F320 = gSIHI(lﬁ-COSI) s

15
Fsy = gsinl(l—QcosI—?)coszI) ,
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F3p = —%sin[(1+2cosl—3cos21) ,
Fao3 = —% sinI(1 —cosI)?

Fs3 = %(1 +cosI)®

Fs3 = %5 sin? I(1+cosT)

Fs3 = 4§5 sin? I(1 —cosI)

Fass = %(1 —cosI)?

Neuvadlme funkce Frpp s n = 1 protoze tyto cleny v poruse vypadnou dlky

li o pfipad rezonance) mensi dulezmost nebot u piislusného Fpy, stoji pomér
(Rg/r)™. Uzijeme-li s¢itactho schématu

n

Z ank = Z O 1+ 1 (an,k + an,—k)

k=—n

na vzorec (5.4), dostaneme

1 R",um
ZZ(S +1 ?H_l (Kn,kYn,k+Kn,—kYn,—k)
n=2 k=0 ko

Ze vatahu Yy, = (-1)*"Y, K, = (-1)*K}, , muzeme déle upravit
V na funkci sférickych harmonik pouze s kladnym k&

nm
ZZ Ok _|_1 E2+1 §R[I{nkYnk(ﬁaﬂo)] . (5.19)

n=2 k=0

Uzitim (5.14) dostaneme déle

b o _%722];);61904‘1 fr?iil/T K"k (_]-)k X
2 +1(n—k)]*
[ Am (n+k)!]
X Fup(D) expiln - 2)(g +0) +k(h-7)] . (5.20)

Zavedeni redlnych Stokesovych konstant (4.54) vede na

Vo= —%ZZZG izi‘j” Frtp(I)

n=2 k=0 p=0
X [(Cprcosd + Sprsind) +i(Cpp sind — Sprcosd) ,  (5.21)
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kde jsme oznagili
d=n-2p)(g+v)+kh—7)=n—-2p)(w+v)+EkQ—-7) . (5.22)

Pii urceni redlné ¢4sti na pravé strané v (5.21) je tieba uvdzit, ze pro n — k
liché je Fp (I) ryze imaginarni. Proto po zavedeni redlné funkce sklonu F',p, (I)
ze(5.18) plyne z (5.21)

= Y G (1)«
p=0

n=2 k=0

C’ﬂk Snk .
X [(_Snk) cosd + (an) smd] , (5.23)

kde vrchni varianta plati pro n — k sudé a spodni pro n — k liché.

Timto postupem se ndm v poruse V objevuji funkce sklonu, jejim argumen-
tem je sklon drahy druzice. Keplerovské elementy se ovsem méni podle Lagran-
geovych rovnic (3.22). Abychom mohli tyto rovnice pouzit, musime v (5.23) od-

cos
0= 2+
v)+m(Q—7)] ,kde figuruji dvé nekeplerovské veliéiny r,v; podle (2.179) vime
1 fcos
rl+1 | sin

transformovat ke Keplerovskym elementiim jesté faktor rl%

[I-2p)(w+v)+m(Q—1)] =

— X
al—i—l

COS
x ZX, R [sin] [((=2p+q)l+ (- 2p)w+m(Q—7)] =

(KaEula) alT Z Gipg(e) [Z?ﬁ] [(I —2p)w+ (I —2p+ @)l + m(Q —7)]

(5 Guaale) = X500 7@)

Cayley (1861) podal tabulky Gjp,(e), resp. X,lc’m(e) do vysokého fadu v e.
Dostavame se tedy k findlnimu vyjadfeni poruchové funkce podle Kauly

o l
Vo= Y Y Vi
=0 m=—1
Re
Vi = —Gpm ZO Fimp(I Z Gipg(€) Simpg (@, Q,1,7)
p=
Clm Slm .
Stmpg(w, 1, 7) = s oS dympq(w, Q,1,7) + 5! Sin dympq(w, Q,1,7)
dimpq(w, Q,1,7) = (I =2p)w+ (I =2p+q)l +m(Q—1)

Nyni vyuzijeme faktu,ze ¢len Jy(resp.Jo) znaéné dominuje v rozvoji poruch
gravitaéniho potencidlu (odpovidd zemskému splosténi). Jemu piislusi

‘/20 = G _(fil,_@> J2X
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x ZZFmp ) Gapg(€) cos(2 — 2p)w + (2 — 2p + )]
p=0 ¢

Cleny zavislé na rychlé proménné [ pfedstavuji oscilace kolem stiedni hodnoty
V20, zajima-li nds vyvoj systému po ¢as znacné delsf nez je perioda I (~ —) pak
intuitivné chdpeme, 7e stiedni vyvoj poruch bude vystizen ¢lenem Vg (tento
postup se da pocitat i exaktnimi metodami poruchového poctu, takze tato je
spravna).

Voo = -Gu— ( ;B) Jo Z Faop(I) Gopap—2)(€) cos[(2 — 2p)w
—

X0—3,2—2p
Nyni dokazeme, 7e X, >**(e) = 0.
1 [ fay3 1] 2
X0—3,2(e) _ % (;) COSZ’U,dlKep.:rOV-%/dU (g) cos 2u =
sinv = g\/1—@2 sinu
r
cosvdv = mcosu(l—ecosu)—esiHQudu:
(1 — ecosu)?
an 2
= 1-¢€ (—) (cosu—e)du =
r
= 1-¢2 (g)cosvdu
r
1 /T
- 1o ()
du (1—e?)~ . dv

= —/dv l—e ~3 (—) cos2v =
r
1 ™

1—e?)"2 a 3
- Q=) 27r) /dﬁ (%) cos20 =0 (= x>

-7

Zbyvéa uz jen spocitat Xg 0

w0 [ (@) - [ Q) o -5 [ et

komplexni triky ndm pomohou spocéitat tento integral zdménou z =
eiv , dz=iel* | du=49Z, tedy

1 dz 1 4zd 2
X300 = — Az—/—z
27 . —1)2 2mi 2z —ez?2 —e)?
|z|=1 1% (1_6%) l2|=1 ( )
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_ 2 / zdz 2 / zdz
C mie? (22— 22+41)2  mie? (z—21)% (2 — 22)% ’

|zj=1 |zj=1

2 4
cEye—4 1 1
Z1’2:72 :g:l: 6_2_1 ,

oba kofeny jsou redlné (nebot e < 0), jeden (z1) je vné jednotkového kruhu a

. ~ 2 - ~
jeden kofen (zo =1 —y/% -1 =1(1-V1—-¢€?) = Ry = B) je vidy
uvnitf jednotkového kruhu; tj.

2 z 4
X3,0 — 21 [ —
0" () me2i 1% [(z —21)2 (2 — 29 2] 2

QIN

S T S 1
e z—a)?, 3

= (1 _62)_% )

tedy celkové ve Vg ziistane jen

Vo _ B (Bo\* | _ oy (3
Vzo——Gum2a<a> (1-e%)"2 5 Sin I-1 . (5.24)
Dosazenim tohoto ¢lenu do Lagrangeovych rovnic ziskdme
a = 0, ée=0 , I=0
- 3nJs Ro\’
Q= —= [— I
21— e ( a )
, 3nJs [Rg\’ )
= -2 (2 1—
w 10— 2 ( . ) (1 —5cos”I)
. 3n.J. Re\’
I = n— LS (—65) (3cos®’IT—1) , (5.25)
4(1—e2)z \ @

pro konkrétni hodnoty Jo= —0.0010827, e =0.01, a=1.12Rg je

& = 3.55(5cos°T —1) °(den)!
Q = —6.7cosI °(den)™!
[ = [14.3740.0093(3cos® I —1)] obsh(den)™"

nebot na pravych strandch (5.25) jsou konstantni veli¢iny v daném pfibliZeni,je
feseni

a=ay, e=eg, I=1I, Qzﬂot—}-ﬂo, w = wot + wo, l:i0t+l0

Uvédomme si vSak, Ze jsme v naSem FeSenf udélali zna¢né nelimitni pfechod.
Pii hledani stfedniho vyvoje poruch jsme misto vyfeSeni exaktnich rovnic a
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vystfedovani tohoto fesen, vystfedovali poruchu a fesili rovnice s vystfedovanou
poruchou s virou, ze oba piistupy povedou ke stejnému vysledku. To zdaleka
nemusi byt pravda. V ptipadé hlavniho problému se vSak tato da zlepsit von
Zeipelovou nebo Lie-Hoviho metodou. Vychdazi v§ak najevo, ze v okoli I ~ I,
(pronézcos I, = %, I, ~ 63.4°) tato intuitivni pfedstava neplat{ (pfi zapocteni
ostatnich ¢lenu geopotencidlu pristupuji dalsi komplikace s rezonancemi).

Tim, ze se d4 na§ predchozi postup zpiesnit, myslime fakt, ze se da ex-
aktné matematicky ukézat, ze FeSeni maji tvar napt. Q(t) = Qnase aprox.(t) +
(period. ¢leny v [); samoziejmeé ty periodické Eleny v [ v FeSeni pfi stFfedovani
vypadnou. Hacek je vSak v tom, ze pfi I = I, koeficienty v téchto periodickych
¢lenech diverguji a kolem I, mé tedy obecné feseni Q(t) jiny tvar nez bylo
naznaceno.

Zkusme se v tomto okoli rozebrat vice kvantitativné. Mimochodem si
okamzité povs§imneme, ze pro I = I, je Wnage aprox. = 0. Z divodl vyse na-
znagenych nelze pfijmout za dobry postup, kdy poruchu vystfedujeme (tak
jsme dostali (5.24)) a pak fesime poruchové rovnice. My bychom méli vzit
pfesné feSeni a to pak stfedovat pies I, d4 se vSak exaktné zkonstruovat stredni
exaktni hamiltonidn (von Zeipelovou metodou, Lie-Hoviho metodou,...), ktery
vede pravé na vysledky totozné s vystiedovanim piesného reseni problému. Ten
hamiltonidn vypada

nés tesarsky odhad

~ ~

7(ex) 1 Jo (R ? 2y 32 2
- - 22 (2@ (1_¢?)3 I-1)—
Vao 4G/Lm o ( A (1—¢”)= (3cos )
3 J3 (Re ° 2 2\ % a2
- — —= ([ = 1-— 2 I
64GumR@<a e (1—e*)2 sin®I x
x  (15cos® T —1)cos2w + o(J3) (5.26)

(chybi zde jesté néjaké cleny sekuldrni ~ J2, ale ty nejsou dilezité pro dalsi
vySetfovani). D4 se tedy dokdzat, Ze zddany hamiltonian, ktery exatné popisuje
stfedni vyvoj elementii, nez4visi na Q (coZ je intuitivné ptijatelné, nebof jde
o0 problém s axidlni symetrif). Pak je Q cyklickou soufadnici a H ~ /1 — e cos T
musi byt konstantou, tj. % = —@ tgl g—{. Dosazeni do Lagrangeovych
rovnic poskytuje

di ing Ro ' e’ (1 —e*)*sini cosi(15cos” i — 1) sin 2w (5.27)
dt 3272\ a

dw 3 Rg > 2\—2 2 2

il ZnJQ (7) (1—e*)"?(b5cos”i —1)+o(J5) (5.28)

tedy
YT Hia T T Al
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a vyjadfenim @ mame
9

Ro\° K>
W~ —EnQJg (763) e? (1 —e?*)Ssin2w = — sin2w

to je rovnice matematického kyvadla o niz vime, ze kromé cilkuraéni oblasti
ve fazovém prostoru feSenf ma i libra¢ni oblast. Libra¢ni perioda w je ~ J, 32,
Z rovnice (5.28) je vidét, Ze mimo oblast kritického sklonu w cirkuluje s periodou
~ Jy'. Perioda zmén w v oblasti kritického sklonu tedy vzroste faktorem ~
Jy 12 ~ 30. Podobné se d4 ukdzat, Ze amplitudy zmén (i,e) vzrostou timtéz
faktorem.

Velmi slozitd je otdzka fyzikdlniho pivodu efektu kritického sklonu? Jsme
zvykli, ze v takovych situacich je existence rezonanci klitem k vysvétleni
problému (napf. rezonance v asteroiddlnim pédsu). Nikoliv fidké byly vsak také
nazory, ze jde ¢isté o singularitu matematické metody pouzivané pii feseni. His-
torie tohoto tématu je znaéné propletend. Zacing pravdépodobné u série ¢lanku
Browera, Garfinkela a Kozaie (1959), ktefi von Zeipelovou metodou odseparovali
rychlou proménnou. Transformace se ukédzala singuldrni pro I ~ I,. Zpocatku
méli "navrch” 1idé, ktefi zastavali ndzor, ze jde jen o matematickou singularitu
pouzité metody (délali numerické experimenty). Pozdé&ji se ukdzalo, ze ¢asové
§kaly po nichz sledovali oskulaéni elementy byly pfili§ malé a pozdé&jsi numerické
testy potvrdily ndzor, ze jde o podstatnou singularitu problému.



