
6 Os
ila
e

6.1 Výkonové spektrum

lokální studium → zanedbáme zak°ivení povr
hu → planparalelní geometrie → rozklad signálu

Φ (k, t) (radiální ry
hlost, intenzita, . . . ) do Fourierovský
h komponent

Φ (k, t) =

∫∫∫

dx dy dtΦ (x, y, t) exp (−i (ωt− k · r)) (1)

globální studium → nezanedbáváme zak°ivení povr
hu → rozklad do báze kulový
h funk
í Y m
l

(funk
e Pm
l (θ, φ) Legendreovy polynomy)

Φ (l, m, ω) =

∫∫∫

dθ dφ dtΦ (θ, φ, t) Y m
l (θ, φ, t) (2)

Y m
l (θ, φ, t) = Pm

l (θ, φ) exp (−iωt) (3)

Výkonové spektrum P (k, t) je z de�ni
e rovno

P (k, t) = ΦΦ∗. (4)

• rezonan
e ve výkonovém spektru sv¥d£í o stojatém vln¥ní (viz Obr. 1)

• u mód· s nízkým l velká a malá separa
e: velká je 
itlivá na st°ední hustotu, malá na

ry
hlost zvuku v blízkosti jádra, mnoºství vodíku v blízkosti jádra, v¥k hv¥zdy

• typi
ká frekven
e os
ila
í 2,5-4,5 mHz (5 minut)

• frekven
e vy²²í neº 5,3 mHz se neodráºejí zp¥t pod povr
h, ale unikají do atmosféry

• sféri
ká symetrie ⇒ P 6= P (m)

• pozorujeme jen polokouli, na ní nejsou kulové funk
e ortogonální→ vznikají fale²né módy

6.2 Vzorkova
í teorém

P°edpokládejme spojitý 2D signál f (x, y), který budeme vzorkovat. Jak husté musí být vzor-

kování (reprezentované polem delta funk
í s (x, y) s kroky ∆x a ∆y)

s (x, y) =
∞
∑

i=−∞

∞
∑

j =−∞

δ (x− i∆x, y − j∆y) , (5)

aby
hom neztrá
eli informa
i (tj. byli s
hopni p°esn¥ zrekonstruovat p·vodní spojitou funk
i)?

Vzorkovaný signál d (x, y) je roven

d (x, y) = f (x, y) s (x, y) . (6)

P°evedením do Fourierova prostoru a vyuºitím konvolu£ního a ²kálova
ího teorému dostá-

váme pro vzorkovaný signál D (u, v) a pole delta funk
í S (u, v):

D (u, v) = F (u, v) ∗ S (u, v) (7)

S (u, v) =
∞
∑

i=−∞

∞
∑

j=−∞

δ

(

u− i
1

∆x
, v − j

1

∆y

)

(8)
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Obrázek 1: Výkonové spektrum os
ila
í Slun
e.

Význam D (u, v) je takový, ºe vezmu spektrum funk
e f (x, y) a dám ho do bod·, které jsou

vzdáleny

1

∆x
a

1

∆y
(viz Obr. 2). Následným vy°íznutím obdélníkovou funk
í H (u, v) (funk
e na-

bývá hodnoty 1 kolem jednoho spektra, jinde je 0) získáme funk
i F (u, v). Inverzní Fourierovou
transforma
í (IFT) obdrºíme 
elou spojitou funk
i f (x, y). V reálném prostoru koresponduje

s inverzní Fourierovou transforma
í interpola
e. Neboli

f (x, y) = IFT (D (u, v)W (u, v)) = d (x, y) ∗ w (x, y) . (9)

Obrázek 2: Funk
e D (u, v), mod°e jedno spektrum F (u, v), �alov¥ obdélníková funk
e

H (u, v).

To nám mimo jiné °íká, ºe ideální interpola
e je konvolu
e vzorkovaného signálu s inverzní

Fourierovou transforma
í obdélníkové funk
e (tzv. sin
 funk
e). Pokud má ale funk
e omezený

nosi£/spektrum v reálném/Fourierov¥ prostoru, bude mít neomezené spektrum/nosi£ ve Fou-

rierov¥/reálném prostoru. Proto se k interpola
i nepouºívá sin
, která má neomezený nosi£ (v

d·sledku toho se v interpola
i libovolného bodu musí do výpo£tu zahrnou v²e
hny vzorkované

body d (x, y)), ale funk
e jí podobné.
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Tento postup nelze aplikovat vºdy. Hlavním problémem je p°ekryv spekter ve funk
iD (u, v).
Pokud má F (u, v) omezené spektrum, dá se tento problém vy°e²it hust²ím vzorkováním daným

Nyquistovými nerovni
emi. Pro vy°íznutí pouze jednoho spektra musí platit

1

∆x
≥ 2Wu, (10)

1

∆y
≥ 2Wv, (11)

∆x ≤ 1

2Wu

, (12)

∆y ≤ 1

2Wv

, (13)

kde Wu a Wv jsou suprema frekven
í F (u, v). Pokud F (u, v) nemá omezené spektrum, budou

se p°ekrývat vºdy. Vy°íznutím spektra F (u, v) sou£asn¥ vy°ízneme i £ást sousedního spektra

F (u, v), £ímº vznikají fale²né frekven
e (aliasing) a ztrá
íme informa
i o vysokofrekven£ním

signálu (detaily, hrany). Problému se dá zabránit za 
enu o°íznutí vysoký
h frekven
í F (u, v)
tak, aby se p°i daném vzorkování jiº nep°ekrývaly (o°ezává se je²t¥ p°ed Fourierovou transfor-

ma
í f (x, y)).

Pokud budeme pozorovat po dobu T , bude nejniº²í frekven
e, kterou rozli²íme∆ω =
2π

T
. Ta

se dá �libovoln¥� sniºovat del²ími pozorova
ími °adami. Naopak nejvy²²í rozli²itelná frekven
e

ωNy je p°i vzorkování s frekven
í ∆t rovna ωNy =
π

∆t
. V²e
hny vy²²í frekven
e se vzorkují do

niº²í
h (aliasing). Konkrétn¥ o 
o je frekven
e vy²²í neº Nyquistova ω = ωNy + δω, o to se tato

frekven
e bude vzorkovat do niº²í
h frekven
í ω = ωNy − δω.

6.3 Základní mód os
ila
í

Základním módem os
ila
í budeme rozum¥t vlnu ²í°í
í se ry
hlostí zvuku cs a mají
í vlnovou

délku rovnou pr·m¥ru Slun
e λ = 2R⊙. Dále budeme p°edpokládat adiabati
kou aproxima
i

a pokusíme se odhadnout £asovou ²kálu pr·
hodu vlny Slun
em tam a zp¥t. Ry
hlost zvuku

m·ºeme spo£ítat z rovni
e

cs =

√

γP̄

ρ̄
, (14)

kde P̄ a ρ̄ jsou st°ední hodnota tlaku a st°ední hodnota hustoty. Pro st°ední hodnotu hustoty

platí:

ρ̄ =
3

4π

M⊙

R3
⊙

(15)

St°ední hodnotu tlaku odhadneme z rovni
e hydrostati
ké rovnováhy, kterou hrub¥ diskretizu-

jeme (povr
h - st°ed):

∂P

∂m
= −GM⊙

4πR4
⊙

⇒ 0− P̄

M⊙ − 0
= −GM⊙

4πR4
⊙

⇒ P̄ =
GM2

⊙

4πR4
⊙

(16)

�as pr·
hodu vlny τ spo£ítáme z rovni
e:

τ = 2
λ

cs
=

4R⊙
√

γG
3

M⊙

R⊙

=
2√
πγ

(Gρ̄)−1/2
(17)

Pokud dosadíme, vyjde °ádov¥ 45 minut. Reáln¥ jsou ale £asy krat²í, protoºe ry
hlost zvuku

sm¥rem do 
entra roste.
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6.4 Lineární adiabati
ké os
ila
e nerotují
ího Slun
e

6.4.1 P°edpoklady a základní rovni
e

P°edpoklady:

• poru
hy (indexované £árkou) jsou malé v·£i poza¤ovým hodnotám (indexované nulou)

• lineární: v′ ≪ cs

• adiabati
ké:

P

ργ
= konst.

• sféri
ky symetri
ké pozadí

• zanedbáváme magneti
ká pole, tenzor nap¥tí, rota
i

• v0 = 0, ρ0 = ρ0 (r), P0 = P0 (r)

�e²ené rovni
e:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0 (18)

ρ
∂v

∂t
+ (v · ∇)v = −∇P −∇Φρ (19)

P

ργ
= konst. (20)

∆Φ = 4πρG (21)

Dále víme, ºe∇Φ = g je gravita£ní zry
hlení. Na stavovou rovni
i aplikujeme úplnou £asovou

deriva
i:

d

dt

P

ργ
=

dP

dt

1

ργ
− Pγ

1

ργ+1

dρ

dt
=

(

dP

dt
− Pγ

1

ρ

dρ

dt

)

1

ργ
= 0 (22)

Naví
 c2s =
γP

ρ
. Celkem dostáváme:

dP

dt
= c2s

dρ

dt
(23)

Do rovni
 zavedeme Eulerovské perturba
e (£árkované) ρ′, v′ =
dξ

dt
, P ′

a Φ′
. S Lagrangeo-

vými perturba
emi (δ) souvisí vztahem

δA = A′ + ξr ·
∂A0

∂r
. (24)

6.4.2 Lineariza
e rovni
 a Cowlngova aproxima
e

Hustotu, tlak, ry
hlost a gravita£ní poten
iál si rozd¥líme na poza¤ovou hodnotu a poru
hu.

Budeme p°edpokládat, ºe poza¤ové hodnoty spl¬ují rovni
e (18)�(21).

Lineariza
e rovni
e kontinuity:

∂ρ′

∂t
+∇ · (ρ0v′) = 0 (25)

∂ρ′

∂t
+∇ ·

(

ρ0
∂ξ

∂t

)

= 0 (26)

∂ρ′

∂t
+
∂

∂t
∇ · (ρ0ξ) = ∇ ·

(

ξ
∂ρ0
∂t

)

= −∇ · [ξ∇ · (ρ0v0)] (27)
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Poslední rovni
e je ale ve skute£nosti rovna nule, protoºe jsme p°edpokládali

∂ρ

∂t
= 0. Rovni
i

integrujeme p°es libovolný £as dt. Aby byla spln¥na pro libovolný £as, musí platit

ρ′ +∇ · (ρ0ξ) = 0. (28)

Lineariza
e ostatní
h rovni
 je triviální. Stavovou rovni
i v²ak máme zapsanou pomo
í

úplný
h deriva
í, tedy Lagrangeový
h poru
h. Pomo
í p°evodního vztahu mezi Lagrangeovými

a Eulerovskými poru
hami (24) odvodíme poºadovaný tvar. Linearizované rovni
e nabývají

tvaru:

ρ′ +∇ · (ρ0ξ) = 0 (29)

ρ0
∂v′

∂t
= −∇P ′ −∇Φ′ρ0 − gerρ

′
(30)

P ′ + ξr
∂P0

∂r
= c2s

(

ρ′ + ξr
∂ρ0
∂r

)

(31)

∆Φ′ = 4πρ′G (32)

Pro zjednodu²ení rovni
 budeme p°edpokládat, ºe malé poru
hy zp·sobené vlnami mají za

následek pouze zanedbatelné poru
hy gravita£ního pole (Cowlingova aproxima
e). Tím fakti
ky

²krtneme Poissonovu rovni
i a jeden ze £len· v pohybové rovni
i. Tímto zjednodu²ením se

dopou²tíme od
hylky jen n¥kolika jednotek pro
ent od °e²ení plný
h rovni
.

Zbylé rovni
e p°evedeme do sféri
ký
h sou°adni
. Nap°íklad ξ = ξrer + ξh. P°i lokálním
p°ístupu sloºka r koresponduje se sloºkou z a sloºky h se sloºkami x a y. V dal²í
h úpravá
h

budeme pot°ebovat operátor divergen
e ve sféri
ký
h sou°adni
í
h (úhlovou £ást nemusíme

rozepisovat):

∇ ·A =
1

r2
∂

∂t

(

r2Ar

)

+
1

r
∇h ·Ah (33)

Hydrodynami
ké rovni
e p°evedeme do sféri
ký
h sou°adni
, pohybovou rovni
i rozd¥líme

na radiální a úhlovou £ást a ze stavové rovni
e vyjád°íme ρ′:

ρ′ +∇r · (ρ0ξr) +
1

r
∇h · (ρ0ξh) = 0 (34)

ρ′ +
1

r2
∂

∂t

(

r2ρ0ξr
)

+
ρ0
r
∇h · ξh = 0 (35)

ρ0
∂v′

∂t
= −∇P ′ − gerρ

′
(36)

ρ0
∂2ξ

∂t2
= ρ0

(

∂2ξr
∂t2

+
∂2ξh
∂t2

)

= −∇rP
′ − 1

r
∇hP

′ − gerρ
′

(37)

ρ0
∂2ξr
∂t2

= −∇rP
′ − gρ′ (38)

ρ0
∂2ξh
∂t2

= −1

r
∇hP

′
(39)
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P ′ + ξr
∂P0

∂r
= c2s

(

ρ′ + ξr
∂ρ0
∂r

)

(40)

ρ′ =
P ′

c2s
+ ξr

1

c2s

∂P0

∂r
− ξr

∂ρ0
∂r

(41)

ρ′ =
P ′

c2s
+ ξr

(

1

c2s

∂P0

∂r
− ∂ρ0

∂r

)

(42)

ρ′ =
P ′

c2s
+ ξr

(

ρ0
γP0

∂P0

∂r
− ∂ρ0

∂r

)

(43)

ρ′ =
P ′

c2s
+
ξrρ0
g
g

(

1

γP0

∂P0

∂r
− 1

ρ0

∂ρ0
∂r

)

(44)

ρ′ =
P ′

c2s
+
ξrρ0
g
N2

(45)

N2
v posledním vztahu je Brunt-Väisälova frekven
e. Opravdu? Z teorie sm¥²ova
í délky víme,

ºe

N2 =
g

ρ0

[(

∂ρ0
∂r

)

ad

− ∂ρ0
∂r

]

, (46)

ale pro adiabati
ké p°iblíºení m·ºeme za

(

∂ρ0
∂r

)

ad

dosadit

ρ0
γP0

∂P0

∂r
. Tím dostáváme

N2 =
g

ρ0

(

ρ0
γP0

∂P0

∂r
− ∂ρ0

∂r

)

= g

(

1

γ

∂ lnP0

∂r
− ∂ ln ρ0

∂r

)

. (47)

Celkem máme nyní k °e²ení 4 rovni
e:

ρ′ +
1

r2
∂

∂t

(

r2ρ0ξr
)

+
ρ0
r
∇h · ξh = 0 (48)

ρ0
∂2ξr
∂t2

= −∇rP
′ − gρ′ = −∂P

′

∂r
− gρ′ (49)

ρ0
∂2ξh
∂t2

= −1

r
∇hP

′
(50)

ρ′ =
P ′

c2s
+
N2ρ0
g

ξr (51)

�e²ení prost°ední
h dvou budeme hledat ve tvaru ξr ∝ exp (−iωt), ξh ∝ exp (−iωt), £ímº

obdrºíme soustavu rovni
:

ρ′ +
1

r2
∂

∂t

(

r2ρ0ξr
)

+
ρ0
r
∇h · ξh = 0 (52)

−ω2ρ0ξr = −∂P
′

∂r
− gρ′ (53)

−ω2ρ0ξh = −1

r
∇hP

′
(54)

ρ′ =
P ′

c2s
+
N2ρ0
g

ξr (55)

Pro °e²ení naví
 budeme p°edpokládat následují
í okrajové podmínky:

ξ (r = 0) = 0 (56)

δP (r = R⊙) = 0 (57)

První z ni
h je podmínka stabilního st°edu Slun
e, druhá °íká, ºe nejsou ºádn¥ externí síly

(nap°íklad atmosféra).
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6.4.3 �e²ení v separovaném tvaru

�e²ení budeme hledat v následují
ím separovaném tvaru:

ρ′ (r, θ, φ) = ρ′ (r) f (θ, φ) , (58)

P ′ (r, θ, φ) = P ′ (r) f (θ, φ) , (59)

ξr (r, θ, φ) = ξr (r) f (θ, φ) , (60)

ξh (r, θ, φ) = ξh (r)∇hf (θ, φ) , (61)

kde f (θ, φ) je neznámá funk
e úhlový
h sou°adni
. Naví
 budeme p°edpokládat regulární °e²ení

na póle
h. Po jednodu
hém dosazení (58) � (61) do (52) � (55) se budeme zajímat nejprve o

rovni
i kontinuity:

[

ρ′ +
1

r2
∂

∂t

(

r2ρ0ξr
)

]

f (θ, φ) +
ρ0
r
ξh∆hf (θ, φ) = 0 (62)

Pokud budeme hledat °e²ení v separovaném tvaru, musíme z rovni
e vykrátit f (θ, φ). Takºe
musí být spln¥na rovni
e

∆hf (θ, φ) = αf (θ, φ) , (63)

kde α = −l (l + 1), 
oº je nutná podmínka pro regulární °e²ení na póle
h. Naví
 vlastní funk
e

Lapla
eova operátoru jsou kulové funk
e. �e²ení tedy hledáme v separovaném tvaru radiální

£ásti poru
hy a kulový
h funk
í. Lapla
e·v operátor ve sféri
ký
h sou°adni
í
h m·ºeme for-

máln¥ zapsat jako ∆ = ∆r + ∆′
h = ∆r +

1

r2
∆h. Po dosazení do rovni
e (63) dostáváme vztah

pro horizontální vlnový vektor kh:

∆hY
m
l (θ, φ, t) = −l (l + 1)Y m

l (θ, φ, t) (64)

r2∆′
hY

m
l (θ, φ, t) = −l (l + 1)Y m

l (θ, φ, t) (65)

Budeme p°edpokládat lokální p°ístup, kdy m·ºeme zanedbat zak°ivení povr
hu a vlastní funk
e

Lapla
eova operátoru jsou imaginární exponen
iály. Neboly:

r2
(

i2k2h
)

= −l (l + 1) (66)

kh =

√

l (l + 1)

r
(67)

Z horizontální £ásti pohybové rovni
e vyjád°íme ξh a dosadíme spolu se stavovou rovni
í do

(62):

−ω2ρ0ξh = −P
′

r
∇hf (θ, φ) (68)

−ω2ρ0ξh∇hf (θ, φ) = −P
′

r
∇hf (θ, φ) (69)

−ω2ρ0ξh = −P
′

r
(70)

ξh =
P ′

ω2ρ0r
(71)

ρ′ +
1

r2
∂

∂t

(

r2ρ0ξr
)

− l (l + 1) ρ0
r

ξh = 0 (72)

ρ′ +
2

r
ρ0ξr +

∂ρ0
∂r

ξr + ρ0
∂ξr
∂r

− l (l + 1)

r2ω2
P ′ = 0 (73)

∂ξr
∂r

+ 2
ξr
r
+ ξr

(

N2

g
+

1

ρ0

∂ρ0
∂r

)

+
P ′

ρ0c2s

(

1− l (l + 1) c2s
ω2r2

)

= 0 (74)

N2

g
+

1

ρ0

∂ρ0
∂r

=
1

γρ0

∂P0

∂r
− 1

ρ0

∂ρ0
∂r

+
1

ρ0

∂ρ0
∂r

=
1

γρ0

∂P0

∂r
(75)
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Naví
 p°edpokládáme, ºe pozadí je v hydrostati
ké rovnováze, tj. ºe platí

∂P0

∂r
= −gρ0. (76)

Pro zjednodu²ení podoby rovni
 zavedeme Lambovu frekven
i S2
l =

l (l + 1) c2s
r2

. Výsledný tvar

rovni
e (74) má tvar:

∂ξr
∂r

+ 2
ξr
r
− ξrg

c2s
+

P ′

ρ0c2s

(

1− l (l + 1) c2s
ω2r2

)

= 0 (77)

V dal²í aproxima
i budeme p°edpokládat lokální p°ístup, kdy se r ani ξ p°íli² nem¥ní a jeji
h

podíl m·ºeme v·£i deriva
i ξ podle r zanedbat.

∂ξr
∂r

− ξrg

c2s
+

P ′

ρ0c2s

(

1− l (l + 1) c2s
ω2r2

)

= 0 (78)

Zbývá je²t¥ upravit radiální £ást pohybové rovni
e. Do té dosadíme stavovou rovni
i:

−ω2ρ0ξr = −∂P
′

∂r
− gρ′ (79)

∂P ′

∂r
+
gP ′

c2s
+ ρ0ξr

(

N2 − ω2
)

= 0 (80)

Spolu s rovni
emi (78) a (80) máme p°edepsány okrajové podmínky (56) a (57). Rovni
i

(57) upravíme a dosadíme za poru
hu tlaku z rovni
e (71)

δP = P ′ + ξr
∂P0

∂r
= P ′ − ξrgρ0 = 0, (81)

ω2ρ0rξh = gρ0ξr, (82)

ξh
ξr

=
g

ω2r
. (83)

6.4.4 JWKB °e²ení (Je�reys�Wentzel�Kramers�Brillonin)

�e²ení rovni
 (78) a (80) m·ºeme v lokálním p°ístupu, kdy p°edpokládáme, ºe v rám
i os
ila
í

se m¥ní zejména hustota hledat ve tvaru tzv. JWKB aproxima
e:

ξr = Aρ
−1/2
0 exp (ikrr) , (84)

P ′ = Bρ
1/2
0 exp (ikrr) , (85)

kde A, B a kr jsou konstanty (kr se m¥ní pomalu s r). Po dosazení do rovni
e (78) a jejím

následné vynásobení ρ
1/2
0 dostáváme:

A

(

ikrρ
−1/2
0 − 1

2
ρ
−3/2
0

∂ρ0
∂r

)

− g

c2s
Aρ

−1/2
0 +

Bρ
1/2
0

ρ0c2s

(

1− S2
l

ω2

)

= 0 (86)

A

(

ikr −
1

2

1

ρ0

∂ρ0
∂r

− g

c2s

)

+
B

c2s

(

1− S2
l

ω2

)

= 0 (87)

Ozna£me

1

ρ0

∂ρ0
∂r

=
−1

Hρ
tlakovou ²kálu. Výsledná rovni
e p°ejde na tvar:

A

[

ikr +

(

1

2Hρ
− g

c2s

)]

+
B

c2s

(

1− S2
l

ω2

)

= 0 (88)

8



Podobn¥ upravíme i rovni
i (80):

B

(

ikrρ01/2 +
1

2
ρ
−1/2
0

∂ρ0
∂r

)

+
g

c2s
ρ
1/2
0 B + ρ0Aρ

−1/2
0

(

N2 − ω2
)

= 0 (89)

A
(

N2 − ω2
)

+B

[

ikr −
(

1

2Hρ
− g

c2s

)]

= 0 (90)

Hledáme netriviální °e²ení pro A a B. Determinant mati
e tvo°ené rovni
emi (88) a (90) musí

být 0.

[

ikr +

(

1

2Hρ
− g

c2s

)][

ikr −
(

1

2Hρ
− g

c2s

)]

−
(

1

c2s
− S2

l

ω2c2s

)

(

N2 − ω2
)

= 0 (91)

K°íºové £leny v hranatý
h závorká
h se ode£tou, 
ílem bude vyjád°ení k2r z této disperzní rela
e.

− k2r −
(

1

2Hρ
− g

c2s

)2

− (N2 − ω2)

c2s
+

S2
l

ω2c2s

(

N2 − ω2
)

= 0 (92)

a

k2r =
ω2 −N2 − c2s

4H2
ρ
− g2

c2s
+ g

Hρ

c2s
+

S2
l

ω2c2s

(

N2 − ω2
)

. (93)

Zbývá upravit N2
:

N2 = g

(

1

γP0

∂P0

∂r
− 1

ρ0

∂ρ0
∂r

)

= g

(

1

c2s

1

ρ0

∂P0

∂r
+

1

Hρ

)

= g

(−g
c2s

+
1

Hρ

)

= −g
2

c2s
+

g

Hρ
(94)

Zavedeme akusti
kou hrani£ní frekven
i ω2
c =

c2s
4H2

ρ

. Finální tvar rovni
e 93:

k2r =
ω2 − ω2

c

c2s
+

S2
l

ω2c2s

(

N2 − ω2
)

(95)

Z tvaru, v jakém jsme hledali °e²ení naví
 vidíme, ºe pro kr < 0 se bude poru
ha exponen
iáln¥

utlumovat, pro kr > 0 se poru
ha bude ²í°it ve tvaru vlny.

6.4.5 Disperzní rela
e pro p a g módy

P módy (zvukové vlny) se mohou v závislosti na Sl ²í°it velmi hluboko do zóny zá°ivé rovnováhy.

Ni
mén¥ tyto módy se obtíºn¥ pozorují. Pro módy ²í°í
í se pouze v konvektivní zón¥ m·ºeme

v rovni
i (95) zanedbat N2
oproti ω2

. Rovni
e se zjednodu²í na tvar:

k2r =
ω2 − ω2

c

c2s
− S2

l

c2s
(96)

S2
l

c2s
=
l (l + 1)

r2
= k2h (97)

k2rc
2
s = ω2 − ω2

c − k2hc
2
s (98)

ω2 = ω2
c + k2c2s (99)

Vlna se ²í°í pod povr
hem a díky rostou
í ry
hlosti zvuku sm¥rem k 
entru se lomí od

kolmi
e. Ve spodním odrazném bod¥ nastává úplný odraz. Pro odrazné body r1 a r2 platí

9



kr = 0, protoºe v míst¥ odrazu se vlna ne²í°í v radiálním sm¥ru. Pro spodní odrazný bod naví


platí, ºe ω2
c m·ºeme zanedbat v·£i ω2

. Neboli:

k2r =
ω2

c2s
− S2

l

c2s
= 0, (100)

ω = Sl, (101)

ω

L
=
cs (r1)

r1
, (102)

kde jsme ozna£ili L =
√

l (l + 1). Pro horní odrazný bod r2 m·ºeme naopak zanedbat SL

oproti ωc a platí ω = ωc, ale díky strmému poklesu hustoty sm¥rem k povr
hu m·ºeme pro

zjednodu²ení poºadovat r2 = R⊙.

Na rozdíl od p mód· se g módy (gravita£ní módy) ne²í°í v konvektivní zón¥, ale jen ve

vrstv¥ zá°ivé rovnováhy. Tam m·ºeme zanedbat ω2
oproti S2

l a rovni
e (95) se zjednodu²í na

tvar:

k2r =
S2
l

ω2c2s

(

N2 − ω2
)

(103)

k2r = k2h

(

N2

ω2
− 1

)

(104)

k2r = k2h
N2

ω2
− k2h (105)

k2 = k2h
N2

ω2
(106)

ω2 = N2k
2
h

k2
(107)

ω2 = N2 cos2 θ (108)

Díky cos2 θ se tyto módy ²í°í hlavn¥ horizontáln¥.

6.4.6 Disperzní rela
e pro f mód

F módy jsou gravita£ní módy ²í°í
í se na povr
hu. Analogi
ky vlnám na vodní hladin¥ budeme

proto p°edpokládat δP = 0. Pro odvození disperzní rela
e budeme vy
házet z rovni
 (78), (80)

a (24). Nejprve pro obe
nost nebudeme pokládat δP = 0. Z rovni
e (24) vyjád°íme (s vyuºitím

hydrostati
ké rovnováhy pozadí) P ′
:

P ′ = δP + ξrρ0g (109)

Tento výsledek dosadíme do zbývají
í
h dvou rovni
:

∂ξr
∂r

− gξr
c2s

+
δP

ρ0c2s

(

1− S2
l

ω2

)

+
gξr
c2s

− ξrgl (l + 1)

r2ω2
= 0 (110)

∂ξr
∂r

+
δP

ρ0c2s

(

1− S2
l

ω2

)

− ξrgl (l + 1)

r2ω2
= 0 (111)

∂δP

∂r
+
∂ξr
∂r

ρ0g + ξrg
∂ρ0
∂r

+
gδP

c2s
+
ξrg

2ρ0
c2s

+ ρ0ξr
(

N2 − ω2
)

= 0 (112)

10



Z rovni
 vylou£íme

∂ξr
∂r

:

∂δP

∂r
+
g2ρ0l (l + 1)

r2ω2
ξr −

gδP

c2s

(

1− S2
l

ω2

)

+ ξrg
∂ρ0
∂r

+
gδP

c2s
+ ξr

g2ρ0
c2s

+ ρ0ξr
(

N2 − ω2
)

= 0 (113)

∂δP

∂r
+
g2ρ0l (l + 1)

r2ω2
ξr +

gδP

c2s

S2
l

ω2
+ ξrg

∂ρ0
∂r

+ ξr
g2ρ0
c2s

+ ρ0ξr
(

N2 − ω2
)

= 0 (114)

∂δP

∂r
+
gl (l + 1)

ω2r2
δP + ξr

gρ0
r

[

rN2

g
− rω2

g
+

r

ρ0

∂ρ0
∂r

+
gr

c2s
+
gl (l + 1)

ω2r

]

= 0 (115)

N2

g
=

1

γP0

∂P0

∂r
− 1

ρ0

∂ρ0
∂r

=
−1

ρ0c2s
gρ0 −

1

ρ0

∂ρ0
∂r

=
−g
c2s

− 1

ρ0

∂ρ0
∂r

(116)

∂δP

∂r
+
gl (l + 1)

ω2r2
δP + ξr

gρ0
r

[

gl (l + 1)

ω2r
− rω2

g

]

= 0 (117)

Tato rovni
e se dá splnit pro δP = 0 a

[

gl (l + 1)

ω2r
− rω2

g

]

= 0. Disperzní rela
e pro f mód

nabývá tvaru:

gl (l + 1)

ω2r
=
rω2

g
(118)

ω4 =
g2

r2
l (l + 1) (119)

ω2 =
g

r

√

l (l + 1) (120)

ω2 = khg (121)

Dosazením tohoto °e²ení do (111) spolu s podmínkou δP = 0 odvodíme °e²ení pro ξr:

∂ξr
∂r

− ξrgl (l + 1)

rg
√

l (l + 1)
= 0 (122)

∂ξr
∂r

−
√

l (l + 1)

r
ξr = 0 (123)

∂ξr
∂r

− khξr = 0 (124)

Tato rovni
e má exponen
iální °e²ení ve tvaru

ξr ∝ exp [kh (r − R⊙)] , (125)

ze kterého je patrný ry
hlý pokles s hloubkou. Jde tedy skute£n¥ o povr
hový mód.

7 Helioseismologie

7.1 Rezonan
e a Duvall·v zákon

Rezonan£ní podmínka pro stojaté vlny mezi odraznými body r1 a r2 se dá zapsat ve tvaru

r2
∫

r1

kr dr = π (n+ α) , (126)
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kde n je °ád vlny a α fázová zm¥na p°i odrazu. Ta závisí pouze na vlastnoste
h prost°edí.

Spe
iáln¥ pro p módy se zanedbáním ωc dostáváme:

π (n+ α) =

R⊙
∫

rt

ω

(

1

c2s
− L2

r2ω2

)1/2

dr (127)

F (ω) =
π (n+ α)

ω
=

R⊙
∫

rt

(

1

c2s
− L2

r2ω2

)1/2

dr (128)

Jako rt jsme ozna£ili spodní odrazný bod. Ten závisí podle vztahu (102) pouze na pom¥ru

ω

L
. Stejn¥ tak integrand závisí pouze na pom¥ru

ω

L
. Celkov¥ se obe
ná 2D disperzní rela
e

ω = ω (n, l) rozpadá na 1D disperzní rela
i mezi pom¥ry

ω

L
a

n+ α

ω
. Tato skute£nost je známá

jako Duvall·v zákon. Platí p°ibliºn¥ pro l < 250 s hodnotou α ≈ 1, 5.

7.2 Inverzní úlohy

7.2.1 Inverze ry
hlosti zvuku

Ry
hlost zvuku v závislosti na r m·ºeme odvodit p°ímo z rovni
e (128). Zave¤me substitu
e

u =
L2

ω2
, ξ =

r2

c2s
:

F (u) =
π (n + α)

ω
=

ξ⊙
∫

u

(ξ − u)1/2
d ln r

dξ
dξ, (129)

kde jsme ozna£ili ξ⊙ = ξ (R⊙). Po zavedení funk
e G = ln r p°ejde integrál na Abel·v:

F (u) =
π (n + α)

ω
=

ξ⊙
∫

u

(ξ − u)1/2
dG

dξ
dξ, (130)

který má analyti
ké °e²ení. Zderivujeme rovni
i podle u:

− 2
dF (u)

du
=

ξ⊙
∫

u

dG/dξ

(ξ − u)1/2
dξ (131)

�e²ení této rovni
e je:

G (ξ)−G (ξ⊙) =
−2

π

ξ
∫

ξ⊙

dF/du

(u− ξ)1/2
du (132)

a po vrá
ení prom¥nné r odvodíme impli
itní rovni
i pro ry
hlost zvuku r (cs):

r = r⊙ exp







−2

π

ξ
∫

ξ⊙

dF/ du

(u− ξ)1/2
du






(133)

Rovni
e se dá invertovat jednozna£n¥, protoºe cs (r) je monotónní funk
e. Takto odvozená

ry
hlost zvuku souhlasí s modelem Slun
e v oblasti r > 0, 4R⊙ a má okolo r ≈ 0, 7R⊙ �hrb�,

který koresponduje s hrani
í konvektivní zóny. Ve v¥t²í
h hloubká
h se inverze s modelem

Slun
e neshoduje kv·li malému po£tu vln, které do této hloubky pronikají a s jeji
h obtíºným

m¥°ením.
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7.2.2 Perturba
e modelu

Cílem inverzní
h metod je odvodit vylep²ení modelu Slun
e, které minimalizuje rozdíl mezi od-

vozenými a pozorovanými frekven
emi os
ila
í. Budeme p°edpokládat perturba
e pouze ry
h-

losti zvuku δcs, která vyvolá perturba
i pozorované frekven
e δω. Naví
 p°edpokládáme, ºe ob¥

perturba
e jsou malé. Rozvoj rovni
e (128) podle

δcs
cs

a podle

δω

ω
by v takovém p°ípad¥ m¥l

být shodný.

Rovni
i (128) zapí²eme obe
n¥ s perturba
emi ve tvaru:

π (n + α) =

R⊙
∫

rt

(

(ω + δω)2

(cs + δcs)
2
− L2

r2

)1/2

dr (134)

Nejprve poloºíme δcs = 0 a ud¥láme rozvoj integrandu ve frekven
í
h:

(

(ω + δω)2

c2s
− L2

r2

)1/2

=

[

ω2

c2s

(

1 +
δω

ω

)2

− L2

r2

]1/2

=

=

[

ω2

c2s

(

1 +
2δω

ω

)

− L2

r2

]1/2

=

(

ω2

c2s
− L2

r2
+

2δωω

c2s

)1/2

=

√

ω2

c2s
− L2

r2

(

1 +

2δωω
c2s

ω2

c2s
− L2

r2

)1/2

=

A =

√

ω2

c2s
− L2

r2
(135)

=

√

ω2

c2s
− L2

r2

(

1 +

δωω
c2s

ω2

c2s
− L2

r2

)

= A+

δωω
c2s

ω
c2s

(

1− L2c2s
ω2r2

)1/2
= A+

δω

cs

(

1− L2c2s
ω2r2

)−1/2

(136)

V druhém p°ípad¥ poloºíme δω = 0 a rozvineme integrand podle poru
hy ry
hlosti zvuku:

(

ω2

(cs + δc2s)
2
− L2

r2

)1/2

=







ω2

c2s

1
(

1 + δcs
cs

)2
− L2

r2







1/2

=

=

[

ω2

c2s

(

1− 2
δcs
cs

)

− L2

r2

]1/2

=

[

ω2

c2s
− L2

r2
− 2

δcsω
2

c3s

]1/2

=

=

√

ω2

c2s
− L2

r2

(

1−
2δcsω2

c3s
ω2

c2s
− L2

r2

)1/2

=

√

ω2

c2s
− L2

r2

(

1−
δcsω2

c3s
ω2

c2s
− L2

r2

)

=

= A−
δcs
cs

ω2

c2s

ω
cs

√

1− L2c2s
ω2r2

= A− δcs
cs

ω

cs

1
√

1− L2c2s
ω2r2

(137)

Výsledky rovni
 (136) a (137) musíme porovnávat pod integrálem. A se ode£te:

R⊙
∫

rt

δω

cs

(

1− L2c2s
ω2r2

)−1/2

dr = −
R⊙
∫

rt

δcs
cs

ω

cs

(

1− L2c2s
ω2r2

)−1/2

dr (138)

δω

ω

R⊙
∫

rt

1

cs

(

1− L2c2s
ω2r2

)−1/2

dr = −
R⊙
∫

rt

δcs
cs

1

cs

(

1− L2c2s
ω2r2

)−1/2

dr (139)
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Z pozorování známe

δω

ω
, 
ílem je odvodit

δcs
cs

. Integrál na levé stran¥ ozna£íme T . Má význam

neporu²eného 
estovního £asu vlny. �ást

1

cs

(

1− L2c2s
ω2r2

)−1/2

ozna£íme Kδcs a nazveme ho já-

drem pro poru
hu δcs. Význam jádra je odezva referen£ního modelu Slun
e na pr·
hod vlnou.

Je to jeden ze vstup· do inverzní úlohy a výhodou je, ºe se dá z modelu p°edpo£ítat, 
oº inverzi

velmi ury
hlí. Podobným zp·sobem se mohou po£ítat jádra i pro jiné poru
hy referen£ního

modelu. Celý integrál na pravé stran¥ má význam pr·m¥rné perturba
e ry
hlosti zvuku podél

paprsku. Celkem získáváme tvar:

δω

ω
= − 1

T

R⊙
∫

rt

δcs
cs
Kδcs dr (140)

Zbývá ukázat, ºe T je skute£n¥ neporu²ený 
estovní £as vlny (p módu se zanedbáním ωc).

Odvodíme i trajektorii vlny (v paprskové aproxima
i). Trasu paprsku vg =
dr

dt
=

dω

dk
m·ºeme

rozloºit na radiální

dr

dt
=

dω

dkr
a úhlovou r

dθ

dt
=

dω

dkh
£ást. Z radiální £ásti vyjád°íme dt a

budeme ho integrovat p°es trajektorii paprsku.

dr

dt
=

dω

dkr
=

d

dkr

(

cs

√

k2r + k2h

)

= cs
kr

√

k2r + k2h
=
c2skr
ω

(141)

dt =
ω

c2s

dr

kr
= dr

ω

c2s

1
(

ω2

c2s
− L2

r2

)1/2
= dr

ω

c2s

1

ω
cs

(

1− L2c2s
r2ω2

)1/2
=

dr

cs

(

1− L2c2s
r2ω2

)−1/2

(142)

T =

R⊙
∫

rt

dt =

R⊙
∫

rt

dr

cs

(

1− L2c2s
r2ω2

)−1/2

(143)

Odvození trajektorie spo£ítá v úprav¥ rovni
e r
dθ

dr
:

r
dθ

dr
= r

dθ

dt

dt

dr
=

dω

dkh
/
dω

dkr
=
kr
kh

=
L
r

√

ω2

c2s
− L2

r2

(144)

7.3 P°ímé metody

7.3.1 Seismi
ký polom¥r

Jednodu
hým výpo£tem m·ºeme z disperzní rela
e pro f mód odvodit polom¥r Slun
e, protoºe

ω (l) známe z pozorování.

ω2 = gkh =
GM⊙

R2
⊙

√

l (l + 1)

R⊙

(145)

Takto odvozený polom¥r se od skute£ného li²í asi o 0,3 Mm. To je zp·sobeno zejména ²patným

modelem podpovr
hové konvek
e.

7.3.2 Výpo£et seismi
ký
h jader

Alternativní výpo£et jader Jádrové funk
e se dají po£ítat i z 
estovní
h £as·. M¥jme

T =

R⊙
∫

rt

1

cs

(

1− L2c2s
ω2r2

)−1/2

dr, (146)
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kde cs je funk
í v²e
h nezávislý
h perturbovaný
h veli£in indexovaný
h α qα. Z pozorovaný
h

radiální
h ry
hlostí Φ si nejprve pomo
í vhodného �ltru F (ω, k) vybereme vlny, které bu-

deme 
htít studovat. Nej£ast¥j²í jsou h°ebínkové �ltry, které izolují jednotlivé módy a fázov¥�

ry
hlostní �ltry, které �ltrují módy se spodním odrazným bodem ve stejné hloub
e. Výsledná

dále zpra
ovávaná data ψ (ω, k) = Φ (ω, k)F (ω, k) se vyuºívají pro odvozování �pozorovaný
h�

estovní
h £as·. Ne
h´ x1 a x2 jsou dva r·zné body na povr
hu Slun
e. Z bodu x1 putuje vlna

pod povr
hem a v bod¥ x2 se znovu vyno°í na povr
hu. Tam vyvolá pat°i£nou odezvu. Jako


estovní £as je ozna£en takový £as T , který maximalizuje kros-korela£ní funk
i C (x1, x2, T )
de�novanou jako

C (x1, x2, T ) =

τ
∫

0

dt′ ψ (x1, t
′)ψ (x2, t

′ + T ) , (147)

kde τ je 
elková doba pozorování. Následnou minimaliza
í rozdílu �pozorovaného� a modelem

spo£teného 
estovní £asu pro v²e
hna pozorování indexované a dojdeme k jinému vztahu pro

jádra:

χ2 =
1

2

∑

a

(

Ta − T obs
a

)2
(148)

δχ2 =
∑

a

(

Ta − T obs
a

) δTa
δqα

δqα (149)

Práv¥ výraz

δTa
δqα

m·ºeme ozna£it za jádro pro perturba
i qα p°i daném setu pozorování.

Obe
ná rovni
e pro výpo£et jader Pro formální odvození obe
ný
h rovni
 popisují
í
h

jádrové funk
e si nejprve odvodíme obe
nou lineární perturba
i disperzní rela
e. Kvadráty frek-

ven
í jsou vlastní £ísla funk
í qα, takºe obe
ná disperzní rela
e je zadána rovni
í

ω2qα = L (qα) , (150)

kde L je formální zápis pro lineární operátor rovni
 stavby. Rovni
i vynásobíme q∗
α a vyinte-

grujeme p°es objem Slun
e:

ω2 =

∫

⊙

d3r q∗
αL (qα)

∫

⊙

d3r q∗
αqα

(151)

Poru
ha parametr· qα se p°es operátor rovni
 stavby promítne v poru
hu ω2
. Pokud nahradíme

ω2 → ω2 + δω2
a L → L + L1. Pro �poru
hy nultého °ádu� budeme p°edpokládat, ºe spl¬ují

neporu²ené rovni
e. Potom rovni
e prvního °ádu bude ve tvaru:

δω2 =

∫

⊙

d3r q∗
αL1 (qα)

∫

⊙

d3r q∗
αqα

= 2ωδω (152)

Lineární operátor L1 v sob¥ zahrnuje poru
hy v²e
h parametr· qα a lze je od sebe odseparovat.

Rovni
i (152) je²t¥ vyd¥líme 2ω2
:

δω

ω
=

∫

⊙

d3r

(

Kρ
δρ

ρ
+Kδc2s

δc2s
c2s

+Kδvδv + · · ·
)

(153)

Nesmíme zapomenout, ºe jsme se omezili jen na lineární poru
hy a nap°íklad magneti
ké pole

je p°i libovolné nenulové intenzit¥ nelineární poru
ha.
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Jak ale vlastn¥ jádra po£ítat? Vezm¥me si dva vektory nezávislý
h parametr· (nap°íklad

hustotu, ry
hlost zvuku a zastoupení helia, ry
hlosti tok· plazmatu) X a Y. Tyto vektory jsou

spolu svázány rovni
emi stavby (zde zapsané pomo
í hermitovské mati
e A):

AX = Y (154)

Jiº ale víme, ºe platí

δω

ω
=

∫

⊙

d3rKX ·X = 〈KXX〉, (155)

δω

ω
=

∫

⊙

d3rKY ·Y = 〈KYY〉, (156)

kde jsme formáln¥ zavedli st°edování p°es objem Slun
e. Rovni
i (154) nejprve zprava vyná-

sobme KY a poté vyst°edujme:

〈KYY〉 = 〈KYAX〉 = 〈A∗KYX〉 = 〈KXX〉 (157)

Z porovnání poslední
h dvou výraz· plyne A∗KY = KX. Neboli rovni
e popisují
í jádra jsou

hermitovsky sdruºené rovni
ím stavby.

7.4 Inverzní metody

Obe
n¥ji m·ºeme rovni
i pro 
estovní £as a pozorování a zapsat takto:

T a (r) =

∫

⊙

d2r′ dz
P
∑

β=1

[

Ka
β (r

′ − r, z) qβ (r
′, z)
]

+ na (r) (158)

kde r′ je horizontální polohový vektor, z vertikální sloºka polohového vektoru, P po£et per-

turbovaný
h parametr· a na (r) náhodný ²um, který se dá odhadnout z mnoha pozorování.

Rovni
i diferen
ujeme a tím p°edepí²eme tvar pro perturba
i 
estovního £asu:

δT a (r) =

∫

⊙

d2r′ dz

P
∑

β=1

[

Ka
β (r

′ − r, z) δqβ (r
′, z)
]

+ na (r) (159)

Poru
hu 
estovního £asu známe díky porovnání s modelem, ke kterému 
h
eme hledat vylep²ení,

a ve kterém jsou zárove¬ po£ítána jádra. Existují dv¥ hlavní metody, jak z této rovni
e odvodit

parametry δqβ (r
′, z), které nás zajímají.

7.4.1 RLS (Regularised least squares)

Metoda RLS spo£ívá ve �tování parametr· δqβ (r
′, z) v rovni
i (159). Cílem je minimalizovat

rozdíl pozorovaný
h a modelem spo£tený
h 
estovní
h £as· za sou£asného potla£ení nep°iroze-

ný
h °e²ení (tzv. regulariza
e). Celkem se hledá minimum χ2
ve tvaru

χ2 =
∑

a

1

σ2
a



δT a −
∫

⊙

d2r′ dz

P
∑

β=1

[

Ka
β (r

′ − r, z) δqβ (r
′, z)
]





2

+ µL (qα) , (160)

kde L je regulariza£ní operátor, kterým m·ºeme potla£ovat nefyzikální vlastnosti °e²ení a µ je

uºivatelem na základ¥ zku²enosti volený parametr, který zvy²uje nebo sniºuje význam regula-

riza
e.
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7.4.2 OLA (Optimally lo
alised averaging)

Metoda OLA hledá °e²ení (159) v bod¥ (r0, z0) ve tvaru konvolu
e neznámý
h váhový
h funk
í

w a poru²eného 
estovního £asu. Za δT a
dosadíme z rovni
e (159):

δqα (r0, z0) =
∑

i

∑

a

wα
a (ri − r0, z0) δT

a (ri) (161)

δqα (r0, z0) =

∫

⊙

d2r′ dz
∑

β

[

∑

i

∑

a

wα
a (ri − r0, z0)K

a
β (r

′ − r, z)

]

δqβ (r
′, z)

+
∑

i

∑

a

wα
a (ri − r0, z0)n

a (ri) (162)

�len [·] ozna£íme Kα
β (r

′ − r0, z, z0) a nazveme ho 
itlivostní jádro. Jeho význame je 
itlivost

metody na zm¥nu parametru qα p°i zm¥n¥ parametru qβ. V ideálním p°ípad¥ je 
itlivostní jádro

úm¥rné delta funk
i. Rovni
i (162) je²t¥ rozd¥líme na £len β = α a £leny β 6= α:

δqα (r0, z0) =

∫

⊙

d2r′ dz
∑

β

Kα
β (r

′ − r0, z, z0) δqβ (r
′, z) +

∑

i

∑

a

wα
a (ri − r0, z0)n

a (ri) (163)

δqα (r0, z0) =

∫

⊙

d2r′ dzKα
α (r

′ − r0, z, z0) δqβ (r
′, z) +

∫

⊙

d2r′ dz
∑

β 6=α

Kα
β (r

′ − r0, z, z0) δqβ (r
′, z)

+
∑

i

∑

a

wα
a (ri − r0, z0)n

a (ri) (164)

Funk
e w se odvozují z minimaliza
e χ2
ve tvaru:

χ2 =

∫

⊙

d2r′ dz [Kα
α (r

′, z, z0)− τ (r′, z, z0)]
2
+ µ

∑

i, j, a, b

wα
a (ri, z0) Λab (ri − rj)w

α
b (rj, z0)

+ ν
∑

β 6=α

∫

⊙

d2r′ dz
[

Kα
β (r

′, z, z0)
]2

+ ǫ
∑

a, i

[wα
a (ri, z0)]

2
(165)

V této rovni
i je τ (r′, z, z0) uºivatelem volená funk
e, která je lokalizovaná kolem vy²et°ovaného

místa, jinde je nulová (nej£ast¥ji gaussián), µ, ν a ǫ jsou(podobn¥ jako u RLS) volené parametry,

které potla£ují nefyzikální °e²ení (typi
ky se napo£ítá 
elá °ada model· pro r·zné hodnoty µ,
ν a ǫ z ni
hº se následn¥ vybere nejlep²í kombina
e) a Λab (ri − rj) = cov

[

na (ri)n
b (rj)

]

je

²umová kovarian£ní mati
e.

První £len v rovni
i (165) má význam od
hylky od modelu, £len úm¥rný µ minimalizuje

p°ísp¥vek náhodného ²umu, £len úm¥rný ν minimalizuje tzv. 
ross-talk. To jsou ne
ht¥né p°í-

sp¥vky do hodnoty qα z hodnoty qβ (nap°íklad ne
h
eme, aby se £ást ry
hlosti tok· plazmatu

p°i£etla k ry
hlosti zvuku). Poslední £len úm¥rný ǫ má za úkol lokalizovat váhové funk
e, které

by v ideálním p°ípad¥ byly úm¥rné delta funk
i.

Do rovni
e (165) se naví
 p°idává normaliza£ní podmínka

∫

⊙

d2r′ dzKα
β (r

′, z, z0) = δαβ p°i-

pojená pomo
í Lagrangeový
h multiplikátor·. Hledá se minimum χ2
v·£i wα

a a Lagrangeovým

multiplikátor·m. Výhodou je vyuºití planparalelní geometrie a °e²ení inverze ve Fourierov¥ pro-

storu. Výsledkem inverze jsou váhové funk
e. Jeji
h aplika
í na rovni
i (161) odvodíme kýºené

poru
hy referen£ního modelu.
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