6 Oscilace

6.1 Vykonové spektrum

lokalni studium — zanedbame zakfiveni povrchu — planparalelni geometrie — rozklad signalu
® (k, t) (radialni rychlost, intenzita, ...) do Fourierovskych komponent

o (k, t) = ///dxdydt@(w, y, 1) exp (—i (wt — k- 1)) (1)

globalni studium — nezanedbavame zakfiveni povrchu — rozklad do béaze kulovych funkei Y,
(funkce P/ (0, ¢) Legendreovy polynomy)

(I, m, w) ///d@dqﬁdt@ , 0, )Y (0, ¢, 1) (2)
V" (0, ¢, 1) = B" (0, ¢) exp (—iwt) (3)
Vykonové spektrum P (k, t) je z definice rovno
Pk, t) = . (4)
e rezonance ve vykonovém spektru svédéi o stojatém vinéni (viz Obr. [I))

e u modu s nizkym [ velkd a mala separace: velka je citlivd na stfedni hustotu, mal& na
rychlost zvuku v blizkosti jddra, mnozstvi vodiku v blizkosti jadra, vék hvézdy

e typicka frekvence oscilaci 2,5-4,5 mHz (5 minut)
e frekvence vyssi nez 5,3 mHz se neodrézeji zpét pod povrch, ale unikaji do atmosféry
o sférickd symetrie = P # P (m)

e pozorujeme jen polokouli, na ni nejsou kulové funkce ortogonalni — vznikaji falesné mody

6.2 Vzorkovaci teorém

Predpokladejme spojity 2D signél f (z, y), ktery budeme vzorkovat. Jak husté musi byt vzor-
kovani (reprezentované polem delta funkei s (z, y) s kroky Az a Ay)

x y)z‘z Z 0 (x — iz, y — jAy), (5)

abychom neztraceli informaci (tj. byli schopni pfesné zrekonstruovat pivodni spojitou funkei)?
Vzorkovany signal d (x, y) je roven

d(z,y) = f(z,y)s(x, y). (6)

Prevedenim do Fourierova prostoru a vyuzitim konvolu¢niho a skalovactho teorému dosta-
vame pro vzorkovany signal D (u, v) a pole delta funkei S (u, v):

D (u, v) = F (u, v) * S (u, v) (7)
I 1 1
:Az_: z_: 5<U_ZE’U_‘]A—y) (8)
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Obrazek 1: Vykonové spektrum oscilaci Slunce.

Vyznam D (u, v) je takovy, Ze vezmu spektrum funkce f (x, y) a dam ho do bod, které jsou
vzdaleny 1 a Aiy (viz Obr. 2)). Néaslednym vyfiznutim obdélnikovou funkei H (u, v) (funkce na-
byva hodnoty 1 kolem jednoho spektra, jinde je 0) ziskame funkci F' (u, v). Inverzni Fourierovou
transformaci (IFT) obdrzime celou spojitou funkci f (z, y). V redlném prostoru koresponduje

s inverzni Fourierovou transformaci interpolace. Neboli

[, y) =TFT(D (u, ) W (u, v)) = d (2, y) xw (z, y). (9)
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Obrazek 2: Funkce D (u, v), modfe jedno spektrum F (u, v), fialové obdélnikova funkce
H (u, v).

To nAm mimo jiné fika, ze idealni interpolace je konvoluce vzorkovaného signalu s inverzni
Fourierovou transformaci obdélnikové funkce (tzv. sinc funkce). Pokud ma ale funkce omezeny
nosi¢/spektrum v redlném/Fourierové prostoru, bude mit neomezené spektrum/nosi¢ ve Fou-
rierové /redlném prostoru. Proto se k interpolaci nepouziva sinc, kterd méa neomezeny nosic (v
diisledku toho se v interpolaci libovolného bodu musi do vypoc¢tu zahrnou vSechny vzorkované
body d (z, y)), ale funkce ji podobné.



Tento postup nelze aplikovat vzdy. Hlavnim problémem je piekryv spekter ve funkei D (u, v).
Pokud ma F' (u, v) omezené spektrum, da se tento problém vyfesit hustsim vzorkovanim danym
Nyquistovymi nerovnicemi. Pro vytiznuti pouze jednoho spektra musi platit

>, (10)
Aiy > 21, (11)
Az < ﬁ (12)
Ay < ﬁ (13)

kde W, a W, jsou suprema frekvenci F’ (u, v). Pokud F (u, v) nemé omezené spektrum, budou
se prekryvat vzdy. Vyfiznutim spektra F'(u, v) sou¢asné vyfizneme i ¢ast sousedniho spektra
F (u, v), ¢im7 vznikaji falesné frekvence (aliasing) a ztracime informaci o vysokofrekven¢nim
signalu (detaily, hrany). Problému se da zabranit za cenu ofiznuti vysokych frekvenci F' (u, v)
tak, aby se pii daném vzorkovani jiz neptrekryvaly (ofezava se jesté pred Fourierovou transfor-
maci f (z, y)).

Pokud budeme pozorovat po dobu 7', bude nejnizsi frekvence, kterou rozlisime Aw = 2% Ta
se da ,libovolné* snizovat delsimi pozorovacimi fadami. Naopak nejvyssi rozlisitelna frekvence
wny je pii vzorkovani s frekvenci At rovna wy, = i V8echny vyssi frekvence se vzorkuji do

nizsich (aliasing). Konkrétné o co je frekvence vyssi nez Nyquistova w = wy, + dw, o to se tato
frekvence bude vzorkovat do nizsich frekvenci w = wy, — dw.

6.3 Zakladni méd oscilaci

Zakladnim moédem oscilaci budeme rozumét vinu §itici se rychlosti zvuku ¢, a majici vlnovou
délku rovnou pruméru Slunce A = 2R;. Dale budeme predpokladat adiabatickou aproximaci
a pokusime se odhadnout ¢asovou skdlu pruchodu viny Sluncem tam a zpét. Rychlost zvuku

miZeme spocitat z rovnice
5
e =1 =, (14)
p

kde P a p jsou stiedni hodnota tlaku a stfedni hodnota hustoty. Pro st¥edni hodnotu hustoty
plati:
3 M,

ey
Stiedni hodnotu tlaku odhadneme z rovnice hydrostatické rovnovahy, kterou hrubé diskretizu-
jeme (povrch - stied):

p= (15)

oP G M, 0—P GM, - GM?
om 4TRY T My —0 4 RY 4 RY (16)
Cas prichodu vlny 7 spocitadme z rovnice:
A 4R 2 _
=9l _ ©_ _ (Gp)™? (17)
Cs WG Mo /T
3 Ro

Pokud dosadime, vyjde fadové 45 minut. Redlné jsou ale ¢asy kratsi, protoze rychlost zvuku
smérem do centra roste.



6.4 Linearni adiabatické oscilace nerotujiciho Slunce
6.4.1 Predpoklady a zakladni rovnice
Predpoklady:
e poruchy (indexované ¢arkou) jsou malé vuci pozadovym hodnotam (indexované nulou)

e linearni: v’ < ¢

P
adiabatické: — = konst.
p’Y

sféricky symetrické pozadi

e zanedbiavame magneticka pole, tenzor napéti, rotaci

o vo =0, po=po(r), Po =Fo(r)

ReSené rovnice:

dp B
a—l—v-(pv)—() (18)
ov
i (v-V)v=-VP—-Vdp (19)
£ _ konst. (20)
p’Y
AD = 47pG (21)

Dale vime, ze V® = g je gravitac¢ni zrychleni. Na stavovou rovnici aplikujeme tiplnou ¢asovou

derivac: d P dP 1 1 d dP 1d 1
p p
G- j2) — — P~z = 22
(dt 7 dt) 0 (22)

dt pr — dt po fy/ﬂ“&_

p’Y
P
Navic ¢? = 77 Celkem dostavame:
dP  ,dp

- 2 23
at -~ at (23)
. 4 vz A / / dé‘ / /
Do rovnic zavedeme Eulerovské perturbace (¢arkované) p/, v/ = T P’ a ®'. S Lagrangeo-
vymi perturbacemi (0) souvisi vztahem
0Ay
SA=A +¢ - —. 24
t& (24)

6.4.2 Linearizace rovnic a Cowlngova aproximace

Hustotu, tlak, rychlost a gravita¢ni potencial si rozdélime na pozadovou hodnotu a poruchu.
Budeme ptedpokladat, ze pozadové hodnoty spliuji rovnice (I8)-(2I)).
Linearizace rovnice kontinuity:

0

op' 0\ _

a Y (pa) =0 20
oy 0 0

8—2 + av : (Pof) =V ( %) =-V- [gv ' (pOUO)] (27)



Posledni rovnice je ale ve skutec¢nosti rovna nule, protoze jsme piedpokladali a—f = 0. Rovnici

integrujeme pies libovolny ¢as d¢. Aby byla splnéna pro libovolny ¢as, musi platit
P+ V- (po€) = 0. (28)

Linearizace ostatnich rovnic je trividlni. Stavovou rovnici v8ak mame zapsanou pomoci
uplnych derivaci, tedy Lagrangeovych poruch. Pomoci prevodniho vztahu mezi Lagrangeovymi
a Eulerovskymi poruchami (24) odvodime pozadovany tvar. Linearizované rovnice nabyvaji
tvaru:

P+ V- (pef) =0 (29)
av, / / /
pogr = VI =V¥py —gerp (30)
oF dpo
/ Yo 2 “Fo
P+g2t=a (p +e, &r) (31)
AP = 41pG (32)

Pro zjednoduseni rovnic budeme ptredpokladat, ze malé poruchy zptisobené vinami maji za
nésledek pouze zanedbatelné poruchy gravita¢éniho pole (Cowlingova aproximace). Tim fakticky
skrtneme Poissonovu rovnici a jeden ze ¢lenit v pohybové rovnici. Timto zjednoduSenim se
dopoustime odchylky jen nékolika jednotek procent od feseni plnych rovnic.

Zbylé rovnice prevedeme do sférickych soutradnic. Naptiklad & = e, + &,. Pii lokdlnim
piistupu slozka r koresponduje se slozkou z a slozky h se slozkami x a y. V dalsich apravich
budeme potiebovat operator divergence ve sférickych soufadnicich (ithlovou ¢ast nemusime
rozepisovat):

10 1
V-A=——(r’A)+-V,-A 33
r2 Ot ( T) r h h ( )
Hydrodynamické rovnice pievedeme do sférickych soutradnic, pohybovou rovnici rozdélime
na radialni a thlovou ¢ast a ze stavové rovnice vyjadiime p':

P+ () + V- (o) =0 (39

P+ 712% (r*po&r) + %Vh & =10 (35)

poaa—‘; =-VP' —ge.p (36)

Po% = o (%23 + 6;552;1) =-V,P'— %VhP' —ge.p (37)
Po %Qf;’" = —V,.P' —gp (38)

poa;ih - —%vhp' (39)



Pl (,o’ + &%) (40)

0 or
f =t eg g = b (41)
= Lre (50 - ) (43
P = P 1 §rP0 2 (45)

N? v poslednim vztahu je Brunt-Viisilova frekvence. Opravdu? 7 teorie smésovaci délky vime,

~

ze

N2 =Y K%) _ %} | (46)
0 r).a  Or
0 OF,
ale pro adiabatické priblizeni mizeme za (ﬂ> dosadit ﬂ—o. Tim dostavame
or ). ~vFPy Or
Neo 9 (OB Opo _ (10InFy  Olupg (47)
po \ Py Or or g v Or or '
Celkem méme nyni k feSeni 4 rovnice:
10 p
p/ + T—za (T2pofr) —+ 70Vh . fh =0 (48)
0?¢, oP'
Pog = Vel —gp' =5 — g0 (49)
82&1 1 /
P N?p
o= G1)

Reseni prostfednich dvou budeme hledat ve tvaru & o exp (—iwt), &, o exp (—iwt), ¢imz
obdrzime soustavu rovnic:

19, Po
P+ 25 (r*po&r) + 7Vh & =10 (52)
/
—w?pl, = — —qp 53
w”pof 5 9P (53)
1
—w2p0§h = —;VhP, (54)
P N?py
= — r 55
rTET Ty : (55)
Pro feSeni navic budeme ptedpokladat nasledujici okrajové podminky:
E(r=0)=0 (56)
OP(r=Ry)=0 (57)

Prvni z nich je podminka stabilntho stfedu Slunce, druha tika, Ze nejsou zadné externi sily
(naptiklad atmosféra).



6.4.3 Reseni v separovaném tvaru

Reseni budeme hledat v nésledujicim separovaném tvaru:

p(r,0,0)=7p(r)f(0, ), (
P'(r, 0,¢)=P(r)f(0,¢), (59
& (r, 0, 0) =& (r) f (0, ¢), (
&n(r, 0, 0) =& (r)Vif (0, ¢),

kde f (0, ¢) je neznamé funkce thlovych soufadnic. Navic budeme piedpokladat regularni feseni
na polech. Po jednoduchém dosazeni (B8) — (6I) do (52) — (B3) se budeme zajimat nejprve o

rovnici kontinuity:

)
)
)
)

~—~

0t o ()| £6,6)+ 26 0, 9) =0 (©2

Pokud budeme hledat feSeni v separovaném tvaru, musime z rovnice vykratit f (6, ¢). Takze
musi byt splnéna rovnice

Ahf (67 ¢) = O[f (67 ¢)7 (63)
kde o = —[ (I + 1), coz je nutnd podminka pro regularni fesenf na polech. Navic vlastni funkce
Laplaceova operatoru jsou kulové funkce. Reseni tedy hledame v separovaném tvaru radialni
¢asti poruchy a kulovych funkci. Laplaceiv operator ve sférickych souradnicich miizeme for-

1
malné zapsat jako A = A, + A} = A, + —Ay. Po dosazeni do rovnice (63)) dostdvame vztah
r
pro horizontéalni vinovy vektor kj:
AhY}m (07 ¢a t) =l (l + 1) Yim (07 ¢a t) (64)
r2ALY (0, ¢, 1) = —1(1+1) Y (0, ¢, 1) (65)
Budeme predpokladat lokalni ptristup, kdy miizeme zanedbat zakriveni povrchu a vlastni funkce
Laplaceova operatoru jsou imaginarni exponencidly. Neboly:
r? (k) = —1(L+1) (66)
[(l+1
ky, = Vit (67)
r
7 horizontalni ¢asti pohybové rovnice vyjadiime &, a dosadime spolu se stavovou rovnici do

©2):

P/
—w?poéy = ——Vhf (0, ¢) (68)
P/
—w?polnVnf (0, ¢) = ——Vhf( ®) (69)
P/
—w?po&p = - (70)
Pl
En = oot (71)
10 [(l+1
P+ o (r*po&) — %éh =0 (72)
9 apo o LU+1),,
P+ ;pogr 57" + po or r2002 P =0 (73)
9%, g N? i% P LI+
or tETe ( g " po Or * poc? ! w2r? =0 (74)
N? 10 1 0P, 10 10 1 0P,
_+_ﬂ:__0__ﬂ_|__ Po_ 0 (75)

g po Or Ypo Or po Or po Or YPo or



Navic predpokladame, 7e pozadi je v hydrostatické rovnovaze, tj. ze plati

0P,
— = —gpo. 76
o 9Po (76)
. ol : oo LA
Pro zjednoduSeni podoby rovnic zavedeme Lambovu frekvenci Sp = ———-—=. Vysledny tvar
r

rovnice (74) mé tvar:

0% & &9 P O_la+nﬁ)zo

+
or r c? Poc? w2r?

(77)

V dalsi aproximaci budeme predpokladat lokdlni piistup, kdy se r ani & pfili§ neméni a jejich
podil miizeme vici derivaci £ podle r zanedbat.

a@_gm%P’(L_ﬂtiié)zo (78)

or c? Poc? w?r?

PRI

P ,
5 9P (79)

+ po&r (N? —w?) =0 (80)

—szofr = -

oP’ N gP’
or c?

S

Spolu s rovnicemi (78) a (80) mame piedepsény okrajové podminky (56) a (&7). Rovnici
(57) upravime a dosadime za poruchu tlaku z rovnice (1))

/ 8P /
OP = P'+&—2> =P = &gpo =0, (81)
w?porén = gposr, (82)
Sh _ 9
e = o (83)

6.4.4 JWKB feseni (Jeffreys—Wentzel-Kramers—Brillonin)

Reseni rovnic ([8) a (80) mazeme v lokalnim p¥istupu, kdy predpokladame, 7e v rameci oscilaci
se méni zejména hustota hledat ve tvaru tzv. JWKB aproximace:

& = Ap(;l/2 exp (ik,r), (84)
P = Bpé/2 exp (ik,r), (85)

kde A, B a k, jsou konstanty (k, se méni pomalu s r). Po dosazeni do rovnice (8) a jejim
nasledné vynasobeni pé/ ? dostavame:

1/2 2
Y | 73/28P0 g . —12  Bpg Si o
. 110py g B S?
. 10py -1 -y . ) .
Oznatme — —— = — tlakovou 8kalu. Vysledna rovnice piejde na tvar:
Lo or Hp
. 1 g B S?
A[Zkr+(2—%—§)]+g(l—§ =0 (88)



Podobné upravime i rovnici (80):

. 1 _150 _
B (zkr,ool/Q + 5P 1/2%) + %pé/zB +podpy P (N? —w?) =0 (89)
1 g
A(N? =)+ B ik, — [— - =< )| =
( w?) + {zkr (2H,, 62)} 0 (90)

Hledame netrivialni feSeni pro A a B. Determinant matice tvofené rovnicemi (88)) a (@0) musi

byt 0.
: 1 g ) 1 g 1 512 ) )
k. — - [ R I I (N N? _ .
[ZT+(2Hp cz)] [“ (2Hp c2)] (cg w22 (W =wf) =0 (91)

Kiizové ¢leny v hranatych zavorkach se odectou, cilem bude vyjadieni k2 z této disperzni relace.

1 g\ (N?-uw?) S?
2 l 2 2\ _
_kr_(2—p_c_§) — Cg +w2C§(N —CU)—O (92)
a 2 2
w?— N2 — S, 9 4 9 g2
k2 = ME My O (N? —w?). (93)

2 2,2
cs wAcs

Zbyva upravit N2
g( I 03,0087°+Hp I c§+H 2 T (94)

2

5 Finalni tvar rovnice [03]

Zavedeme akustickou hrani¢ni frekvenci w? =

4Hp2'
2 2 2
9 W —W, Si 2 2
kr = > + 2 (N —w ) (95)

7 tvaru, v jakém jsme hledali feSeni navic vidime, 7e pro k, < 0 se bude porucha exponencialné
utlumovat, pro k, > 0 se porucha bude §ifit ve tvaru viny.

6.4.5 Disperzni relace pro p a g médy

P mody (zvukové viny) se mohou v zéavislosti na S; §itit velmi hluboko do zény zafivé rovnovéhy.

77

Nicméné tyto mody se obtizné pozoruji. Pro mody sitici se pouze v konvektivni z6né muzeme
v rovnici (@3) zanedbat N? oproti w?. Rovnice se zjednodusi na tvar:

w? —w? S}
b=t (96)
SEl(l+1)
S == =k (97)
k2c? = w® — w? — ki (98)
w? = w? + k*c? (99)

Vlna se §iii pod povrchem a diky rostouci rychlosti zvuku smérem k centru se lomi od
kolmice. Ve spodnim odrazném bodé nastava tplny odraz. Pro odrazné body r; a 7y plati



k. = 0, protoze v misté odrazu se vina nesiii v radidlnim sméru. Pro spodni odrazny bod navic
plati, Ze w? miZeme zanedbat vici w?. Neboli:

2 2
s W S; B

w=_5, (101)
w o cs(r)

. 102
2 el (102)

kde jsme oznacili L = /I (l +1). Pro horni odrazny bod ry mizeme naopak zanedbat Sy,
oproti w,. a plati w = w,, ale diky strmému poklesu hustoty smérem k povrchu muzeme pro
zjednoduseni pozadovat ro = R,

Na rozdil od p modi se g mody (gravitaéni mody) nesiti v konvektivni zoné, ale jen ve
vrstvé zafivé rovnovahy. Tam miZeme zanedbat w? oproti S? a rovnice (33) se zjednodusi na

tvar:
k? S (N? —w® 103
P (V=) (103)
N2
k2 =k} (? - 1) (104)
N2
k2 = kiﬁ —k; (105)
N2
k= kiﬁ (106)
w? = N2k—’21 (107)
kz
w? = N?cos? 0 (108)

Diky cos? 6 se tyto mody §iif hlavné horizontalné.

6.4.6 Disperzni relace pro f méd

F mody jsou gravita¢ni mody $ifici se na povrchu. Analogicky vinam na vodni hladiné budeme
proto predpokladat 6 P = 0. Pro odvozeni disperzni relace budeme vychéazet z rovnic (78]), (80)
a (24). Nejprve pro obecnost nebudeme pokladat §P = 0. Z rovnice (24]) vyjadiime (s vyuzitim
hydrostatické rovnovahy pozadi) P’

P'=0P + & pog (109)

Tento vysledek dosadime do zbyvajicich dvou rovnic:

o  g&  OP SE\ 94 &ol(l+1)
or c? + PoC? (1 w? + c? 7202 =0 (110)
s,  oP S? Egl(l+1)
OF (p_mi)_&gterl) 111
o " ( w2> riw? ’ )
d6P O, dpo . goP  &9%po 5 oy
W—i_ 8r pog—i_érgﬁ_'_?_'_ 02 +Po§r (N —w ) =0 (112)

S S

10



9%,
Z rovnic vylou¢ime i:
or

déP Zpol (1 +1 oP S? 0
+9P0(+)€T_9 (1__> £g Po

or r2w? 2
opP
+ & +sr—g 2+ oo (N* = w?) =0 (113)
ISP g*pol (1 +1) goP S} po
or + r2w? &t 2 w? &9 or
9’po
+ &+ po& (N? —w?) =0 (114)
P I(l+1 N? 2 I(Il+1
0P glU4 1) sp o 0p0 [PN? 7w r Op gr  glUADT g
or w?r? g g po Or 2 wr
N? 1 0F, 1 —1 1 — 1
N _10R 10w -1, 1% _-g 10 (116)
g vPy Or  po Or  poc? po Or 2 po Or
P I(l+1 I(1+1 2
+g(+)5P &g’OO gld+1) ) _ (117)
or w2r g

gl(l+1) rw
w3r g

2
Tato rovnice se da splnit pro 0P = 0 a [ } = 0. Disperzni relace pro f mod
nabyva tvaru:

gl(l+1)  rw?

= 118
w2r g (118)
wh = g—gl (1+1) (119)
2
W = g 10+1) (120)
w? = kg (121)
Dosazenim tohoto feseni do (ITI)) spolu s podminkou 6 P = 0 odvodime feseni pro &,:
1
% _ &gl _, (122)
o rg\/1(I+1)
o€, L(l+1)
9% VIUFD . 123
or r & =0 (123)
9,
— kpé& = 124
5, — kn&r =0 (124)
Tato rovnice méa exponencialni feseni ve tvaru
gr X €exp [kh (T - R@)] ) (125)

ze kterého je patrny rychly pokles s hloubkou. Jde tedy skuteéné o povrchovy maod.

7 Helioseismologie

7.1 Rezonance a Duvalliiv zikon

Rezonan¢éni podminka pro stojaté viny mezi odraznymi body r; a ry se d& zapsat ve tvaru

T2

/krdr:ﬂ(n+a), (126)

T1
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kde n je fad viny a « fazova zména pii odrazu. Ta zéavisi pouze na vlastnostech prostiedi.
Specialné pro p mody se zanedbanim w,. dostavame:

R

0 1 12 1/2
Rg
7 (n+ a) 1 L2 \'?
F(w) = — = / (? - 7’2w2) dr (128)

Tt
Jako r; jsme oznadili spodni odrazny bod. Ten zavisi podle vztahu (I02) pouze na poméru

w w
T Stejné tak integrand zavisi pouze na poméru T Celkové se obecnd 2D disperzni relace

. . . L W nHta«
w = w (n, l) rozpadéa na 1D disperzni relaci mezi poméry — a

. Tato skutecnost je znama
w
jako Duvalliv zdkon. Plati pfiblizné pro [ < 250 s hodnotou «a ~ 1, 5.

7.2 Inverzni tlohy
7.2.1 Inverze rychlosti zvuku

Rychlost zvuku v zavislosti na r mizeme odvodit piimo z rovnice (I28)). Zavedme substituce
L? r?
u = E, § = 0_2:
€o

P =00 [e—ure it ae (129)

kde jsme oznatili £ = £ (R). Po zavedeni funkce G = Inr piejde integral na Abeliv:

7 (n+ a)

F(u)z—:7<5—u>

w

2 96 (130)

u

ktery mé analytické feseni. Zderivujeme rovnici podle wu:

o
dF (u) - dG/d§
L _/(

T e )P 3 (131)
Reseni této rovnice je: .
G -G :;/dﬂ%z (132)
a po vraceni proménné r odvodime implicitni rovnici pro rychlost zvuku r (c;):
r=rgex =2 /f Mdu (133)
I Y ORI

Rovnice se da invertovat jednozna¢nég, protoZe c,(r) je monoténni funkce. Takto odvozena
rychlost zvuku souhlasi s modelem Slunce v oblasti » > 0,4R. a ma okolo r = 0, 7R ,hrb“,
ktery koresponduje s hranici konvektivni zony. Ve vétsich hloubkich se inverze s modelem
Slunce neshoduje kvili malému poc¢tu vin, které do této hloubky pronikaji a s jejich obtiznym
meéienim.
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7.2.2 Perturbace modelu

Cilem inverznich metod je odvodit vylepseni modelu Slunce, které minimalizuje rozdil mezi od-
vozenymi a pozorovanymi frekvencemi oscilaci. Budeme predpokladat perturbace pouze rych-
losti zvuku dc,, kterd vyvola perturbaci pozorované frekvence dw. Navic predpokladame, 7e obé

c w
perturbace jsou malé. Rozvoj rovnice (I28) podle — a podle — by v takovém p¥ipadé mél
Cs w
byt shodny.
Rovnici (I28)) zapiseme obecné s perturbacemi ve tvaru:

Ro

) o\ 1/2
W(n+a):/ <M—%> dr (134)

(cs + 503)2

Tt

Nejprve polozime dcs = 0 a udélame rozvoj integrandu ve frekvencich:
1/2 1/2
(w+ow)® L2 L |w? " Sw\> L2 B
2 r? | e? w r? N

B w? 20w L? 1/2_ w?  L? 20ww 1/2_ w? L2 —2503 B
e\t ) w e wrte) Ve =lltese] -

s s g 2
w2 L2
dww Sww —-1/2
w2 L2 2 2 Sw L2
i} gTQG*ﬁ—ﬁ)A*w(lL%y”A+@(1uMJ (199
s g T W2r2

V druhém ptipadé polozime dw = 0 a rozvineme integrand podle poruchy rychlosti zvuku:

1/2
w? L2\ '? B w? 1 L? B
cotoc2)’ 1) () P
s 1+
B w? ! 2503 2]Y? B w? L2 25csw2 1/2 B
e Cs 72 e 2 3 B
o2 L2 25(:53w2 1/2 o2 L2 605;:)2
== -=11- -5 = === l1-=-5 _|=
2 r? i—g — ’7}—22 2 r? i—g — ’7}—22
dcs w
cs 2 s 1
4 e EHIA_‘SLE — (137)
RV XN
Vysledky rovnic (I36]) a (I37) musime porovnavat pod integralem. A se odecte:
Ro Re
ow L3 ~1/2 dcs w L3 ~1/2
C—S 1-— w27“2 dr = — C—SC—S 1-— w27“2 dr (138)
Tt Tt
Rgo Re
dw [ 1 L2\ dcs 1 L2\
S O IR bl G .
Tt Tt



ow

dcg
Z pozorovani zname —, cilem je odvodit —. Integral na levé strané oznac¢ime 7. M4 vyznam
w S

. 1 L2c2\ ~1/2
neporuseného cestovniho ¢asu viny. Cast — (1 - — oznac¢ime K., a nazveme ho ja-
Cs w?r

drem pro poruchu dc,. Vyznam jadra je odezva referenéniho modelu Slunce na priichod vlnou.
Je to jeden ze vstupii do inverzni tilohy a vyhodou je, Ze se da z modelu predpocitat, coz inverzi
velmi urychli. Podobnym zptisobem se mohou podcitat jadra i pro jiné poruchy referenc¢niho
modelu. Cely integral na pravé strané ma vyznam priumérné perturbace rychlosti zvuku podél
paprsku. Celkem ziskavame tvar:

Ro
ow 1 dc
—=—— | =K. d 140
w T Cs bes OF ( )

Tt

Zbyva ukazat, 7e T je skutecné neporuseny cestovni ¢as viny (p modu se zanedbanim w,).
dr dw

Odvodime i trajektorii vlny (v paprskové aproximaci). Trasu paprsku v, = % = ak mizZeme
dr dw de dw

rozlozit na radidlni — = —— a thlovou r— = —— ¢ast. Z radialni ¢asti vyjadiime dt a
dt dk, dt dk;,

budeme ho integrovat pies trajektorii paprsku.

dr  dw d k Ak
-5, = = Cs k% + k2) =G E == 141
At dk, dk, ( V h NCEY w (141)

w dr w 1 w 1 dr L2\
dt:gk—T:dTgW:drgw Lo 172 :C—S (1_r2w2> (142)
8 (5-%) (1)
Ro Rer L2c2 —1/2
T = /dt: /C_ (1 - r%;g) (143)
P . s . . do
Odvozeni trajektorie spoc¢ita v tipravé rovnice rd—:
r
9 dodt dw dw Kk L
R i Al =L - _r 144
T Tatdr k' Ak B e 2 (144)

7.3 Primé metody
7.3.1 Seismicky polomér

Jednoduchym vypoctem miizeme z disperzni relace pro f méd odvodit polomér Slunce, protoze

w (I) zname z pozorovani.

GMs /1(1+1)
R% Rg

Takto odvozeny polomér se od skutecného lisi asi o 0,3 Mm. To je zptuisobeno zejména Spatnym

modelem podpovrchové konvekce.

(145)

w? = gk, =

7.3.2 Vypocet seismickych jader

Alternativni vypocdet jader Jadrové funkce se daji pocitat i z cestovnich ¢asi. Méjme

Rg
1 22 —1/2
T— / - (1 - w%f;) dr, (146)

Tt
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kde ¢, je funkeci vSech nezavislych perturbovanych veli¢in indexovanych « q,. Z pozorovanych
radialnich rychlosti ® si nejprve pomoci vhodného filtru F' (w, k) vybereme vlny, které bu-
deme chtit studovat. Nejcastéjsi jsou hiebinkové filtry, které izoluji jednotlivé mody a fazové—
rychlostni filtry, které filtruji mody se spodnim odraznym bodem ve stejné hloubce. Vysledna
déle zpracovavana data ¢ (w, k) = ¢ (w, k) F (w, k) se vyuzivaji pro odvozovani ,pozorovanych
cestovnich ¢asu. Necht x; a X5 jsou dva riuzné body na povrchu Slunce. Z bodu x; putuje vina
pod povrchem a v bodé x5, se znovu vynoii na povrchu. Tam vyvola patfi¢cnou odezvu. Jako
cestovni Cas je oznacen takovy ¢as T, ktery maximalizuje kros-korela¢ni funkci C' (x1, %o, T')
definovanou jako

T

C (x1, X3, T):/dt'@/)(xl, Y (%9, ' +T), (147)
0
kde 7 je celkovid doba pozorovani. Naslednou minimalizaci rozdilu ,,pozorovaného* a modelem
spocteného cestovni ¢asu pro vSechna pozorovani indexované a dojdeme k jinému vztahu pro
jadra:

1 00S
V=5 (LT (148)
2_ oy 0T
0 = 3 (T = T2) 5240 (149)

a

PR s a o v v * 2 . Ve 2 s’
Pravé vyraz — miuzeme oznacit za jadro pro perturbaci ¢, pii daném setu pozorovani.

0a

Obecni rovnice pro vypocet jader Pro formalni odvozeni obecnych rovnic popisujicich
jadrové funkce si nejprve odvodime obecnou lineérni perturbaci disperzni relace. Kvadraty frek-
venci jsou vlastni ¢isla funkci q,, takze obecna disperzni relace je zadana rovnici

W da = £(da), (150)

kde £ je formalni zapis pro linearni operator rovnic stavby. Rovnici vynasobime q, a vyinte-
grujeme pres objem Slunce:

J d*rq;L(qa)

®

2 _
= (151)
©

Porucha parametrit q, se pfes operator rovnic stavby promitne v poruchu w?. Pokud nahradime
w2 = w4+ 0w?a £ — £+ £,. Pro ,poruchy nultého fadu“ budeme predpokladat, Ze splituji
neporusené rovnice. Potom rovnice prvniho rfadu bude ve tvaru:

f d*r q;£: (da)
©

[ &Brqida
(O]

dw? = = 2wéw (152)

Linearni operator £, v sobé zahrnuje poruchy vsech parametri q, a 1ze je od sebe odseparovat.
Rovnici ([I52)) jesté vydeélime 2w?:

2
%‘) = /d3r (Kpé—pp + K2 560; + K50V + - ) (153)

Nesmime zapomenout, ze jsme se omezili jen na linedrni poruchy a napiiklad magnetické pole
)
je pri libovolné nenulové intenzité nelinedrni porucha.
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Jak ale vlastné jadra pocitat? Vezméme si dva vektory nezavislych parametra (napiiklad
hustotu, rychlost zvuku a zastoupeni helia, rychlosti toka plazmatu) X a Y. Tyto vektory jsou
spolu svazany rovnicemi stavby (zde zapsané pomoci hermitovské matice A):

AX =Y (154)
Jiz ale vime, 7e plati
5
o /d3r Kx - X = (KxX), (155)
w
©
5
ow _ /di’»,» Ky Y = (KyY), (156)
w
©

kde jsme formalné zavedli stfedovani pies objem Slunce. Rovnici (I54]) nejprve zprava vyna-
sobme Ky a poté vystredujme:

(KyY) = (KyAX) = (A"KyX) = (KxX) (157)

Z porovnani poslednich dvou vyrazu plyne A*Ky = Kx. Neboli rovnice popisujici jadra jsou
hermitovsky sdruzené rovnicim stavby.

7.4 Inverzni metody

Obecnéji muzeme rovnici pro cestovni ¢as a pozorovani a zapsat takto:

P

T (r) = /d2r’ dz Z [K§(r' —1,2)qs (r', 2)] +n(r) (158)

® p=1

kde r’ je horizontalni polohovy vektor, z vertikdlni slozka polohového vektoru, P pocet per-
turbovanych parametri a n® (r) ndhodny Sum, ktery se da odhadnout z mnoha pozorovani.
Rovnici diferencujeme a tim piredepiSeme tvar pro perturbaci cestovniho ¢asu:

P

ST (r) = /er’ dz Z [K§ (r' —1,2)6q5 (r', 2)] +n®(r) (159)

® p=1

Poruchu cestovniho ¢asu zname diky porovnani s modelem, ke kterému chceme hledat vylepsenti,
a ve kterém jsou zaroven pocitana jadra. Existuji dvé hlavni metody, jak z této rovnice odvodit
parametry dgg (r', z), které nas zajimaj.

7.4.1 RLS (Regularised least squares)

Metoda RLS spo¢iva ve fitovani parametri dgg (r', z) v rovnici (I59). Cilem je minimalizovat
rozdil pozorovanych a modelem spoctenych cestovnich ¢ast za soucasného potlaceni nepiiroze-
nych fedeni (tzv. regularizace). Celkem se hleda minimum y? ve tvaru

2
P

1 a / a /
=Y ore - [ Y ke - v 2006 a)] | vk, (100

a —
© p=1

kde L je regularizacni operdtor, kterym mizeme potlacovat nefyzikalni vlastnosti feseni a pu je
uzivatelem na zékladé zkuSenosti voleny parametr, ktery zvysuje nebo snizuje vyznam regula-
rizace.
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7.4.2 OLA (Optimally localised averaging)

Metoda OLA hleda fegeni (I59) v bodé (rg, 29) ve tvaru konvoluce neznamych vahovych funkei
w a poruseného cestovniho ¢asu. Za dT* dosadime z rovnice (I59):

5qa I'(),ZO ZZU} — ro,Zo) 0T (I‘Z) (].6].)

0qa (ro,20) = /er’ dz Z [Z Zw — 1o, 20) Kj (v' —r,2) | dgs (1, 2)
+ZZw — 10, 20) n° (1;) (162)

Clen -] oznacime K (r' — ro, 2, 29) a nazveme ho citlivostni jadro. Jeho vyzname je citlivost
metody na zménu parametru g, pii zméné parametru gz. V idedlnim piipadeé je citlivostni jadro
umérné delta funkci. Rovnici (I62)) jesté rozdélime na ¢len § = « a ¢leny f # a:

0qa (1o, 20) = /er’ dz Z K5 (" — 1o, 2,20) 0qp (r', 2) + Z Z wd (r; — 1o, 20) n® (r;) (163)
B % a

©

0qa (ro, 20) = /d2r' dz K2 (r' — ro, 2, 20) 0gp (v, 2) + /er' dz Z K5 (r' —ro, 2, 20) dqp (1, 2)
® B#a

+ Z Z ws (r; — 1o, 20) n® (1;) (164)
Funkce w se odvozuji z minimalizace y? ve tvaru:

2= /dzr'dz K2 (v, 2, 20) — 7 (x', 2, 20)] + g Z o (rs, 20) Mgy (r; — 1) wy' (15, 20)

i,7,a,b

+1/Z/d2r/dz ICB vz, zo)} +GZ[ “(r;, 20)] (165)

Ba )

V této rovnici je 7 (1/, z, 29) uzivatelem volend funkce, ktera je lokalizované kolem vySetiovaného
mista, jinde je nulova (nejcastéji gaussian), i, v a € jsou(podobné jako u RLS) volené parametry,
které potlacuji nefyzikalni feSeni (typicky se napo¢ita cela fada modelu pro rizné hodnoty pu,
v a € z nichZ se nasledné vybere nejlepsi kombinace) a Ay, (r; — ;) = cov [n® (r;)n’ (r;)] je
Sumovéa kovarian¢ni matice.

Prvni ¢len v rovnici (I65) ma vyznam odchylky od modelu, ¢len amérny p minimalizuje
prispévek ndhodného Sumu, ¢len tmérny v minimalizuje tzv. cross-talk. To jsou nechténé pii-
spévky do hodnoty ¢, z hodnoty ¢z (napiiklad nechceme, aby se ¢ast rychlosti toki plazmatu
pri¢etla k rychlosti zvuku). Posledni ¢len imérny € mé za tikol lokalizovat vahové funkce, které
by v idedlnim pripadé byly imérné delta funkci.

Do rovnice ([I63]) se navic pridava normaliza¢ni podminka ({ d*r' dz K (r', 2, 20) = 0§ pii-

pojena pomoci Lagrangeovych multiplikitorti. Hleda se minimum x? viéi w® a Lagrangeovym
multiplikdtorum. Vyhodou je vyuziti planparalelni geometrie a feSeni inverze ve Fourierové pro-
storu. Vysledkem inverze jsou vahové funkce. Jejich aplikaci na rovnici (I61]) odvodime kyzené
poruchy referen¢niho modelu.
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