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Abstrakt: Infracervené zareni emitované z povrchu télesa pusobi momentem sily, ktery muze nezanedba-
telné ménit rotacni stav planetky. Doposud vsak nebylo zkoumaéno, jakou mirou se na tomto fenoménu,
zvanému YORP jev, podili drobné topografické utvary. Ukazeme, ze laterdlni vedeni tepla utvary
vhodnych velikosti vede k vzniku lokalnitho YORP jevu, jehoz fddova velikost je srovnatelnd s YORP
jevem vyplyvajicim z globalni topografie. Resime t¥{dimenzionéln{ rovnici vedeni tepla v jediném topo-
grafickém 1tvaru a jeho blizkém okoli, a to metodou koneénych prvku s vyuzitim programu FreeFem++.
Na zakladé nalezeného rozlozeni povrchové teploty ttvaru jsme urcili jeho piispévek k vyslednému
momentu sily. Tento moment jsme porovnali pro razné tvary balvanu a ruzné materidlové parame-
try. Pro idealizovany utvar je nas vysledek konzistentni s existujicim jednodimenzionalnim modelem.
Rotaéni zrychleni, které utvary udéluji sférickému asteroidu o poloméru 1km s kruhovou orbitou o po-
loméru 2,5 AU, je piiblizné (2,0 £1,0) - 1079 rad/d?, ¢emuz odpovidd charakteristickd doba akcelerace
7 = (35 £ 18) Myr. Ze snimku povrchu planetky Itokawa jsme odhadli diferencidlni rozdéleni velikost{
topografickych titvari. Vysledny moment sily miize planetce udélovat zrychleni fadu 10~7 rad/d?2, po-
vrchové utvary tak predstavuji vysvétleni pozorovaného fazového posunu ve svételnych kiivkach.
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Abstract: Infrared radiation emitted from an asteroid surface causes a torque that can significantly
affect rotational state of the asteroid. The influence of small topographic features on this pheno-
menon, called YORP effect, hasn’t been adequately studied yet. In this work we show that lateral
heat diffusion in surface features of suitable sizes leads to the emergence of local YORP effect which
magnitude is comparable to the YORP effect of global topography. We solve three-dimensional heat
diffusion equation in a boulder and its surroundings by finite element method using FreeFem++ code.
Its contribution to the total torque is then inferred from the computed temperature distribution.
We compare the torque for various boulder shapes and material properties. For an idealized boulder
our result is consistent with existing one-dimensional model. Topographic features may cause a sphe-
rical asteroid of radius 1km on a circular orbit at 2.5 AU to undergo rotational acceleration of about
(2.0 £1.0) - 1079 rad/day?, which corresponds to spin-up timescale of order 7 = (35 #+ 18) Myr. We es-
timated a boulder size distribution based on close-up images of Itokawa surface. Finally, we realized
that topographic features of Itokawa can cause rotational acceleration of order 10~7 rad/d? and can
therefore explain observed phase shift in light curves.
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1 Uvod a motivace 3

1 Uvod a motivace

Malé objekty sluneéni soustavy — planetky, komety i prachové ¢astice — jsou nezanedbatelné ovlivio-
vany negravita¢nimi zrychlenimi. Sublimace ledu na povrchu komety vede k vytrysku plynu a prachu,
vznikld reakén{ sila (raketovy jev) muze vyznamné urychlovat komety v orbitdlnim pohybu. Zdrojem
silového pusobenti je i zafeni. U drobnych prachovych ¢astic mtuze dokonce piimy tlak sluneé¢niho zareni
prevysit gravitaéni silu, coz vede k hyperbolickému pohybu téchto ¢astic ven ze sluneéni soustavy. U
Castic vétsich rozméru pak zareni pusobi proti orbitdlnimu pohybu v dusledku aberace svétla, coz vede
ke spirdlovému pohybu ¢édstice ke Slunci (Poyntinguv-Robertsontuv efekt). Zafeni{ muze na dlouhych
casovych skalach zpusobovat zmény orbitdlniho a rotacniho stavu i u asteroidu kilometrovych rozméru.
Roli zde nehraje zafeni dopadajici, nybrz zafeni tepelné emitované z povrchu télesa. Zménu velké
poloosy asteroidu v dusledku emise tepelného zdfeni nazyvame Jarkovského driftem, zménu rotaéni
thlové frekvence a osy rotace pak oznacujeme jako YORP jev.

V poslednich letech bylo zjisténo, ze YORP efekt je znacné citlivy na parametry planetky, zejména
na piresny tvar povrchu. Zmeénou topografie, napiiklad pfidanim vétsitho balvanu ¢i krateru, muze
dokonce dojit ke zméné znaménka, ackoliv na svételnych kiivkach se takovd zména povrchu takika
neprojevi (Statler, 2009). Spo¢tend hodnota tihlového zrychleni je také podstatné zdvisld na pouzitém
rozliSen{ povrchu (Breiter et al., 2009). Zd4 se, Ze i ttvary metrovych rozméria maji zdsadni vliv
na vysledny YORP jev. Doposud vsak nebyl detailné zkouman vliv drobnych topografickych utvaru,
jejichz velikost je fddové srovnatelnd s hloubkou pruniku tepelné viny. Takto malé utvary neni mozné
implementovat do stavajicich numerickych modeli, nebot povrchové rozliseni zkoumanych planetek
neni (a z vypocetnich divodu nemuze byt) dostatecné. Mald velikost ovSem nepfipousti zanedbdni
lateralniho toku tepla tGtvarem, a je proto nutné fesit rovnici vedeni tepla ve trech dimenzich.

Tato prace se zaméfuje na zkoumani velikosti silového momentu, kterym malé povrchové utvary
puisobi na asteroid, a jeho zavislosti na materidlovych a orbitalnich parametrech. Resime tifdimenzionsln{
rovnici vedeni tepla v itvaru a jeho blizkém okoli metodou konecnych prvkiu, a to s vyuzitim jazyka
FreeFem++ (Hecht, 2012). Z vypocteného rozlozeni teploty na povrchu ttvaru odvodime moment sily,
kterym utvar na planetku pusobi. Pro dané rozdéleni velikosti topografickych tutvaru pak urcime cel-
kovy moment, kterym ttvary pusobi, a ihlové zrychleni, které tento moment zpusobuje. Hodnotu
posléze porovname se zrychlenim, které vyplyva z modeli YORP jevu zaloZzenych na globdlni topo-
grafii planetky.

V kapitole 2 shrneme soucasny stav poznédni vlivu zafeni na pohyb asteroidu. Diskutujeme zejména
problém citlivosti dhlového zrychleni na presny popis povrchu (v podkapitole 2.5). Kapitola 3 je
vénovana matematickému popisu problému a odvozeni dulezitych vztahu. V kapitolach 4 a 5 blize
popiseme teoretické predpoklady pro vznik radia¢ntho momentu sily na povrchovych dtvarech. V ka-
pitole 6 popisujeme metodu koneénych prvka a odvozujeme slabou formulace rovnice vedeni tepla.
V kapitole 7 popisujeme vysledky nasich vypoc¢tu a porovnavame velikost momentu sily, kterym utvary
na planetku pusobi, s YORP jevem zalozeném na globalni topografii. Kone¢né v kapitole 8 diskutujeme
dusledky, které z nasich vypoctu plynou.
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2 Vliv emise infracerveného zareni na rotaci planetek

2.1 Zaireni a dynamika planetek

Klasicky model vyvoje populace asteroidu predpokladd, Ze jsou asteroidy ovliviiovany pouze gra-
vitaénim pusobenim a vzajemnymi kolizemi. Pfesto, Ze tento model dokazal vysvétlit velké mnozstvi
pozorovanych jev, postupem Casu se zacala objevovat observaéni data, kterd nebyla klasickym mode-
lem vysvétlitelnd. Nékolik nezdvislych dukazu existence negravitaénfho momentu, ktery puisobi na aste-
roidy, je podano v kapitole 2.2.

Ptirozenou cestou pro vysvétleni nekonzistenci klasického modelu bylo zapocteni negravitaéni sily,
ktera na planetky pusobi. Jiz pfitom byl zndm raketovy jev; ten v8ak u asteroidii neptichézel v tivahu.
Bylo proto tieba hledat jiné fyzikalni vysvétleni.

Zareni prichazejici od Slunce nese hybnost, a pusobi tak po dopadu na povrch asteroidu tlakovou
silou. Tato sila ma v8ak smér shodny se smérem gravitacni sily, a ve vysledku tak pouze gravitaci efek-
tivné snizi o zanedbatelnou velikost. Dulezitou roli vSak hraje tepelné zateni, které vyzaiuje zahiaty
povrch asteroidu. Reakéni sila, kterd pusobi na asteroid, je sice co do velikosti vyrazné mensi nez sila
gravitacni (dokonce mensi nez sila, kterou pusobi dopadajici zéfeni), je vSak schopna pusobit na aste-
roid v transverzdlnim sméru, a v dusledku tak zvySovat, resp. snizovat orbitalni rychlost asteroidu.
Asteroid tak spirdluje od Slunce, resp. ke Slunci. Tento jev nazyvame Jarkovského driftem.

Jednoduchym vypocétem muzeme urcit pomér sily f,, kterou pusobi dopadajici zdreni na (sféricky)
asteroid o poloméru r a hustoté p, a sily gravitacni f,. Zjistime, Ze plati

Fo1

f i g3 - L)~

5 GM&% ~ 2,58 - 1071 [r]in ol s -
g 3 R?

kde Fy, je sluneéni konstanta, G gravita¢ni konstanta, M hmotnost Slunce a ¢ rychlost svétla. Velikost
radiacni sily je fadové mensi nez velikost sily gravitacni. Udélali bychom vs8ak chybu, pokud bychom
z tohoto diivodu tlak zéfeni zcela zanedbali. Radia¢ni sila totiz muze diky transverzélni slozce zpusobit
na dlouhych ¢asovych skaldch vyrazné zmény orbitalnich elementu.

a reakeni sila zafeni tak zpusobuje silovy moment ovliviiujici rotaéni periodu asteroidu a smér jeho
rotacéni osy. Puisobeni momentu se oznacuje jako Yarkovsky-O’Keefe-Radzievskii-Paddack efekt, zkrédcené
YORP. Tento akronym pochézi z prace Rubincam (2000); byl odvozen ze jmen fyziku, kteff se podileli
na vyzkumu silového pusobeni zaieni.

Je pomérné prekvapivé, ze i kdyz oba efekty vznikaji na stejném fyzikalnim principu, totiz emisi
tepelného zareni z povrchu asteroidu, 1is{ se v mnoha kvalitativnich aspektech.

Jarkovského drift muzeme ilustrovat na jednoduchém modelu rotujici sféry, vyskytuje se tedy i u
symetrickych asteroidu. Ptitom asymetrie a nerovnosti povrchu nemaji na Jarkovského jev velky vliv
(Rozitis & Green, 2013a). Oproti tomu, YORP jev je velice citlivy na topografii povrchu (Breiter et al.,
2009; Statler, 2009) a na polohu tézisté objektu (Scheeres & Gaskell, 2008). Pro elipsoidalni tvary pak
zcela zanikd zména rotacn{ frekvence; zména Sikmosti planetky (dhlu mezi rotacni osou a normélou
k roviné orbity) se projevi pouze pii uvazovani nenulové tepelné vodivosti (Breiter et al., 2007).

Fundamentalnim parametrem ovliviiujicim Jarkovského jev je tepelnd setrvacnost asteroidu, tedy
nenulova tepelna vodivost a rota¢ni perioda. Kvili tepelné setrvacnosti nelezi maximum teploty v sub-
solarnim bodé, ale je posunuté smérem na zapadni stranu, a vznikd tak nenulova transverzalni slozka
reakéni sily. Pokud bychom uvazovali zjednoduseny piipad, kdy je tepelna vodivost nulovd, Jarkovského
drift zcela vymizi.

YORP jev piisobi na asteroid i v limité nulové vodivosti. Rada analytickych i numerickych modeli
YORP jevu pravé tohoto faktu vyuzivd, nebotf v této aproximaci je povrchova teplota déna pouze
okamzitym dopadajicim tokem, a nezavisi tak na teploté v okoli ¢i historii teplotniho vyvoje. Zminéné
zjednodusen{ se ¢asto oznacuje jako Rubincamova aprozimace (viz kapitolu 3.2). Pokud se pii vypoctu
momentu zapoc¢ita nenulova tepelné vodivost, zpravidla nedojde k vyznamné zméné thlového zrychleni,
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Obrazek 1: Modelovy piipad pusobeni YORP efektu. Moment sily, kterym pusobi zafeni emitované z hranolu na rovniku
asteroidu, se kvuli asymetrickému umisténi nevyrusi, a zafen{ tak zpusobi zménu rotacni frekvence. Prevzato z Bottke
et al. (2006).

zavislost se projevi pouze ve zméné sklonu rotaéni osy (Capek & Vokrouhlicky, 2004; Breiter et al.,
2010b).

Pro asteroidy s nenulovou Sikmosti mizeme rozlisit dva typy Jarkovského jevu — denni a ro¢ni
variantu. Denni Jarkovského jev je zpusoben zménami teplot na riuznych mistech povrchu pii rotaci
asteroidu. Roé¢ni jev je pak dan zahfivanim severni, resp. jizni polokoule, pfi pohybu kolem Slunce
(Bottke et al., 2006). U YORP jevu vsak pozorujeme pouze denni komponentu. Roéni YORP se
projevi pouze nepatrné na zmeéné sklonu rota¢ni osy pro trajektorie s vysokou excentricitou (Breiter
et al., 2010b).

Pres tyto zjevné rozdily muze byt oddéleni Jarkovského a YORP efektu a pocitani pouze si-
lového pusobeni nebo pouze pusobeni momentu kontraproduktivni. Tyto jevy totiz nepracuji nezéavisle,
ale jsou vzijemné provazany. V dusledku YORP jevu dochézi k zrychlovani ¢ zpomalovéni rotace
asteroidu a ke stdceni osy rotace, méni se tedy denni i roéni komponenta Jarkovského jevu, ktery
na zminénych parametrech zavisi. Opacné, vlivem Jarkovského jevu dochézi ke zméné hlavni polo-
osy, coz se projevi zménou YORP efektu, ktery zavisi na vzdélenosti asteroidu od Slunce. Vzdjemné
pusoben{ téchto jevu se v literatufe oznacuje jako YY (Yarkovsky-YORP) jev (Rozitis & Green, 2012).

2.2 Vysledky méreni svédéici o YORP jevu

Nezanedbatelny vliv zafeni na dynamiku malych planetek je dnes jiz potvrzen celou fadou nezavislych
pozorovani. Potvrzeni jsou zejména nepiimé; pozorujeme situaci, kterd je obtizné vysvétlitelnd pomoci
klasického modelu, a naopak velice dobfe odpovidd méfeni pti uvazeni Jarkovského ¢i YORP jevu.
Pro nékolik asteroidu vsak byla naméfena zména orbity, resp. rotaéni frekvence, odpovidajici teorii
Jarkovského, resp. YORP jevu. V této kapitole stru¢né shrneme piiméa i nepiima potvrzeni YORP
jevu.

2.2.1 Fotometrické pozorovani rotacni faze

Zména rotaéni frekvence byla pozorovéna i piimo, a to fotometrickym méfenim svételnych kiivek!.
Resenim inverzniho problému (Kaasalainen et al., 2001) byla poté urcena rotacni frekvence, poloha pélu
i priblizny tvar asteroidu. Pro nékteré asteroidy pfitom model s konstantni periodou daval podstatné
vyssi x? nez model s linedrni zménou frekvence, tj.

w=wq+vt.

Doposud byl touto metodou YORP jev objeven u péti planetek: (1862) Apollo (Kaasalainen et al.,
2007), (54509) 2000 PHs, nésledné prejmenovan na (54509) YORP (Lowry et al., 2007; Taylor et al.,

IPffmym méfenim svételné kiivky je mozné uréit pouze zménu rotaéni periody. Pro detekci zmény rotaéni osy je
zapotiebi fddové vétsi doba pozorovani (Rozitis & Green, 2013b).
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2007), (1620) Geographos (Durech et al., 2008b), (3103) Eger (Durech et al., 2012) a (25143) Itokawa
(Lowry et al., 2014).

U planetky Apollo bylo naméfeno zrychleni o velikosti (5,5 4= 1,2) - 1078 rad/d%. Na zdkladé kon-
vexniho tvaru planetky, odvozeného ze svételnych kiivek, byla numericky spoctena teoreticka hodnota
zrychleni, ktera je v souladu s naméfenou hodnotou — model YORP efektu je tedy pro Apollo self-
konzistentni. Namétené svételné kiivky planetky Geographos vykazuji akceleraci rotace o velikosti
(1,154 0,15) - 1078 rad/d?. Zrychlen{ spoétené dle odvozeného tvaru piiblizné odpovida této hodnoté
(Durech et al., 2008b).

Rotaéni zrychleni planetek YORP a Eger, spoc¢tené na zakladé odvozeného modelu tvaru, je stejného
znaménka a fadové odpovida vysledkum méreni, lisi se vSak o faktor 3—4. Tento vysledek nemusi
indikovat chybny fyzikdlni{ model YORP jevu, nebot hodnota rota¢niho zrychleni je znaéné citliva
na velké mnozstvi parametru, které nejsou a priori zndmy. Problémem muzou byt zejména nezndmé
materidlové vlastnosti, nepfesné urc¢ena poloha rotaéni osy, vnitini nehomogenita planetky a také
nedostateéné urcéeny tvar povrchu.

Planetka Itokawa se stala ,,cernou ovei“ teorie YORP efektu. Na zakladé extrémné presného modelu
tvaru planetky bylo predpovézeno vyrazné zpomalovani rotace fadu 10~7 rad/d? (Breiter et al., 2009),
avSak z fotometrickych méfeni od #{jna 2001 do ledna 2013 bylo detekovéno zrychleni o velikosti
(3,54 +£0,38) - 1078 rad/d? (Lowry et al., 2014).

2.2.2 Orientace rotac¢nich os v rodiné Koronis

Asteroidélni rodina Koronis, nachézejici se v oblasti a = 2,83-2,95 AU, e = 0,04-0,09, sin I = 0,032—
0,042, je stard pfiblizné 2-3 Gyr (Bottke et al., 2001). Pokud by se rodina vyvijela pouze pusobenim
gravitace a vzajemnymi srazkami, ocekdvali bychom ptiblizné maxwellovské rozdéleni rota¢nich frek-
venci a nahodné orientované rotacni osy, to vSak neodpovidd pozorovani. Progradni rotatory maji
téméf rovnobeézné rotaéni osy a podobné periody (7,5h < P < 9,5h) i sikmosti (42° < ¢ < 50°). Nao-
pak, asteroidy rotujici retrogradné maji periody v intervalech P < 5h a P > 13h a sikmosti ¢ > 154°
(Slivan, 2002).

Uvedené rozdéleni je mozné vysvétlit pomoci YORP jevu v kombinaci se spin-orbitalni rezonanci
se¢ (Vokrouhlicky et al., 2003), coz je nucend frekvence shodnd s frekvenci staceni vzestupného uzlu
Saturnu. od vychoziho rozdéleni nejprve klesa sikmost v dusledku YORP jevu k asymptotické hodnoté
0°, dokud nedojde k zachyceni v rezonanci sg. Nasledné roste Sikmost k pfiblizné 55 °, pti které YORP
efekt vymizi pro téméf vsechny tvary asteroidi. Numerické simulace davaji po 2-3 Gyr velmi dobrou
schodu s pozorovanym stavem. Ukazuje se navic, ze vliv koliz{ mé na vyvoj rodiny minimalni vliv ve
srovnani s YORP jevem.

2.2.3 Rozdéleni rotac¢nich period malych planetek

Velké asteroidy o pruméru vétsim nez 40 km maji priblizné maxwellovské rozdéleni rotac¢nich frekvenci
(Pravec et al., 2008), coz je otekdvané rozdélen{ pii uvdzeni nekatastrofickych koliz{ jakozto jediného
mechanizmu ¥idictho vyvoj populace asteroidu. Rozdéleni rychlosti rotace pro mensi asteroidy vsak
rovnomérné rozdéleni rychlosti v oblasti f = 1-9,5d~! a nadbytek pomalych rotatorii s frekvenci f <
1d~!. Tato distribuce rychlosti rotace neni v souladu s koliznim mechanizmem, ale mozné vysvétleni
dostaneme pii uvdzeni YORP jevu (Pravec et al., 2008). Z teorie YORP jevu plyne, ze pfi rotaci
asteroidu kolem hlavni osy tenzoru setrvacnosti je Gasovd zména frekvence f nezavisla na f (Capek &
Vokrouhlicky 2004). Zména frekvence zpusobi rozplynuti jakékoliv koncentrace v puvodnim rozdélenf
frekvenci a diky nezavislosti na frekvenci neni zaddn4 jind frekvence preferovand; postupem ¢asu dochazi
ke shlazeni distribuce frekvenci a vznika rovnomeérné rozdéleni. Jednoduchy model demonstrujici tento
proces je uveden v dodatku A v Pravec et al. (2008).

Ve stejném ¢lanku je taktéz podano vysvétleni pro nadbytek pomalych rotdtorta. Pro nizké frekvence
jiz neni splnén vychozi predpoklad, totiz rotace okolo hlavni osy, v disledku samotného YORP jevu
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dojde k excitaci rotace, a asteroid se tak stane tumblerem. Nésledny vyvoj je zna¢né chaoticky (Vo-
krouhlicky et al., 2007). Asteroid v oblasti nizké frekvence setrva delsi dobu, nez opét dojde k ustélen{
a k stabilni rotaci, proto pozorujeme nadbytek pomalych rotatoru.

2.2.4 Vznik binarnich planetek rotaénim rozpadem materského télesa

Mezi blizkozemnimi objekty o pruméru vétsim nez 0,3 km je pfiblizné 15 % bindrnich asteroidu (Pravec
et al., 2006). Slapovy rozpad pfi blizkém pfiblizeni s terestrickymi planety pfitom neddvé dobrou shodu
s pozorovanymi vlastnostmi, jako je naptiklad nizka excentricita systému a tvar primaru. Navic byly
objeveny bindrni asteroidy v hlavnim pasu, kde je vznik slapovym pusobenim vyloucen (C’uk7 2007,
Pravec & Harris, 2007).

Moment hybnosti binaru je ¢asto blizky momentu hybnosti sféry o stejné celkové hmotnosti, ktera
rotuje kritickou frekvenci. To naznacuje vznik bindru z matefského télesa, které bylo YORP jevem
urychleno az na kritickou frekvenci

4
Werit = 4/ ngp ~ 11 otocek/d , (2.1)

kdy doslo k pfesunu materidlu na rovnik télesa a ndasledné kumulaci a oddéleni sekundaru (Cuk7
2007). Detailn{ radarové snimky dvojplanetky (66391) 1999 KW, tuto teorii potvrzuji, nebot ukazuji
rovnikovy hibet a zdroven sekundér obihajici v rovnikové roviné (Ostro et al., 2006).

Vysledky numerickych simulaci rozpadu a nasledného vyvoje planetek vlivem YORP jevu, resp.
bindrntho YORP (BYORP) jevu (Cuk & Burns, 2005) v oblasti hlavniho pasu a mezi blizkozemnimi
objekty se shoduji s observa¢nimi daty, tj. rotaéni periodou primaru a obéznou periodou sekundaru,
hlavni poloosou a excentricitou systému atd. (Walsh et al., 2012).

2.3 YORP jev na planetce (25143) Itokawa

Problémem teorie YORP efektu se stal maly blizkozemn{ asteroid (25143) Itokawa. S rozmeéry pouze
535 x 294 x 209m (Fujiwara et al., 2006) jde o nejmensi asteroid, ktery byl navstiven a z blizka
pozorovan sondou, a to béhem japonské mise Hayabusa v roce 2005. Diky tomu méame k dispozici
velice pfesny model jeho tvaru.

Tvar Ttokawy byl zkonstruovdn analyzou snimku povrchu (Gaskell et al., 2006). V nejvétsi kvalité
je slozen z 3 145 728 trojuhelnikovych plosek, coz je fddové vice, nez je mozné ziskat inverzi svételnych
kiivek (~ 1000 plosek). Navic byly pii sestupu Hayabusy pofizeny snimky ze vzdalenosti pouhych 63 m
s rozlienim a7z 6 mm/pixel (Miyamoto et al., 2007). Diky tomu byly z{skdny také informace o struktute
povrchu a o distribuci velikosti balvanu, které se na povrchu Itokawy nachézeji. Detailni snimky méme
pouze pro nékolik mist povrchu, topografii je ale na zdkladé globdlniho vzhledu (zfejmé hladkosti ¢i
hrubosti povrchu) mozné rozsifit i do ostatnich mist asteroidu, a ziskat tak odhad pro celkové mnozstv{
topografickych utvaru.

Asteroid Itokawa byl pro sviij zna¢né asymetricky tvar a priznivou polohu blizko rezonance 3:2 se
Zemi jiz pred misi Hayabusa zafazen mezi kandidaty pro detekci YORP efektu. Podle tvaru odvozeného
na zékladé radarovych snimku (a tedy v podstatné horsim rozliSeni) byla pfedpovézena méfitelnd
akeelerace? o iddové velikosti ~ 1077 rad/d? (Vokrouhlicky et al., 2004). Na zdkladé kvalitnfho modelu
pak bylo mozné provést presnéjsi vypocty, které predikovaly zpomalovani rotace asteroidu o (1,8 —
3,3) - 1077 rad/d?. Vlivem YORP efektu by tak byla rota¢ni frekvence asteroidu snizena na polovinu
za 50 az 90 tisic let (Scheeres et al., 2007).

Ve srovnani s ostatnimi asteroidy, u kterych byl YORP jev detekovan, jde o vyraznou zménu rotaéni
frekvence, kterd by méla byt patrnd z namérenych svételnych kiivek. Kitazato et al. (2007) ozndmil
objeveni zpomalovani rotace, v ramci chyby métfeni odpovidajici teoretické hodnoté, pozdéji vsak bylo

2V ¢ldnku je uvedena decelerace kviili chybé ve znaménku (Scheeres et al., 2007).
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ukazano, ze v jeho modelu byla pouzita chybnd osa rotace, po jejiz opravé neni model linearni zmény
rotacéni frekvence o nic presnéjsi nez model s konstantni frekvenci (Durech et al., 2008a).

Se zapoétenim nové naméfenych svételnych kiivek bylo mozné snizit x2, a odhalit tak akceleraci
Itokawy o velikosti (3,5440,38)-10~8 rad/d? (Lowry et al., 2014). Tento rozpor mezi naméfenou zménou
periody a teoretickou zménou odvozenou z modelu asteroidu nebyl dodnes uspokojivé vysvétlen?, bylo
vSak postulovano nékolik hypotéz, o kterych pojednavaji nasledujici podkapitoly.

2.4 Citlivost na rozlozeni hustoty

Pii vypoctu rotaéniho zrychleni v modelech YORP jevu je zpravidla implicitné predpokladana ho-
teoretickymi vysledky je mozné vysvétlit pravé vnitini nehomogenitou asteroidu. Na piikladu Itokawy
to ukdzali Scheeres & Gaskell (2008). Jak se ukdzalo, vysledny YORP efekt je znacné citlivy na presnou

asteroid akcelerovat. V porovndnim s délkou asteroidu (535m) jde o relativné maly posun. Pokud
bychom predpokladali, ze hlavicka asteroidu je z materialu odliné hustoty nez materiél téla asteroidu,
byl by rozpor mezi teorii a méfenim odstranén. To je pfijatelné vysvétleni, nebot Itokawa je hromadou
suti* (Fujiwara et al., 2006).

21 m. Aproximaci tvaru asteroidu dvéma elipsoidy s ruznymi hustotami pak doSel k hustoté téla Itokawy
(1750 £ 110) kg/m? a hustoté hlavicky (2850 4 500) kg/m3. Podobné rozdélen{ hustot se vyskytuje
napiiklad u bindrn{ planetky (66391) 1999 KW, (Ostro et al., 2006).

meéfenim. Méfeni gravitaéniho potencidlu sondou Hayabusa nebylo natolik presné, aby bylo mozné
urcit polohu tézisté (Abe et al., 2006). Namérend akcelerace by tak pfedstavovala jedinou informaci
o vnitini struktufe asteroidu.

Posun tézisté byl nalezen tak, aby spoctend akcelerace nejlépe odpovidala namérené hodnoté.
Vypocet byl proveden pro tvar asteroidu sestavajici z 49 152 trojuhelnikovych plosek. Pritom je opomijen
vliv lokdlni topografie povrchu, pfestoze pro vyssi rozliSeni dava model podstatné odlisné vysledky.
Chyba stanovenych hustot hlavicky a téla Itokawy je ddna ruznym rozmisténim hrubého terénu. Hru-
bost povrchu zpusobuje smérovdni infracervené emise; tento efekt a jeho vliv na rotacni zrychleni je
zkoumdn v Rozitis & Green (2012).

2.5 Citlivost na topografii

Ze zéavislosti spocteného zrychleni rotace na pouzitém rozliSeni modelu az do 50696 plosek bylo ob-
jeveno, ze velikost zrychleni nevykazuje pro rostouci rozliseni konvergenci (Scheeres, 2007). Stejny
zaver vyplyva i z Durech et al. (2008a), ve kterém jiz byl pouzit model s 196 608 trojihelnikovymi
ploskami. P#i zvySeni rozliSeni se decelerace zvySovala bez naznaku, ze by méla konvergovat k néjaké
kone¢né hodnoté. Stale vsak nebylo ziejmé, zda je tato zdanliva divergence zpusobena nedostate¢nym
rozlisenim povrchu ¢i chybnymi pfedpoklady v pouzitém modelu.

V préci Breiter et al. (2009) byla modelovéna zavislost zmény hlové rychlosti na sikmosti pro ruznd
rozliseni povrchu, az do nejvyssiho rozliSeni o 3 145 728 ploskach. Vypocet YORP efektu byl provadén
1D tepelnym modelem, s uvdzenim vrhéani stinu nekonvexitami povrchu. Bylo zjisténo, ze pti zvyseni
rozliseni dojde pouze k vertikalnimu posunu kfivky zavislosti rota¢niho zrychleni na sikmosti asteroidu
(obrézek 2). Vzdélenost jednotlivych kiivek se pfitom se zvysujicim rozlisenim zmensovala, ale pouze
nepatrné, stale nebyla vidét ziejméa konvergence ke koneéné hodnoté. Pfi pouziti presnéjsi rodiny
gaskellovskych modelu G8 byla navic decelerace vétsi nez u odpovidajicich rozliseni modelu G6. Ani

3Vsimnéme si, ze pivodni odhad akcelerace asteroidu z pre-hayabusovského modelu se (aspoii fddové) shoduje s
naméfenou hodnotou, pfestoze piesnéjsi tvar predikuje zcela odlisnou hodnotu.
4Jde o agregéty, jejichz ¢asti jsou vazany pouze gravitaci. V anglické literatuie se objevuje termin ,rubble-pile¥.
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Obrazek 2: Zavislost zmény thlové frekvence na Sikmosti vlivem YORP jevu pro ruzné rozliseni povrchu Itokawy.
Rozliseni jsou barevné sefazena od nejmensiho po nejvétsi ndsledovné: ruzova — ervend — zelena — modra. Teckované a
plné kiivky pfitom odpovidaji ruzné rodiné modelt, tecky jsou modely G6 a ¢ary (novéjsi) modely G8. Pievzato z Breiter
et al. (2009).

pii uziti nejvyssiho rozliSeni, které popisuje topografii az do metrovych rozméru, neni tedy povrch
popsan dostatecné pro piesné urceni thlového zrychleni.

Tento vysledek je problematicky zejména proto, ze méfenim byla objevena akcelerace Itokawy. Pii
uvazeni presnéjsiho modelu povrchu ¢i redlngjsiho fyzikdlniho modelu (s uvézenim stinéni atd.) bychom
ocekdvali hodnotu decelerace bliz§{ namétené hodnoté, misto toho dostavame hodnotu vzdélenéjsi.

Duvodem, pro¢ se zména frekvence pro ruzné rozliSeni povrchu natolik 1i§i, je nejspis detailnéjsi
stinén{ povrchu. Zatimco pro nizk4 rozlisen{ jsou stiny vrhany pouze globdlnimi nekonvexitami (napiiklad
hlavickou Itokawy), detailnéjsi rozliseni ,stvori“ stiny od mensich topografickych dtvart, které predtim
splyvaly s globalnim povrchem. Tim dopadad na povrch mensi zafivy tok, a vznikd tak asymetrie
zpusobujici vétsi YORP jev (v pifpadé Itokawy deceleraci) nez tomu bylo pro nizké rozliseni.

Zajimavé je, ze pii uvazeni globdlniho sebeohievu, tj. dodate¢ného zarivého toku emitovaného vi-
ditelnymi ¢dstmi asteroidu, dojde k snizeni vysledné decelerace. Oduvodnéni je analogické: iradiaci
mist, kterd byla v pivodnim modelu zastinénd, je asymetrie vznikld stiny zeslabend. Vysledny YORP
jev bude slabsi nez v pifpadé modelu bez sebeohievu®. I piesto viak vychdzi vyrazns decelerace velmi
vzdélend naméfené hodnoté rotac¢niho zrychlenf (Rozitis & Green, 2013a).

Zévery Scheeres (2007); Breiter et al. (2009) daly podnét pro detailni zkoumdn{ vlivu lokdln{ topo-
grafie na YORP jev. Bylo potieba zejména vySetfit, zdali je vliv nerozliSenych povrchovych struktur
na vysledny moment fundamentélni vlastnosti YORP jev nebo jde o fenomén vyskytujici se pouze u
specifickych tvaru asteroidu, jako napi. u Itokawy.

Vliv lokaln{ topografie na YORP jev byl zkoumén v préci Statler (2009) na syntetickych tvarech
asteroidu. Asteroidy byly generovdny standardni metodou gaussovskych sfér (Muinonen, 1998), vliv
nerozliené topografie byl potom hleddn u t#{ typi zmén povrchu: zjemnén{ topografie (vyssi fad rozvoje
kulovych funkef), pfiddni balvanu a pridani kréteru.

Zavery jsou pro pozemska pozorovani vskutku pesimistické. Mame-li povrch asteroidu uréeny koefi-
cienty sy, do fadu lpase = 10, spocteny YORP efekt se muze od skuteéného (resp. od efektu spoc¢teného
7 lmax = 20) lisit az o 100 %. Nemusime tedy spravné urcit ani znaménko. Pokud bychom chtéli znat
vysledné zrychleni s chybou mensi nez 10 %, je nutné znét topografii do rddu alespori lpasc = 20.

K podobnym vysledkum vede i zkouméni vlivu balvanu a kréatertu. Jediny krater je schopen zménit

5Rozitis & Green (2013a) zkoumali zavislost YORP efektu na pouzitém modelu pro velké mnozstvi tvartl asteroidi.
Ukézali, ze statisticky Casto byl model, ktery zapoc¢itdva vrhané stiny vzddlenéjsi modelu uvazujici i sebeohfev (jenz
je proto povazovén za model nejblizsi realité), nez model, ktery vrhané stiny nepocitd a uvazuje pouze normdlovou
charakteristiku stinu, tzv. pseudo-konvexni model.
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moment sily o nékolik desitek procent. Vliv balvanu (o stejné velikosti) je jeSté vyrazngjsi, priblizné
o trojndsobek. Dokonce pouhym posunutim balvanu o dvojnédsobek jeho pruméru je mozné zmeénit
znaménko vysledného YORP jevu, v rotaéni frekvenci i v sikmosti®. Lokélni topografie ma tedy vyrazny
statisticky vliv na YORP jev.

Piidani nerozliSené topografie pritom témer neovlivni svételné kiivky asteroidu. Tvary, které se
zdaji dle svételnych kiivek totozné (prumérny rozdil hvézdnych velikost{ mensi nez 0,05 mag), se
mohou v akceleraci lisit o vice nez 100 %. Tvar odvozeny ze svételnych kiivek tedy nemiize prinést
presné kvantitativni vysledky.

Tento znepokojivy vysledek vysel najevo v dobé, kdy byl jiz YORP efekt detekovan u planetek
(1862) Apollo, (54509) YORP a (1620) Geographos. Pfitom naméfend zména rotacni frekvence od-
povida hodnoté spo¢tené z modelu odvozeného pravé ze svételnych kiivek. Kvalitativni detekce YORP
jevu se zfejmé ned4d vyvrétit, nebot vliv planetdrnich slapi nemtiZe zptisobit zménu této velikosti (Ru-
bincam, 2000). Otézkou zustdva, zdali je kvantitativni shoda naméfené a teoretické hodnoty pouhou
nahodou.

6Kvili tomu je vyvoj asteroidu zfejmé vice chaoticky nez predpoklddal napf. Rubincam (2000). Pfi urychlen{ asteroidu
muze dojit k posunu balvanu na povrchu, éimz se zméni tenzor setrvacnosti a v dusledku i YORP efekt. Asteroid tak
muze zacit zpomalovat, anebo opét zrychlovat kolem jiné osy rotace, nez dojde k dalsimu posunu balvanu.
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3 Teorie YORP efektu

V predchozi ¢asti této prace byl YORP jev popisovan predevsim kvalitativné. Nyni pfistoupime k
detailnéjsimu popisu a k odvozeni teoretickych vztahu pro vypocet vysledného momentu, kterym
zéFeni na asteroid pusobi. Vychdzime piedevsim z praci Bottke et al. (2006); Capek (2007); Rozitis &
Green (2012).

3.1 Popis télesa

Oblast, kterou v prostoru zaujima asteroid, oznacime (2, hranici této oblasti potom 0f2. Jednotkovy
vektor, sméfujici od asteroidu ke Slunci, zna¢ime ng, vnéjsi normédlu daného bodu m. Zenitovou
vzdalenost Slunce zna¢ime ¥q, tedy cosdg = n - ng. Pouzitd symbolika je pfehledné znézornéna
na obrazku 3.

o0

Obrézek 3: Znaceni pouzité pro popis asteroidu.

Zareni od Slunce dopadd pouze na privracenou ¢ast planetky, u nekonvexnich asteroidi navic muze
dochézet k vziajemnému stinéni jednotlivych ¢asti povrchu. Zavadime stinici funkci
1 bod r je osvétlen Sluncem,
plr) = { 0 jinak. (3.1)

Pro konvexni objekty je stinéni ddano pouze orientaci lokalni normaly vzhledem ke Slunci, a stinici
funkce se tak redukuje na

wu(r) = H(cos¥g) , (3.2)

kde H oznacuje Heavisideovu skokovou funkci. U nekonvexnim téles je situace slozitéjsi, nebot stinici
funkce je zavisla na konkrétnim tvaru télesa. Z toho diivodu analytické modely YORP efektu pracuji
pouze s konvexnimi asteroidy, pripadné zanedbévaji vrhan{ stinu nekonvexitami povrchu (Nesvorny &
Vokrouhlicky, 2007). Numericky postup pro vypocet stinici funkce je popsan v dodatku A.

Vlivem nekonvexit je obecné smér puisobeni reakéni sily rizng od normdlového sméru, nebot ¢ést
zafeni je opét pohlcena jinou édsti povrchu, a nedojde tak ke zméné hybnosti (viz kapitolu 3.2). Z toho
duvodu zavadime viditelnostni funkci

(3.3)

, 1 z bodu 7 je vidét do bodu 7/,
v(r,r') = 0 jinak.
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Thned vidime, ze funkce je symetrickd vici zaméné r <> r’. Pro konvexn{ télesa je vypocet funkce v
trividlnf — je to konstantni nulové funkce.”

V pripadé, ze z kazdého bodu povrchu jsou viditelné vSechny body nad lokalnim horizontem,
muzeme vyjadiit viditelnostni funkci

vir,Y=H(n-(r—7")H(® - (r'—7r)) , (3.4)

kde n, resp. n’ je vnéjsl norméla v bodé r, resp. r’. Neboli spojnice bodu 7, r’ sméfuje nad lokalni
horizont v obou bodech r a 7’.

3.2 Radiaéni sila

Sluneéni zareni dopadé na povrch asteroidu, a pusobi tak na asteroid silou. Cast dopadajiciho zéfeni
je asteroidem absorbovéna a ¢ast je rozptylena do okoli, ¢imz opét odnasi hybnost, a pusobi tak
silou. Koneéné, pohlcené zafeni zpusobuje zahiivéni asteroidu, a ten se v dusledku sam stdvé zdrojem
tepelného zareni. Predpokladame-li, ze povrch asteroidu je v lokalni termodynamické rovnovaze, potom
je emisi mozné popsat Stefanovym-Boltzmannovym zdkonem.

Uvazme zarivy tok ® dopadajici na plosku d.S pod thlem . Kazdy foton prenasi hybnost o velikosti

kde E je jeho energie a ¢ rychlost svétla. Podle Newtonova pohybového zdkona a zdkona akce a reakce
tak zareni pusobi na plosku silou o velikosti
dp 1dE @
df = — =—-— = —cos?ddS . 3.6
/ dt cdt c (36)
Smér této sily odpovida sméru dopadajiciho zafeni, resp. sméru, ve kterém je zafeni z povrchu emi-
tovano.
Najdeme-li elementérni silu df pro kazdy bod povrchu r € 012, celkovou silu pusobici na asteroid
dostaneme integraci

f= /df : (3.7)
oN

Zcela analogicky, vysledny moment dostaneme integraci vektorového sou¢inu polohového vektoru r a
elementarni sily df, tedy

T=[rxdf. (3.8)
]

Sila, kterou zafeni pusobi na povrch, pfitom zévisi na ruznych parametrech podle puvodu zéfeni.
Odvodime nyni vztahy pro tlak dopadajictho zafeni, tlak rozptyleného zafeni a tlak, kterym pusobi
tepelné zafeni.

Dopadajici zareni

Smér zéafeni dopadajici na povrch télesa ze Slunce je ddn polohovym vektorem v heliocentrickém
soufadném systému. Velikost sily muzeme napsat ve tvaru

dfdir _ ©®

s ¢

cosJpung . (3.9)

7Je potieba definovat viditelnost bodu lezici pravé v roviné horizontu. Bez Gjmy na obecnosti polozime v pro tyto
body nulovou; jak uvidime, tato volba neméa zadny fyzikalni vyznam, libovolna jind hodnota by stejné skoncila nulova
po vynasobeni kosinem zenitové vzdédlenost. Nulova hodnota je vyhodnd, nebot éiste¢né urychli numericky vypocet.
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Zde ®¢ je dopadajici zafivy tok v misté asteroidu, u je stinici funkce a cos o dS je prumét elementu
plochy do sméru ng . Bylo prokazano, ze moment sily stiedovany pfes vlastni rotaci a pfes obéh kolem
Slunce je nulovy (Nesvorny & Vokrouhlicky, 2008),

(Tair) =0 .

Piimy tlak sluneéniho zdfeni muze hrat roli u binarnich systému (Breiter & Vokrouhlicky, 2010),
v piipadé jediného objektu jej vsak muzeme zcela zanedbat.

Rozptylené zareni

Cést dopadajictho zéfen{ je rozptylena do okoli. Uvazujeme-li lambertovsky rozptyl, pomérna ¢ast
rozptyleného ku dopadajicimu zafeni je dana hemisférickym albedem Ay. Pro velice tmavé asteroidy
(Ay, ~ 0) je rozptyl zanedbatelny oproti tepelnému zéreni, a nenf jej tedy nutné zapocitdvat do celkové
energetické bilance ani uvazovat piispévek k celkové reakéni sile. Vicendsobné rozptyly zanedbame
pro v8echny hodnoty Ay,.

Tlak, kterym rozptylené zaieni pusobi, je dan vztahem

dfse

{0
- cos Vo Anph | (3.10)

kde Ay oznacuje hemisférické albedo a h je prumérny emisni vektor, definovany jako

h(r)=— / (r' —r)cos9dl (3.11)
VS(r)

kde VS(r) je ¢dst oblohy, kterou lze vidét z bodu 7, projektovand na jednotkovou (hemi)sféru.

Je-li ¢ast oblohy zaclonéna nekonvexitami povrchu, zafeni emitované v tomto sméru neodnese hyb-
nost pry¢ z asteroidu, a silu v tomto smeéru tedy nezapocitame (predpokladame, ze veskeré rozptylené
zareni, které dopadne na povrch asteroidu, je pohlceno).

V piipadé, ze je viditelnd celd horni hemisféra (coz pro konvexni télesa plati ve vSech bodech
povrchu), je mozné pifmou integrac{ spocitat vektor h

27 %
h— //TCOSQﬁ
T
00
kde 7 = (cos ¥ cos ¢, cos ¥ sin p, sin ), n = (0,0,1). Pro tlak potom plat{ jednoduchy vztah

dfs 29
= = —576 cos Vg Apumn . (3.12)

2
r? cosdd dy = gfn ,

Tepelné zareni

Vsechna télesa s nenulovou termodynamickou teplotou jsou zdrojem elektromagnetického zareni. Pred-
pokladame-li, ze povrch asteroidu je v lokalni termodynamické rovnovaze, zafivy tok vychazejici z po-
vrchu je dan Stefanovym-Boltzmannovym ziakonem

Brog = cou’ (3.13)

kde € je emisivita, o Stefanova-Boltzmannovova konstanta a u termodynamickd teplota. Dle Wienova
posunovaciho zdkona je vinova délka maximélni intenzity vyzafovani nepfimo umeérna teploté,

b

)\max =
u
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kde b = 2,898 mm K je Wienova konstanta. Pii uvézeni typickych teplot na povrchu asteroida (u ~ 100
az 300 K) je maximum vyzafovan{ v infracervenych vinovych délkach A ~ 10 az 30 pm.
Vztah pro reakéni silu dostaneme dosazenim z (3.13),

df d E0 4
—18C — —u*h . .14
ds c “ (3.14)

Uréen{ povrchové teploty u piedstavuje pro vypocet f,.q fundamentalnf tikol, nebot teplota se s ¢asem
netrividlné méni, a nelze ji tedy odhadnout, jako tomu je mozné u tepelnych parametri asteroidu.
Teplotu na povrchu uréime z rovnice energetické bilance

Kn-Vu+eou' =€ . (3.15)

kde K je tepelna vodivosti. Cleny po fadé predstavuji tepelny tok, vedeny dovniti asteroidu dle Fou-
rierova zakona, tepelné vyzarovani povrchu dle Stefanova-Boltzmannova zdkona a celkovy dopadajici
zarivy tok.

Predpokladame-li nulovou nebo zanedbatelné malou vodivost K, je teplota v daném misté dana
rovnovahou dopadajiciho a vyzareného toku, tedy

cout =€ . (3.16)

Pokud v dopadajicim toku déle zanedbame rozptyleny a vyzafeny tok od viditelnych ¢asti asteroidu
nebo prosté predpoklddame konvexni asteroid, je teplota v daném misté nezavisla na teploté okoli i
na historii, a muzeme tak psat

dfE0 (1— Ap)®

o
= — S h . 1
4s c cos Vo b (3.17)

Porovndnim s reakéni silou od rozptyleného zafeni (3.10) pozorujeme, Ze elementdrni sily maji stejny
smér a jejich velikost se lisi o konstantni faktor,

_ Ah K—0
d.fsc - 1— Ah dfrad . (318)

Uvedené limitni feseni se obvykle oznacuje jako Rubincamova aprozimace (Vokrouhlicky & Capek,
2002).

3.3 Rovnice vedeni tepla

Pii uvazeni kone¢né hodnoty vodivosti neni mozné urcit teplotu pouze na zakladé insola¢ni funkce.
teplota v daném misté jiz zdvis{ na (infinitesimélnim) okoli. Pro uréeni povrchové teploty je nutno
fesit rovnici vedeni tepla

ou_
ot
kde C je mérna tepelnd kapacita a p je hustota materidlu asteroidu. Jde o linedrni parcidlni diferencidlni
rovnici parabolického typu, rovnice (3.15) predstavuje okrajovou podminku.

Analytické teSeni rovnice vedeni tepla v obecné tiidimenzionalni oblasti neexistuje. Pro zjed-
noduseni predpoklddame, ze rozméry povrchovych ttvaru jsou fadové vétsi néz tepelnd hloubka, defi-
novang

V- (KVu) — pC (3.19)

2K

Lwave = )

wpC

kde w je rota¢ni dhlova frekvence. Za tohoto predpokladu muzeme zanedbat lateralni vedeni tepla.
Teplota tak pii vhodné volbé soufadnic bude zaviset pouze na jediné prostorové souiadnici a na ¢ase.
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Pro dany bod povrchu volme souradnici z tak, ze z = 0 znac¢i povrch, z > 0 odpovidd vnitiku
asteroidu a jednotkovy vektor ve sméru osy z ma opacny smér, jako mistni normaéla

é,=-—n.

Rovnice veden{ tepla (3.19) a okrajovd podminka (3.15) se redukuji na rovnice

0%u ou
K— =pC— > 2
53 =0, Yz >0 (3.20)
ou
K 4 _ = 21
P +eou” =& z2=0 (3.21)

Tato soustava rovnic je za jistych dalsich aproximac{ fesitelnd analyticky (viz kapitolu 5.1) a je pod-
statné jednodussi pro numerické feseni.

3.4 Energeticka bilance na povrchu

Obrazek 4 popisuje ruzné zaiivé toky, které hraji roli v energetické bilanci. V okrajové podmince (3.15)
jsou zarivé toky shrnuty do veliciny £, podivejme se nyni na vypocet jednotlivych slozek. Primarnim
zdrojem energie je zafivy tok dopadajici ze Slunce &g . Pro nekonvexni asteroidy je vSak relevantni i
jev globdlniho sebeohievu, zpusobeny tokem rozptylenym & a tepelné vyzarenym &,.q z viditelnych
mist povrchu. Okrajova podminka rovnice vedeni tepla pti zahrnuti vSech ¢lenu je pak

KEn-Vu+eou® = Eq + Ese + Eraa - (3.22)

\\\ \\:II ,,/
Wz,

Obrazek 4: Zakon zachovani energie na povrchu asteroidu. Zafivy dopadajici od Slunce a od ostatnich ¢asti povrchu a
teplo vedené dovniti asteroidu musi byt stejné, jako tepelna emise.

Zativy tok sluneéniho zafeni neboli insolacni funkci lze vyjadrit jako
Fo
Eo(r)=(1—Ap) ﬁ,u(r) cos Vg , (3.23)
kde Ay je hemistérické albedo, Fy je slune¢ni konstanta, R vzdalenost télesa od Slunce, p(r) stinic
funkce a ¥ zenitova vzdalenost Slunce.

Vztahy pro zaiivé toky Eaq a Ese, maji veelku podobny tvar, nebot predpokldddme, Ze whlové
rozdéleni rozptyleného i tepelného zafeni je lambertovské. Lze snadno nahlédnout, ze plati®

8Necsrkované veliciny oznacuji bod, ve kterém tok poéitdme, ¢irkované veli¢iny potom odpovidaji bodtm, pres které
integrujeme. Povrchové parametry, tj. albedo a emisivita, jsou v integrdlech taktéz ¢arkované, aby byl tvar toka obecny.
Za ptredpokladu homogenity jsou vSak nezavislé na r’, a je tedy mozné je vytknout pied integral.
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cos ¥ cos Y’

grad('f’) = (1 — AIR) /€/O'U4(T'/)ml/(r7r/) dFl (324)
o0
/
Eulr) = (1— Ap) / ALEo(r COSI?_CT,; v(r,+')dI’ (3.25)

kde Arg je albedo povrchu v infracervené oblasti. Uhly jsou definovény jako skaldrni souciny

costVp =n-ng ,

/_
cosy=n u7
[r" =l
cosﬂ':n’-ir_r/
[r =] -

Uzité znaceni je piehledné zakresleno na obrazku 5.

Obrazek 5: Znaceni uzité pfi popisu rozptyleného a tepelné emitovaného toku z viditelnych ¢asti povrchu.

Funkce p(r) a Ghly ¥, ¥, jsou taktéz zavislé na case, ¢as explicitné nevypisujeme pro zjednodusent
zapisu. Viimnéme si v8ak, ze funkce v(r) a thly ¥, 9 na ¢éase nezdviseji, a jsou tedy ddny pouze tvarem
povrchu. Rozptyleny tok & zavisi na kosinech thla o, ¢', viditelnosti v(r,r’), ale také na thlu 97,
pod kterym je vzdalené misto osvétleno Sluncem, a na stinéni vzdaleného mista; tyto zdvislosti jsou
schované ve ¢lenu Eg (7).

Snadno nahlédneme, odkud se rovnice (3.24), (3.25) vzaly. V principu muze byt bod r osvétlen
libovolnym bodem povrchu 7/, integrujeme tedy elementérni toky pres cely povrch asteroidu Of2.
Piispévek pouze od viditelnych bodu pak zarucuje viditelnostni funkce v(r,r’). Prichdzejici zéreni
dopadé na plosku dS pod thlem ¥, odtud élen® (1 — Ap)cos®, resp. (1 — Ar)cos®d. Clen cos®’
odpovidéd lambertovskému zakonu rozptylu, resp. emise.

Oba toky se pres zjevnou podobnost zdsadné lisi. Zatimco tok &, zdvisi na ¢ase (pfes tok Eg, resp.
vektor mf,, ktery je v topocentrickych soufadnicich ¢asové proménny) a na geometrii povrchu, tok
Erad zévisi kromé geometrie taktéz na povrchové teploté ve vzdalenych mistech u(r’), kterou se ovsem
snazime teprve urcit.

9Rozptylené zdfeni ma podobné spektrum jako Slunce, tepelné zifeni je v infracervené oblasti, proto je potieba
uvazovat obecné ruzna albeda Ay a Arg.
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Pii zohlednéni zéfivého toku &.,q v celkové energetické rovnovaze na povrchu jiz neni problém
nalezeni teploty u lokédlni! Pocitdme-li pouze se sluneé¢nim zafenim g, teplota u v daném misté zavisi
pouze na parametrech daného mista a (infinitezimdlniho) okoli, a samoziejmé na Case. Zapoctenim
prenosu energie zafenim vSak teplota v bodé r v principu zdvisi na teploté v jakémkoliv misté 7’
na povrchu asteroidu. A naopak, i teplota v bodé ' bude z4viset na teploté v bodé 7.

3.5 Velikost a smér radiacni sily

Resenfm rovnice vedeni tepla s pifslusnymi okrajovymi podminkami dostaneme rozlozeni teploty
u(r,t), r € Q, mimo jiné i rozlozen{ teploty na povrchu. Na zdkladé toho muzeme nyn{ uréit vysledny
moment pusobici na asteroid.

Tlak tepelného zafeni v misté r spocteme ze vztahu (3.14):

%_ €£4 / /
35 = o /(r r)cos ¥ dI” . (3.26)

VS(r)
Je vyhodnéjsi prepsat integral (3.26), ktery se pocitd pres viditelnou ¢dst oblohy, na rozdil integrélu

pres celou oblohu (3.12) a integrélu pies ¢dst oblohy, kterd je blokovana. Dostdvame vysledek uvedeny
v Rozitis & Green (2011)

df = eo ,[2 /cosﬁcosﬁ’ r—r

—_— = — — ! /
45 U | 3m v(r,r)dl" | . (3.27)

w(r —r)? v =7

Tento integrdl je dan pouze geometrii povrchu télesa. Ma-li povrch asteroidu vysoké albedo, neméli
bychom zanedbat tlak zptisobeny rozptylem sluneéniho zafeni (viz kapitolu 3.2).

Konvexni vs. nekonvexni smér

Numericky vypocet integrélu v rovnici (3.27) je znaéné ndrocny a také nutné nepfesny kvuli vyskytu
stinici funkce v(r,r’) a chybdm numerické integrace. Je proto vyhodné zjednodusit vypocet emisnich
vektoru h tak, aby pfili§ neovlivnil celkovy moment sily.

Uvazujme jednoduchou volbu h ~ %n Zcela zanedbavame odchylky sily od norméalového sméru
vlivem absorpce zafeni na nekonvexitach povrchu. Toto zjednoduseni budeme oznacovat jako normélova
aproximace vektoru h pro odliseni od uplného tvaru (3.11).

Smér vektoru df se muze se od normalového sméru znacné odchylovat a pro znalost samotného
vektoru h je normalovd aproximace nepouzitelnd'’. Nés vSak zajimd pouze celkovd sila f = [df,
resp. moment sily T' = [ 7 x df, vektory h jsou pouze mezivysledkem.

Ur¢it pfitom, jaky moment dostaneme vypoctem tiplnych hodnot vektort h ve srovnéni s normalovou
aproximaci, neni trividlni. P¥i uvazovani nekonvexniho modelu je sice ¢ast zafeni pohlcena, sila d f bude
proto co do velikosti mensi. Jeji tangencialni slozka ale muze byt vétsi, a celkové tak pusobit vétsim
momentem.

Vliv normalové aproximace ukdzeme na jednoduchém piikladu. Uvazujme zed o vysce £, nekoneéné
girokou, ktera lezi na rovném povrchu. Spocitejme z definice z-slozku vektoru h ve vzdélenosti x od zdi.

oo £ oo £
¥ cos ¥’ 2 2 _»~
_ //f cos ¥ cos _dydz = r // ——————dydz = ——5——, (3.28)
(22 +y2 +22)3 0 fc2+y +22)2 3ma?+(
—oo 0 —oo 0

100dlignost od normalového sméru uved me na ilustraénim piikladu, kdy se referenéni bod nachézi v jeskyni a jedind
¢ést oblohy, kterou lze vidét, je kolma na mistni normélu.
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nebot z obrdzku 6 snadno nahlédneme, Ze plati

‘/$2+22 y2+22
- .

¥ = arctg —————— | ¥ = arctg
Y

n' = (1,0,0)
Al (0,1,0)
~ n = k] b
~~~

vz
Obrazek 6: Souradny systém a geometrie zkoumaného problému. Zed je ve sméru y vysoka £, ve sméru z je nekoneén4.
Slozka h, dosahuje az hodnoty 2/3m, kdezto v normélové aproximaci je ve vSech bodech povrchu

nulova. Zkusme nyni odhadnout, jakym celkovym momentem pusobi. Je-li teplota povrchu konstantni,
potom je slozka sila, kterou pusobi povrch, ve sméru osy x tmeérna integralu

To g ¢
-Fsur = ————dr = .
f /37Tm2+€2 TT3

0

Analogickym zptusobem spocteme slozku h, vektoru, ktery se nachdzi na zdi.

/ 2
=2 // cos ¥ cos Y _cosveost g, 22 Y / /—x deds = & (3.29)
3 (22 + 42 + 22)3 3 (22 +y% + 2%)3 3

—00 0 —oo 0

Protoze je to konstanta nezavisla na soufadnicich, integral spocteme pouhym vyndsobenim vyskou zdi

14
Fwall = 3"
Celkem je proto sila imérna veli¢iné
2
fh = gg .

Spocist velicinu F v piipadé normélové aproximace je trivialni: do z-ové slozky prispivéaji pouze body
na zdi, a to konstantnim faktorem 2 5, celkova sila je imeérna
2

7 uvedeného vyplyvaji dva pozoruhodné zavéry. Zaprvé, pfi uvazeni neaproximovanych hodnot h
pusobi zed' i povrch stejnou silou £/3. Zadruhé, vypocet celkové sily s normdlovou aproximaci vede
k pfesné stejnému vysledku. Tyto zavéry jsou vSak dany hlavné idealizaci prikladu.

V piipadé, Ze by byla zed koneéné sitky, éast zafeni, kterd ptivodné byla pohlcena zdi, unikne
a celkovou silu, kterou pusobi povrch, tak redukuje. Obé situace jsou porovnany na obrdzku 7. Pro
slozit&jsi itvary nez pravotihld zed je potom situace komplikovanéjsi, z uvedeného nemtiZzeme vyvodit
zadné kvantitativni zaveéry.
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T T
Nekoneé¢na zed'
Konecénd zed sitky ¢

0.2 Teoreticka zavislost
0.15

0.1

0.05

0 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrazek 7: Zavislost z-ové slozky vektoru h

na vzdélenosti od zdi. Rozptyl hodnot u konecné zdi Obrazek 8: Tlustrace  odchylky vektoru h
je zpusoben zévislosti na soufadnici y. Pozorujeme, ze od normalového sméru pro modelovy piipad -—
teorie pro nekoneénou zed predstavuje maximum nu- krychle na rovném povrchu.

mericky urcenych hodnot.

3.6 Vliv momentu sily na rotac¢ni stav planetky

Celkovy moment pusobici na asteroid dostaneme prostou integraci elementarnich momentu pres povrch
o0

T:/rxdf. (3.8)
G1)
Pocatek soutadnic volime v geometrickém stiedu télesa, vychazime tedy od piedpokladu, ze cent-

setrva¢nosti, pro ¢asovou zménu tihlové frekvence w a osy rotace e pak plati vztahy (Bottke et al.,
2006)

dw T-e s

de T —(T-e)e

E - T 3 (3-31)
kde I je moment setrvac¢nosti a T je projekce momentu do sméru rota¢ni osy. Parametrizaci

e = (sinesin(y + Q),sine cos(y) + ), cose)

kde e sklon rotac¢ni osy, {2 délka vzestupného uzlu a i precesni hel, ziskdme

de T - €1 TE

B 3.32

dt Tw Tw ( )

d T- T

@ _Teo Ty (3.33)

dt Tw Tw
kde jednotkové vektory e i, e]o spolu s vektorem e tvori ortonormalni bazi, ve které ma moment
T soutadnice (T, Ty, T.,), které zptusobuji zménu sikmosti, dhlu precese a ihlové frekvence. Je-li N
normalovy vektor orbity, pak plati:

(N-e)e— N
€\l =
sine
ex N
el = —;
sine

V limitnich pfipadech, kdy Sikmost nabyva 0° nebo 180 °, neni precesni tihel ¢ dobie definovan.

17Zobecnéni pro nenulovy posun tézisté je odvozeno v Scheeres & Gaskell (2008).
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4 Vliv topografickych utvart na radiaéni moment sily

V této kapitole se zaméiime na moment sily, kterym pusobi na planetku topografické itvary. Uzivame
pritom znaceni zavedené v kapitole 3. Popiseme, jakym zpusobem radia¢ni moment vznika a stanovime
problém, ktery budeme fesit numerickymi metodami.

4.1 Modely YORP jevu

Doposud bylo vytvoreno mnozstvi modelad YORP jevu, analytickych i numerickych. Vystupem modelu
pro dany objekt je moment sily, ktery na asteroid pusobi, a v dusledku predpovidand zména tthlové
frekvence a rotaéni osy. Timto objektem mohou byt tvary redlnych steroidu, odvozené radarovym
méfenim ¢i inverzi svételnych kiivek, nebo synteticky generované gaussovské sféry.

Tvar asteroidu je zpravidla popisovan dvéma zpusoby:

i) Rozvojem do kulovych funkci Y}, (9, ¢), takze vzdalenost bodu na povrchu od stfedu télesa
r jakozto funkci sférickych soutradnic ¥, ¢ je mozné vyjadrit

[e'S) l

T’(l?, QD) = Z Z Slmmm(ﬂ7¢) )

=0 m=—1

kde sy, jsou (obecné komplexni) koeficienty rozvoje. Aby byl povrch jednoznaéné definovan, musi
mit téleso ,hvézdicovity“ tvar, tedy pruvodi¢ jdouci od stfedu télesa kterymkoliv smérem protne
povrch pravé v jednom bodé — ve vzddlenosti (1, ¢). Velmi nepravidelnd télesa proto nenf mozné
uvedenym zpusobem vyjadfit.

Tato reprezentace povrchu se s vyhodou uziva v analytickych modelech, nebof umoziiuje poéitat
plosné integraly pres 02 analyticky a nalézt tak explicitni zavislost YORP jevu na parametrech.
Problémem je vsak naptiklad vrhani stinu nekonvexitami, které se proto zpravidla zanedb&va.

ii) Koneénou mnozinou trojihelnikovych plosek {S,}~ ;. Tento popis je proto vhodny pro nu-
merické modely. Stavajici modely urcuji povrchovou teplotu na ploskach fesenim jednodimen-
zionalni rovnice vedeni tepla. Predpokladem téchto modelu je, Ze teplota se méni pouze ve sméru

kolmém ke kazdé plosce a lateralni tok tepla je mozné zanedbat; namisto feSeni obecné, ttidimenzionalni

rovnice vedeni tepla v télesa tak staci pro kazdou plosku fesit rovnici jednodimenzionalni s piislusnou
okrajovou podminkou.

Diskretizaci povrchu vznikd numericka chyba, kterou je vSak mozné omezit volbou dostatecné
velkého rozliseni povrchu. Vyhodou je moznost zahrnout vzajemné stinéni plosek.

Stavajici numerické modely se lisi ve vychozich predpokladech nebo v metodach vypoctu. Zavislost
YORP jevu na tepelné vodivosti byla zkoumana napt. v Capek & Vokrouhlicky (2004); Breiter et al.
(2010a). Teplotni zavislost materidlovych parametrii uvazuje model v Capek (2007). Vliv neizotropniho
modelu rozptylu, napt. model Happkeho nebo Lommel-Seeligertuv, zkoumali Statler (2009); Breiter
et al. (2010b). V préci Steinberg & Sari (2011) je krom klasické limity nizké vodivosti uvazovana i limita
stfedu zahrnuji Scheeres & Gaskell (2008); Lowry et al. (2014).

Model z praci Rozitis & Green (2011, 2012, 2013a) vychdzi z jednodimenzionélni rovnice vedeni
tepla, avSak zahrnuje do celkové energetické bilance taktéz efekt globalniho sebeohfevu a modeluje vliv
anizotropie vyzaiovani v disledku nerovnomérné insolace hrubého povrchu'? (smérovdni infracervenéd
emise). Hrubost povrchu je reprezentovana umistovdnim hemisférickych kratertt na jinak rovny po-
vrch. Ackoliv jde o jednoduchou aproximaci skuteéného povrchu, je v dobré shodé s infracervenym
pozorovanim mésicniho povrchu (Rozitis & Green, 2011). I v piipadé téchto krateru se vSak pocitd

12Jde v jistém smyslu o analogii opoziéniho efektu pro rozptylené zéfeni.



4 Vliv topografickych utvara na radiaé¢ni moment sily 21

s jednodimenzionalni aproximaci a vedeni tepla v lateralnim sméru se neuvazuje. Tabulka existujicich
modeli YORP jevu je uvedena v praci Rozitis & Green (2012).

Tridimenziondlni rovnici vedeni tepla neni potieba fesit, paklize uvazujeme pouze takové tvary
asteroidu, jejichz rozméry asteroidu a utvaru na jeho povrchu jsou dostatecéné velké. V takovém pripadé
je mozné lateralni vedeni tepla zanedbat.

4.2 Motivace problému

Pionyrskou praci, zabyvajici se pravé vlivu malych dtvart, je Golubov & Krugly (2012). Na jed-
noduchém modelu demonstruje vznik YORP jevu na povrchovém utvaru a diskutuje jeho fadovou
velikost. Na povrchu asteroidu uvazuje balvan ve tvaru zdi, jez je dostatecné vysokd na to, aby bylo
mozné modelovat jednodimenzionalni vedeni tepla ve zdi pouze v transverzalnim sméru.

P#i vychodu Slunce nad lokdlni horizont je zahfivana vychodni strana a teplo je vedeno dovnitf
balvanu. Je-li tloustka balvanu srovnatelnd s hloubkou primiku tepelné vlny, teplo balvanem pro-
jde na zapadni stranu. Pii zdpadu Slunce je diky tomu zahfata na vySsi teplotu nez strana ranni
pfi vychodu Slunce. Vyzaiuje proto vétsi tok, a pusobi tak vétsi reakéni silou.

Teplo balvanem prochazi taktéz ze strany zapadni na stranu vychodni, a zahfivani balvanu pti zapadu
Slunce tak zpusobi zvyseni teploty na ranni strané. Presto vSak muze vzniknou nenulovy YORP efekt,
nebot radiaéni sila je zavisld na &tvrté mocniné teploty. Teplota na zépadni strané dosdhne vyssi ab-
solutni hodnoty, a proto je reakéni sila pusobici na zdpadni stranu prumérné vyssi nez sila pusobici
na stranu vychodni. Vskutku, kdybychom uvazovali linedrni zavislost sily na teploté, byl by vysledny
stfedni{ moment nulovy. Uvedeny mechanismus je schematicky zakreslen na obrazku 9.

(b) Utvarem projde tepelnd vlna, a tudiz je zépadni
(a) Réno je asteroid chladny, ranni strana je strana zahfdtd na vyssi teplotu, nez vychodni strana
zahfivana, odpoledni strana vyzafuje mélo. rano.

Obrazek 9: Kvalitativni popis mechanismu YORP efektu vznikajictho na balvanu. Asteroid vyzafuje diky tepelné
vodivosti povrchového ttvaru vice na zdpadni strané nez na strané vychodni, celkova sila pusobici na asteroid dle zdkona
akce a reakce tedy sméfuje na vychod.

Stfedni moment sily, kterym pusobi jediny povrchovy utvar v dusledku laterdlniho vedeni tepla,
budeme oznacovat jako lokdini YORP jev, pro odliseni od momentu zpusobeného globélni asymetrif
télesa. VSimnéme si, ze smér vedeni tepla v titvaru je dan pouze rotaci asteroidu a nezavisi na utvaru
samotném. Diky tomu je lokdlni YORP jev aditivni: momenty sil, kterymi pusobi jednotlivé utvary,
maji pfiblizné stejny smér a navzdjem se scitaji. Presto, ze jediny ttvar pusobi na planetku velice
malym momentem sily, ve vysledku mohou v8echny povrchové utvary vyvinout moment radové vetsi.

4.3 Formulace problému

Cilem této prace je odhadnout fddovou velikost lokdlntho YORP jevu. Resfme proto tiidimenzionalnf
rovnici vedeni tepla v povrchovém utvaru metodou konecnych prvku a hleddame vysledny stfedni mo-
ment, kterym utvar pusobi. Nasledné spocteme celkovy YORP jev pusobici na modelovy asteroid a
tento moment porovname s hodnotou globalniho YORP jevu, naméfenou fotometricky ¢i spoctenou
existujicim modelem YORP jevu. Problém fesime za nésledujicich predpokladi:

e Sluneéni zafeni je jedingm zdrojem energie. Rovnici vedeni tepla (3.19) fesime s nulovou
pravou stranou. Neuvazujeme napiiklad teplo vznikajici z radioaktivnich pfemén, apod.
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Asteroid rotuje kolem nejkratsi osy tenzoru setrvacnosti. Asteroid rotuje stabilné, nejde
o tumbler. Zanedbavame vlivy impaktu téles a gravita¢nich slapu na rotaci.

Asteroid obiha po kruhové trajektorii a ma nulovou Sikmost. Neni nutné uvazovat
obéh asteroidu kolem Slunce ani sezénni zmény insola¢ni funkce. Problém ma tak periodu jed-
noho synodického dne, spocteny moment pusobici na téleso staci stiedovat pres tuto periodu.
Pro trajektorie s nenulovou excentricitou je mozné provést korekci zmény thlové frekvence w
vynésobenim faktorem (1 —e?)~1/2 (Scheeres, 2007). Pro obecny pifpad nenulové sikmosti viak
velikost YORP efektu netrividlné méni v prubéhu obéhu a podobnou korekci nelze provést.

Zkoumame vliv jediného utvaru, nachazejiciho se na rovniku asteroidu. Jde o pfirozenou
a vyhodnou volbu. Utvar na rovniku bude ptuisobit diky nejdelsimu ramenu nejvétsim momentem
(ve srovnani s ostatnimi asteroidopisnymi sifkami).

Topograficky tutvar je symetricky vaéi vaéi roviné mistniho poledniku. Nasim cilem je
nalézt stfedni moment, kterym pusobi jediny dtvar. Pokud by byl zkoumany asymetricky vaci
roviné poledniku, lokalni YORP by zavisel na konkrétni orientaci itvaru. Pfedpoklad symetrie
zaruCi, ze spocteme pravé moment zpusobeny laterdlnim vedenim tepla. Obrézek 10 nazorné
ukazuje vznik nenulového momentu u asymetrickych tutvaru v Rubincamové aproximaci nulové
vodivosti.

(a) Vektor sily svird s normalou povrchu nepravy tihel, (b) Sila piisobi pravé v kolmém sméru. Utvar bude
projekce do kolmého sméru je proto mensi. kvili vétsimu ramenu pusobit vétsim momentem sily.

Obrazek 10: Modelovy piipad demonstrujici vznik radiaéniho momentu u nesymetrickych ttvara.

Pokud bychom chtéli predpoklad symetrie opustit, muzeme vysledné momenty prumérovat pies
nékolik ruznych orientaci utvaru. Alternativné je mozné spocist moment pro danou orientaci,
a to v obecném pripadé a v limité nulové vodivosti. Ve druhém piipadé pfitom vymizi slozka
zpusobend vedenim tepla, zatimco moment sily zpusobeny asymetrii se témér nezméni (Breiter

et al., 2010a).

e Uhlové rozdéleni zateni rozptyleného na povrchu asteroidu i zafeni tepelného je

lambertovské. Jde o nejjednodussi model ¢ili o rozumnou vychozi volbu pro vypocet YORP
jevu. Diky stejné zavislosti pro rozptyl i tepelnou emisi je snadné scitat prispévky od rozptyleného
a tepelného zafeni, nebot elementdrni sily, kterymi zdfeni piisobi, jsou rovnob&zné. Tato volba
je Castecné ospravedlnéna v Breiter & Vokrouhlicky (2010); YORP efekt se pro vybrané tvary
asteroidu zda byt takika nezavislym na zvoleném modelu rozptylu.

e Materidlové parametry jsou prostorové homogenni a nezavislé na teploté. Predpokla-

déme, ze utvar je stejného slozeni, jako jeho podlozi, a ze tepelna vodivost K, hustota p a mérna
tepelna kapacita C' jsou konstanty.

4.4 Okrajové a pocatecni podminky

Nasim cilem je urcit rozlozeni teploty v povrchovém ttvaru a jeho blizkém okoli, feSime proto rovnici
vedeni tepla s prislusnymi okrajovymi podminkami. Na povrchu zkoumané oblasti {2 mus{ byt splnéna
podminka energetické bilance (3.15). Protoze neuvazujeme cely asteroid, je potieba zvolenou ¢ast
povrchu doplnit plochou jdouci vnitikem asteroidu. Hranici zkoumané oblasti 2 rozdélime na dveé
plochy 092 = Ty UT'5. Plocha I'y predstavuje povrch asteroidu a zkoumany topograficky utvar. Tuto
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povrchovou ¢ast doplnime plochou I's, a to tak, aby byla vysledna hranice uzaviena. V principu
nezalezi na tvaru této plochy a muzeme ji zvolit libovolné. Pro jednoduchost volime tvar odpovidajici
péti stranam kvadru o rozmérech a x a X ¢, povrch asteroidu potom piedstavuje vrchni, Sestou stranu.

Na plose I's je potieba specifikovat okrajové podminky. Zvolime-li délku a sitku oblasti fadoveé
vétsi nez je charakteristicka velikost povrchového tdtvaru, muzeme predpoklddat, Ze ttvar nebude
mit na hranice témér zadny vliv. Zdejsi teplota bude proto bude odpovidat feseni rovnice vedeni tepla
v poloprostoru, které (za urcitych dopliujicich predpokladi) je mozné spocist analyticky; tuto hodnotu
oznacime Ugpeory. Dostdvame tak Dirichletovu okrajovou podminku

U = Utheory rely. (4.1)

Diky velké hloubce oblasti (ve srovndni s tepelnou hloubkou Lyaye) vime, Ze teplota na spodni ¢asti
hranice bude témét konstantni a mtuzeme zde predpokladat podminku u = ug.
Déle je mozné pozadovat na hranici také Neumannovu okrajovou podminku

n-Vu=0 rely. (4.2)

Interpretace se pritom lisi pro spodni ¢ast a pro boc¢ni ¢asti hranice. Ve velké hloubce je teplota
konstantni, a proto je Vu = 0. Na bocnich stranich se sice teplota méni, ale pouze s hloubkou.
Asymetrii, a tedy laterdlni tok tepla, ktery by mohl zpusobit povrchovy ttvar, zanedbavame. Vektor
Vu je tedy kolmy na lokalni normdlu n, ergo n - Vu = 0.

Kn-Vu+eou*=¢&

= s e
g 4!
+ 8
3l§ KAu = pCg g;
- g8
s € o <
U = Ug
n-Vu=20

Obrézek 11: Rovnice vedeni tepla a okrajové podminky pro vSechny stény uvazovaného modelu. Barevné je naznacena
&ast, kterd ma v prubéhu vypoctu pevné danou teplotu (na teoretickou hodnotu), teplota uvnitf a na povrchu je pocitana

numericky.

Teplota je taktéz ¢asové proménnd, a je proto nutné uréit pocateéni podminku u(r,0) = u°(r).
Insolacni funkce £ je periodickd, a z vlastnosti rovnice vedeni tepla tudiz vyplyvd, ze teplota u(r,t)
bude konvergovat k jistému periodickému feSeni, nezavislému na zvolené pocateéni podmince. Volba
této podminky ma tak vliv pouze na rychlost konvergence. Po¢ateéni podminku proto volime

UO(T) = Utheory(ra 0) 5 (43)

nebot analytické feseni predstavuje nejlepsi odhad teploty, jaky méame k dispozici.

4.5 Limitni chovani lokalniho YORP jevu

Analytické feseni povrchové teploty, resp. vysledného momentu, pro obecny povrchovy tdtvar neexis-
tuje. Muzeme vsak nalézt alespon chovani YORP jevu v urcitych limitnich piipadech. Tyto situace
zaroven mohou slouzit jako nutnd podminka spravnosti numerického feseni.
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Izotermalni téleso

Je-li cely dtvar zahidn na stejnou teplotu u, vysledny moment bude nulovy. Dikaz tohoto tvrzeni je
mozné provést pro utvar libovolného tvaru, symetrie zde neni nutnd. Pro izotermalni téleso je mozné
vytknout ¢tvrtou mocninu teploty pred integral. V normalové aproximaci ma elementarni sila smér
mistni norméaly, vyuzitim formule vektorové analyzy (Capek, 2007)

fnxfdrzﬂ/vadQ,

o0

tak dostaneme identity pro vysledny moment T'

3 ¢ c
r

2 cout 2 cou?
T— 22 j{rxndI‘:gsgu /erde]{rxndF —0,
Q

Tz

kde jsme vyuzili zndamou identitu V x r = 0 a zfejmy fakt, ze se ¢len r X n na hranici I'y odecte. Pro
izotermalni asteroid tedy zanikda YORP efekt.

Rubincamova aproximace

Pro symetrické ttvary je stiedni hodnota momentu v limité nulové vodivosti nulova. Necht existuje
rovina symetrie prochézejici stfedem asteroidu. Vzijemné sdruzené body oznacime 7, r’. Potom plati

(E)(r)=(E)r") ar xn(r) =—r xn(r"). Dostdvame
@) = 220 fi)r xonar = 227 7§<5>r % ndl + f<g>r «ndl | =0.
o0 r T

Diky opa¢nému znaménku 7 X 1 se oba integraly odectou. Uzitim neaproximovanych vektoru h bychom
z duvodu symetrie dospéli ke stejnému vysledku. VSimnéme si, Ze na rozdil od izotermadlni limity, ktera
je plati i pro globalni YORP jev, vymizeni momentu v Rubincamové aproximaci je odlisné od chovani
globalntho YORP jevu, ktery zustdva v Rubincamové limité zpravidla zachovén (Breiter et al., 2010a).

Piipad nulové, resp. velice nizké, tepelné vodivosti je dulezitd podminka pro kontrolu spravnosti
numerického modelu. V piipadé izoterméalniho télesa neboli pfi uvazeni vysoké vodivosti vyzafuje
vychodni a zdpadni strana utvaru stejné, dojde proto k vymizeni momentu T v kazdém okamziku.
Nulov4 stfedni hodnota (T') je trividlni dusledek. Oproti tomu, v piipadé nulové vodivosti je vysledny
moment nenulovy a kvuli velkym amplitudam teploty dosahuje vysokych hodnot. Tlak vymizi az
po stfedovani pres jednu periodu.



5 Rovnice vedeni tepla 25

5 Rovnice vedeni tepla

Tato kapitola je zameéfena na odvozeni teoretickych vlastnosti stanoveného problému a vztahu, které
budeme pii numerickém feSeni uzivat. Zaméiime se na analytické feSeni rovnice vedeni tepla Utneory,
které pouzivame v okrajovych podminkach stanoveného problému a které taktéz slouzi ke kontrole
numerického modelu a k odhadu diskretizacni chyby. Vychézime z praci Lagerros (1996), Capek (2007).

5.1 Analytické reSeni jednodimenzionalni rovnice vedeni tepla

Pro analytické odvozeni teploty u budeme predpoklidat zjednoduseny piipad, kdy Slunce ozaiuje
(nekonecnou) rovinu z = 0. Diky transla¢ni symetrii této tilohy v rovindch z = konst tedy hleddme
teplotu u jako funkci pouze hloubky pod povrchem z a ¢asu t, tfidimenzionalni rovnice vedeni tepla
se tak redukuje na rovnici jednodimenzionalni

u 10u
- -2 1
022 adt’ (5:1)
kde a = K/pC' je tepelnd difuzivita. Déle pozadujeme splnéni dvou okrajovych podminek
0
—Ka—Z(O, t) + eout(0,t) = E(¢) | (5.2)
ou

Podminka (5.3) vylucuje nefyzikdlni feseni, kdy teplota roste nebo klesé s hloubkou z nade vsechny
meze.
Na povrch poloprostoru dopadd zafivy tok £(t) periodicky v ¢ase, bez ijmy na obecnosti volme
pocatecni cas tak, aby
Et)=(1- Ap) Z(Pcoswt) , (5.4)

kde Z(x) = zH (z), H(x) znaci Heavisideovu skokovou funkci. Funkce £(t) je zfejmé spojitd a po ¢astech
spojité diferencovatelnd, je tedy souctem své Fourierovy rady

Et)= Y Ene™'. (5.5)

Na zgkladé toho hleddme staciondrni feseni rovnice (5.1), které bude taktéz periodické v ¢ase (s peri-
odou 27 /w). Teplota je ziejmé funkel spojité diferencovatelnou, muzeme tedy psat obecné feseni

oo

u(z,t) = Z Up (2)e™t (5.6)

n=-—o0
Dosazenim do rovnice vedeni tepla (5.1) a porovnanim koeficient u ", dostaneme rovnici

, o inw

:77.'/’ 5-7
n = (57)

kde ¢arka znac¢i derivaci podle z. Obecné feseni rovnice se lisi v zdvislosti na znaménku n

ug(z) = ag + boz (5.8)

14+7 [nw 14+7 /nw
un(2) = a, exp < 5 ,/az> + b, exp ( 5 az) (5.9)
() = L) vy iy i (5.10)
u—n(2) = a—nexp { — . _n€Xp 5 - .
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Nulty ¢len rozvoje je linedrni funkei z. Z okrajové podminky wu], — 0,z — oo v8ak vidime, ze
koeficient by musi byt nulovy. Clen ug je pak konstanta. Analogicky nahlédneme, ze koeficienty b,, a
b_,, musi byt nulové, jinak by teplota s rostouci hloubkou rostla (¢i klesala) nade vSechny meze.

Zavedeme-li substituci
1 nw

muzeme s umluvou §,, = S_, psdt obecné feseni pro fourierovsky koeficient w, (z) ve tvaru
un(z) = ane” 1F0Pn= (5.11)
U_n(z) = a_pel—1)Bnz (5.12)

Vsimneme si, ze pro funkci ug(z) formalné plati feseni (5.11) i (5.12).
Odtud lze nahlédnout fyzikalni interpretaci konstanty /3,, — jde o reciprokou hodnotu charakteris-
tické vzdalenosti pro prunik tepelné viny (resp. n-té slozky Fourierova rozvoje) pod povrch télesa.
Integracni konstanty a,, uréime z okrajové podminky (5.2). Teplotu na povrchu (z = 0) muzeme
po dosazeni za u,, psat

o)
u0,t) = > ane™". (5.13)
n=—oo
V okrajové podmince vSak vystupuje teplota ve ¢tvrté mocniné. Pro usnadnéni vypoctu budeme
predpokladat, ze zmény teploty jsou fddové mensi nez prumérnd teplota, tj. u, < ug, Vn # 0. Clen
u? pak miizeme linearizovat

ut ~ g+ Aug > et (5.14)
n#0
Spoc¢teme derivaci teploty podle z ze vztahu (5.6)
8u -\ _jnwt . —1nwt
5, (0.) = —nzwanﬁn(l+z)e +nz>0a_nﬁn(z— De . (5.15)

Vztahy (5.15), (5.14) a (5.5) dosadime do okrajové podminky (5.2)
K> anfu(14+0)e™ + K> " a_pBu(i—1e ™ feoui+dzoul Y ane™ = Y £,e™ (5.16)
n>0 n>0 n#0 n=-—o0o

Porovname koeficienty u ™. Diky vzdjemné separaci koeficienti a,, dostdvame ihned feseni

450

_ /& 1
(') 80’7 (5 7)
En
= .1
T ol + K(L+1)By (5.18)
a_ E-n (5.19)

" deoud + K(1—i)By

Prvni rovnice uddavé prumeérnou teplotu v asteroidu. Jak jsme jiz ukézali, tento ¢len Fourierova rozvoje
je konstantni, prumérné teplota nezavisi na hloubce z.

Z vysledku (5.18) a (5.19) bychom mohli sestavit feSenf pro u(z,t), nebylo by vSak pfilis prehledné.
Pokusime se nyni rovnici upravit do tvaru, ze které bude mozné nahlédnout fyzikalni vyznam. Nejprve
definujeme bezrozmérné velic¢iny redukujici pocet nezavislych parametru.

KpBn
deoud (5.20)
= —arct On sgnn (5.21)
Pn = g 0, +1 g . .
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Veli¢ina ©,, se oznacuje jako tepelny parametr (Lagerros, 1996)3 n-tého koeficientu Fourierova rozvoje.
Faktor ¢, pfedstavuje fazovy posun mezi povrchovou teplotou a insola¢ni funkci. Vzhledem k tomu,
ze obé veli¢iny jsou zavislé na n skrz f3,, bude platit ©,, = 0_, a v, = —p_,.

Do rovnice (5.6) dosadime spoc¢tené hodnoty u,(z) a zlomek v (5.18), (5.19) rozsiiime komplexné
sdruzenym ¢islem. Po tipravé dostaneme

(1 71)6 +1 —Bnz 1(nwt Bnz —-n )6 +1 —Bnz ,—i(nwt—LFrz )
t — n nz n n
u(:t) = u0—|—z 450u0 202 + 20, 1° Z 450u0 2@2 120, +1° ¢
(5.22)
Fézovy faktor ¢,, jsme zavedli Sikovné, nebot plati
. O, sgnn
sing, = — )
V202 +20, +1
0, +1

COS (o, =

V202 +20, +1°

Pozorujeme, Ze oba ¢itatele ve zlomcich v (5.22) lze prepsat

1F9)0,+1=0,+1Fi0, = /202 +20,, + 1 (cosp, L isinp,) =1/202 +20,, +1 etien

Dosazenim tak dostdvame vysledné feseni teploty u(z,t):

1

t) =
u(z,t) = up + Z 480% —2@2 26 1

e—anei(nwt—an sgnn+en) ] (523)

Pro prakticky vypocet teploty je nutné aproximovat Fourierovu fadu insolaén{ funkce £(t) ¢dstetnym
souctem dostatecné vysokého fadu. Vzhledem k volbé pocatecniho ¢asu je insolaéni funkce sudé, tj.
En = &_n, a Fourierova fada je tedy fadou kosinovou. V grafu 12a je zobrazena funkce Z(coswt) a

¢astecné sousty piislusné Fourierovy fady do fadu 6, ktery mé tvar'4
1 1 2 2 2
E(t)~=(1—Ap)P | — + = coswt + — cos 2wt — —— cos 4wt + — cosbwt | . (5.24)
™ 2 3r 157 357

Nekone¢nd suma v feseni (5.23) se tak redukuje na soucet kone¢ného poctu ¢lent,

1

—tot Z 450u0 V202 + 20,

Pozorujeme, Ze n-tému ¢clenu kosinového rozvoje insola¢éni funkce £(t) odpovida kosinus v rozvoji
povrchové teploty, ktery ma stejnou periodu, ale je fazové posunut o ¢,. Obecna teplota v hloubce z
je potom posunutd o fdzi (¢, — Bnz ). Resen{ se skldd4 z linedrni kombinace exponencialné tlumenych
tepelnych vin, coz dobfe odpovida intuitivni predstavé. Graf analytického feSeni povrchové teploty
pro ruzné rady ¢astecnych souctu je vidét na obrdazku 12b. Zavislost teploty na ¢ase ¢ i na hloubce z
je pak na obrazku 13.

“Pnz cos (nwt — Bpz + on) - (5.25)

I3 Tepelny parametr zavedeny v Lagerros (1996) nebo také v Golubov & Krugly (2012) se od naseho lisf o numerickou
konstantu.

MTnsolaéni koeficienty &, jsou tedy rovny polovindm koeficientli, které stoji pfed kosiny, nebotf e?™wt 4 e~inwt —
2 cos nwt.
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(a) Céstetné soucty Fourierovy fady funkce Z(cos wt)
t4du N < 6.

(b) Z&vislost analytického Feseni na Fddu ¢dstetného
souc¢tu N Fourierovy fady insola¢ni funkce £.

Obrazek 12: Konvergence ¢astecnych souctu Fourierovy fady insolaéni funkce a analytického FeSeni.
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Obrazek 13: Graf analytického FeSenf{ v zdvislosti na ¢ase t a na hloubce pod povrchem z. Je vidét, ze (pro danou
vodivost) jiz pal metru pod povrchem je teplota témér konstantni.

Rubincamova limita nulové vodivosti

Zkusme nalézt zjednoduSeny tvar feseni v limité nulové vodivosti, tj. limg o, u(z,t). Difuzivita je
piimo umérna vodivosti, a o< K, a proto plati umérnosti 5, o a_%, 0, x VK. Pro K — 0 tedy i
©, — 0 av disledku i ¢, — 0, nebot ¢, ~ 6,,, ©,, — 0. Dosazenim limitnich hodnot do fegeni (5.25)

dostavame:

. (2 1) o z>0
im u(z,t) = £—& _
K—04 up + deoud z=0

Jak jsme ocekavali, teplota se méni pouze na povrchu. Vsimnéme si vSak, ze povrchova teplota nent
rovna teploté spo¢tené piimo z Rubincamovy aproximace (3.16). Vinu nese linearizace ¢tvrté mocniny
teploty. Dosazenim limitni hodnoty povrchové teploty do linearizovaného vztahu (5.14) dostaneme

u4%u0+

o _ €

Odeou} — co

)
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coz je jiz stejny vysledek, odvozend limitni teplota je tedy v ramci linearizace konzistentni s Rubinca-
movou aproximaci.

5.2 Linearizovana teorie lokalniho YORP jevu

Podivejme se nyni na rovnici vedeni tepla v idealizovaném povrchovém utvaru, totiz ve vysoké uzké
zdi. Predpokladdame, ze u takového tutvaru lze uvazovat pouze transverzalni vedeni tepla, a je tak
mozné Tesit jednodimenzionalni rovnici vedeni tepla. Ukazeme, ze linearizovana teorie vede k identicky
nulovému stfednimu tlaku na tuto zed. ReSeni se do znaéné miry schoduje s analytickym fesenim

<€) F(t) .
“la el
~ts h -
-2 o-
d
: z
R R R R R R R )
0 d

Obréazek 14: Popis uzity pii feseni rovnice vedeni tepla ve zdi.

rovnice vedeni tepla v poloprostoru. Resime soustavu rovnic

0%u 10u
—K%(o, t) +eou*(0,t) = £(t) (5.27)
K%(d, t) 4+ eou*(d,t) = F(t) (5.28)

Druhé rovnice ptredstavuje okrajovou podminku pro vychodni stranu zdi, tfeti rovnice podminku
pro stranu zdpadni. Znaménko u derivace se 1isi kvuli opacné orientované normaéle.
Stejné jako v predchozim, hledame periodické feSeni ve tvaru

oo

u(z,t) = Z uy, (2)e

n=—oo

Nasim cilem je nalézt ¢asovou stfedni hodnotu teploty, tedy nulty koeficient Fourierova rozvoje ug(z).
Z rovnice vedeni tepla dostaneme opét rovnici (5.8). Situace je vSak nyni komplikovanéjsi, nebot
nemuzeme na zakladé okrajové podminky ¢len by ihned polozit rovny nule.

Linearizaci okrajovych podminek a dosazenim obdrzime soustavu rovnic pro koeficienty ag, bg.

—Kby + EO’CLBL =&, (529)
Kby + 60’(04) + bod)4 =Fo, (530)

kde &gy, Fp jsou prumérné hodnoty zafivych toku, dopadajici na vychodni, resp. zdpadni stranu zdi.
Rovnice (5.29), (5.30) jsou dvé rovnice ¢tvrtého fadu pro nezndmé ag, by. Ze symetrie problému

vSak vyplyva, ze prumérny tok dopadajici na vychodni a na zapadni stranu musi byt stejny, tedy
&y = Fo. Rovnice od sebe odeéteme, ¢imz dostaneme

2Kby + 0 ((ap + bod)* — ag) =0 . (5.31)
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Vidime, Ze by je nutné nulové, nebotf pro situace by > 0, resp. by < 0 snadno ukdzeme, Ze leva
strana rovnice musi byt vétsi, resp. mensi nez nula, a rovnice proto neplati. Stejné jako v piipadé
poloprostorové oblasti, prumeérna teplota ug je konstanta, konkrétné

Stredni hodnota sily (f), kterym pusobi emitované zafeni na vychodni a zdpadni stranu zdi, zavisi
na stfedni hodnoté ¢tvrté mocniny teploty. Z definice stfedni hodnoty

P

P
1 .
/ ua,t) dt ~ g + duf / 3w (x)e™tdt = ul
0 o n#0

vl =

(w*)(z) =

Vidime, ze stfedni hodnota ¢tvrté mocniny teploty nezavisi na soutadnici z, a je tedy stejné pro vychodni
i zapadni stranu. Celkov4 sila ptisobici na zed bude proto vzdy nulové a lokalni YORP jev zanika.

Uvedend aproximace umoznuje nalézt priblizné analytické feseni teploty ve zdi (viz obrézek 15),
avSak neni mozné ji pouzit pro vypocet vysledného momentu. Jinak fe¢eno, vznik YORP jevu na sy-
metrickych dtvarech je zpusoben pravé nelinedrni zévislosti sily na povrchové teploté. Stejny vysledek
ocekdavdame i pro obecny tvar povrchového tutvaru. Zduraznéme, ze vymizeni stfedniho momentu je
podminéno symetrii ttvaru.

Obréazek 15: Analytické feSeni teploty u(z,t) uvnitf jednodimenziondlni zdi.

5.3 Parametricka zavislost momentu sily

Povrchova teplota topografického dtvaru obecné zavisi na velkém mnozstvi parametru. Zejména se
jednd o parametry materidlové, jako jsou hustota p, mérnd tepelnd kapacita C, tepelnd vodivost K;
vlastnosti povrchu urcujici tepelnou emisivitu € a hemisférické albedo Ay; parametry insola¢ni funkce,
tj. polomér orbity R, rotacni frekvence w a samoziejmé geometrie povrchu. Parametry v8ak nejsou zcela
nezavislé, kupiikladu hustota a tepelna kapacita se v rovnici vedeni tepla vyskytuji pouze v soucinu,
neni tedy nutné zkoumat zavislost teploty na kazdém parametru samostatné. Problém je mozné re-
dukovat na nékolik nezavislych parametru, které nyni nalezneme. Nejprve zavedeme uziteéné velic¢iny,
které nam umozni pfejit do bezrozmérnych soufadnic.
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Subsolarni teplota u,, odpovidajici teploté na povrchu asteroidu pii nulové tepelné vodivosti ma-
teridlu, je-li Slunce v zenitu, tj. cosdg =1,

o/ (1 — Ap)®e
co '

Uk

Tepelna hloubka L.,ye, charakteristickd vzdalenost tepelné viny, sifici se dovnitf asteroidu,

| 2K
Lwave = A
wpC'

Odpovida prevracené hodnoté koeficientu 31, zavedeném v kapitole 5.1. V nékterych pracich se z de-
finice vynechavé konstantni faktor v/2, napf. Lagerros (1996); Golubov & Krugly (2012). Vyznam
tohoto faktoru vyplyva z analytického feSeni.

Tepelny parametr O,
K

3 3
A7~ 1 Lyavecous

©

Odpovida tepelnému parametru ©1, zavedenému v kapitole 5.1. Stejné jako u tepelné hloubky, faktor
41 vyplyva z analytického feSeni a ve zminénych pracich se vynechava.

Rovnici vedeni tepla (3.19) a pifslusnou okrajovou podminku (3.15) transformujeme do novych souradnic
Y= wt P T = Lwavef 5 U = UxT , (532)

kde 7 je bezrozmérna teplota. Dostavame tak rovnici pro 7 s okrajovou podminkou

1 or

AT — — =0 5.33

32 55 (5.33)
A7~ 10On - Ver + 74 = cos o p (5.34)

Index u gradientu, resp. Laplaceova operatoru specifikuje proménnou, podle které derivujeme.

Vidime, ze TeSeni 7(&, ) je zavislé pouze na tepelném parametru a skryté také na ,bezrozmérném
tvaru® povrchu, skrze pozadavek splnéni okrajové podminky V&: Lyave€& € 0. Pokud bychom tedy
uvazovali jediny povrchovy ttvar — krychli o hrané ¢, pak bude problém zdviset na © a na ¢/ Lyaye.

Z uvedenych parametru jsou tedy nezavislé pouze dva, uvazujeme-li pouze izotropni skalovaci trans-
formace geometrie!®. Tento zdvér plati za piedpokladu, ze je v dopadajicim toku zahrnuta pouze
insola¢ni ¢ast £y, neuvazujeme tepelné &,,q9 a rozptylené &, zafeni od okolnich ¢asti povrchu. Z de-
finiénich vztaha (3.24), (3.25) vidime, ze pii zapocitdni i téchto piispévku se objevi dalsi nezavislé
parametry, a to hemisférické albedo Aj, (puvodné zahrnuté v subsolarni teploté u,) a albedo v in-
fracervené oblasti Arg.

Resen{ v pivodnich proménnych dostaneme prostym dosazenim

u(r,t) = u. T (Lwave g) : (5.35)

V principu teplota u zavisi krom zminénych nezavislych parametru také na uy, Lyave a w. Nicméné,
zatimco zavislost na © a na geometrii muze byt znatné netrividlni, zdvislost na transformac¢nich
proménnych je explicitné vidét z rovnice (5.35). Navic, zajimd néds pouze stfedni hodnota celkové
sily, kterou itvar pusobi. Dojde tak k integraci prostorové i ¢asové zavislosti (vysledny moment nenf
zavisly na zvolenych soufadnicich). Celkovy stfedni moment sily proto bude z transformaénich veli¢in
zavisly pouze na u,, a to ve ¢tvrté mocniné.

15P§i obecné transformaci je samoziejmé volnych parametri vice, napi. délka, vyska, §fika, sklon, ...
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5.4 Skalovaci transformace oblasti

Dilezitym faktorem ovliviiujicim silu, kterou ttvar pusobi, je velikost, resp. rozméry dtvaru. Je-li tvar
povrchu popsdn hranici 0O v bezrozmérnych soufadnicich (;, pak chceme znat silu, kterou pusobi
utvar dany hranici

0N=800={r=5-¢ ¢€oO}

kde S je skalovaci matice

St 0 0
S = 0 Sy O
0 0 S

Namisto provadéni vypoéti s riznymi hranicemi 02 je vyhodné mit hranici neménnou a zmény
rozmérii reprezentovat prave skalovaci matici S. Pouzijeme-li transformaéni vztahy'6

xj = 9iG (5.36)
0] 1 0

dostavame rovnici vedeni tepla a okrajovou podminku v bezrozmérnych soutradnicich (:

3
1 0%u ou
K]Z:;S—?a—gf—pca =0 (5.38)
2 n; du
KY 21— 4= .
; 55, teou'=¢ (5.39)

kde n; je j-t4 komponenta vnéjsi normaly. Zpravidla nés zajima zdvislost na absolutni velikosti objektu,
pripadné na jeho vysce. Skédlovaci matice je potom tvaru:

S 0 0
S=|10 S5 0
0 0 S-h

Piipadné zobecnéni pro libovolnou linedrni transformaci oblasti 0O je piimocaré.

16V rovnici (5.37) nescitdme pies index j.



6 Metoda koneénych prvku 33

6 Metoda koneénych prvki

Nyni popiseme metodu numerického feseni parcidlnich diferencialnich rovnic a odvodime slabou formu-
laci rovnice vedeni tepla s ptislusnymi okrajovymi podminkami, zavedenymi v kapitole 3.3. Vychézime
z Langtangen (2003), odkud jsme téz prevzali znaéeni a terminologii.

6.1 Zakladni principy

Zakladni myslenkou metody konecnych prvku je aproximace hledané funkce konecnou linedrni kom-
binaci pfedem definovanych bazovych funke{ N;(r). Je-li funkce u (v nasem piipadé hledand teplota)
zavisla na prostorovych souradnicich 7 a na ¢ase t, aproximujeme ji rozvojem

M
u(r,t) ~a(r t) =Y u;(t)Ni(r) . (6.1)
i=1

Problém nalezen{ funkce u(r,t) se redukuje na problém nalezen{ koneéné mnoha konstant (vuci r)
Uj (t)
Méjme diferencidlni operator £(u), hleddme fesen{ rovnice

L(u)=0 ref. (6.2)
Aproximaci funkce u dle vztahu (6.1) vSak obecné dostaneme
L(a) #0 ref.

Z4dné linedrni kombinace @ nemusi fesit rovnici (6.2). Hleddme proto takovou funkci @, kterd mi-
nimalizuje hodnotu |L£(@)] v prostoru vsech linedrnich kombinaci bdzovych funkei. Tato hodnota se
nazyvé residuum operatoru L(u). O¢ekdvame, ze minimalizaci £(4) zdroven dostaneme funkci, kterd
(v ur¢itém smyslu) dobfe aproximuje hledanou funkei .

P#i hledéni funkce @ chdpeme residuum jako funkei koeficientt u,(¢) a prostorovych proménnych r.
Volbou hodnot u;(t) tedy dostaneme obecné nekonstantni funkci proménnych r. Abychom mohli mluvit
o minimalizaci residua, je nutno nejprve ur¢it normu, resp. specifikovat, v jakém smyslu residuum
minimalizujeme.

Obvyklou metodou je hledat minimum uréitého prostorového primeéru funkce 4. Jsou-li W; dané
vahové funkce, hledame feSeni u takové, Zze fesi soustavu rovnic

/ﬁ(a)wj AQ=0  Vj=1,..,M. (6.3)
Q

Pro obecné vahové funkce W; mluvime o metodé vazenych residui. Vahové funkce je mozné volit
riznym zpisobem, aby dobfe vystihovaly zkoumany problém. Specidlni volbu W; = N;, tedy

/ﬁ(a)Nj =0  Vj=1,.,M, (6.4)
Q

nazyvame Galerkinovou metodou. Jinou moznosti je napiiklad volba W; = d(r — rl1), tedy minimali-
zace residua v M uzlovych bodech, mluvime o koloka¢ni metodé.

Lze ukazat, ze feSeni 4 soustavy rovnic (6.4) je nejlepsi aproximaci funkce u mezi véemi funkcemi
v linedrnim obalu funkei N;(7), coz je bezpochyby uziteéna vlastnost Galerkinovy metody. Nasim cilem
je nyni prevést tuto soustavu na soustavu tvaru

a(ﬁ, Nj) = b(Nj) s (65)
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kde a(-,-), resp. b(+) je bilinedrnf, resp. linedrn{ forma. Toho lze samoziejmé dosdhnout pouze pii znalosti
operatoru L(u). Zduraznéme, ze tento operdtor musi byt linedrni, aby bylo mozné dostat rovnici ve
tvaru (6.5). Pro obecné nelinearni operdtor je nutné bud provést linearizaci nebo fesit nelinedrni
problém itera¢ni metodou.
Koneéné, dosadime z definice za u, ¢imz dostaneme soustavu linedrnich rovnic

M

S a(Ni, NjJus = b(N;) (6.6)
i=1
Zavedeme-li matici A = a(N;, N;), vektor b = b(N;) a vektor u = (u1,...,upr) ", dostaneme maticovy
problém

A-u=b (6.7)

pro neznamou u. ReSeni je mozné hledat ruznymi numerickymi metodami, napiiklad nalezenim inverzni
matice A™!, Gaussovou eliminaéni metodou nebo metodou sdruzenych gradienti.

Picardova iteraéni metoda
Pokud je diferencidlni operdtor £(u) nelinedrni, pak dostaneme nelinedrn{ problém
A(u)-u=">b. (6.8)

Tento problém je mozné teSit Picardovou metodou postupnych iteraci. Namisto nalezeni feseni w
hleddme aproximativni posloupnost uy, kterd k vektoru u konverguje. V (k + 1) iteraci fesime rovnici

A(uk) cUE+1 = b (6.9)

s nezndmou ugi;. Predpokladdame, ze vektor wy jiz mame spoéten z predchozi iterace, jde proto
o linedrni rovnici, kterou je mozné fesit nékterou z vyse zminénych metod. Uvedeny postup vyzaduje
znalost pocatecniho vektoru wg. Tuto hodnotu volime dle konkrétniho problému; pokud neméme zadny
odhad vektoru wu, pfirozenou volbou je uy = 0. Iterujeme tak dlouho, dokud neplati

w1 —upll <e (6.10)

pro pevné zvolené ¢.
Konvergence posloupnosti vektort uy neni nijak zarucena. V piipadé, ze by byla tato posloupnost
divergentni, je mozné relaxovat iterac¢ni metodu. Resime rovnici

A(ug) - u.=b (6.11)

S neznamou u,, nasledné nalezneme vektor uy1 jako linedrni kombinaci spoc¢teného feseni u., a feseni
z predchozi iterace
Upt1 = Wiy + (1 —w)uy (6.12)

kde w je relaxaéni parametr. Volba w = 1 vede k puvodnimu, nerelaxovanému feseni. Vhodnou volbou
relaxa¢niho parametru je mozné predejit divergenci feseni. Je tfeba mit na paméti, ze pro malé hodnoty
w < 1 je konvergence metody zpravidla velice pomald.

6.2 Okrajové podminky

Resen{ parcidln{ diferencidlni rovnice (6.2) je obecné nejednoznacné. Pro jednoznacnost je nutno spe-
cifikovat okrajové podminky problému, piipadné pocateéni podminky pro Casové zavislé problémy.
Necht tedy existuji plochy I';, i = 1, ..., n takové, ze

k=1

I'nn; =0 k#1.
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Okrajové podminky muzeme potom vyjadrit analogicky k rovnici (6.2). Méjme diferencidlni operdtory
Sk (u), pozadujeme Feseni u takové, ze

Sew)=0  rely. (6.13)

Metodu vazenych residui muzeme upravit doplnénim vazenych prumért pies hranici oblasti 2. Hleddme
feSeni soustavy rovnic

)WFdl' =0, (6.14)

\
5
3
3
o
o)
_|_

&e\
L
>

kde Wf jsou vahové funkce pro k-tou okrajovou podminku.

Otdzkou zustava vztah vdhovych funkei Wj, Wf a a bazovych funkci IV;. Zpravidla volime N; =
W; = in, nebot tato volba je vyhodn4 pro eliminaci Neumannovy okrajové podminky z vysledné
rovunice (viz kapitolu 6.5).

6.3 Casova zavislost

Doposud jsme pracovali pouze s prostorovymi proménnymi 7, ¢as hral roli parametru. Teoreticky je
mozné pracovat s ¢asem t analogicky jako s prostorem, tedy hledat feseni ve tvaru

M
a(r,t) =Y uiNi(r,t)
i=1

kde N; jsou bazové funkce ve Ctyifrozmérném prostoroc¢asu. Tato metoda vSak nemd zadné praktické
vyhody. Prostorové bazové funkce je mozné vyhodné volit tak, aby vystihovaly geometrii zkoumané
oblasti 2, zpravidla nemd vyznam volit ruznou diskretizaci ¢asu v ruznych bodech prostoru.

Misto toho fesime dynamicky vyvoj metodou konecnych diferenci, konkrétné implicitni Eulerovou
metodou. Zvolime pevnou (malou) hodnotu ¢asového kroku At a spojitou zavislost na @(t) nahradime
za posloupnost 4" = 4(nAt). Hodnota 4° potom odpovidd po¢dteéni podmince, @' je fesen{ v case At
atd. Parcialni derivaci 4 podle ¢asu aproximujeme podilem diferenci

ou o — ,&n—l

Y — (6.15)

ot At
V ¢ase n fesime rovnici (6.14) pro nezndmou funkci @, pficemz predchozi hodnotu 4”1 (ptipadné
@"~2 pti feseni rovnice druhého fadu v ¢ase, atd.) jiz zndme z piedchoztho kroku, resp. z pocatecni
podminky.

Aproximaci derivace vznikd v kazdém ¢asovém kroku kumulativni chyba velikosti O(At), proto se
Eulerové metodé fika také metoda prvniho fadu. Volbou nizsi hodnoty kroku At tedy dosdhneme nizsi
chyby feSeni. Prakticky neni mozné volit At libovolné malé, nebot pro velmi nizké hodnoty zaénou
hrat roli zaokrouhlovaci chyby pii aritmetickych operacich v pocitaci.

6.4 Diskretizace tiirozmérného prostoru

Vlastnosti metody koneénych prvka do znacné miry zavisi na volbé bazovych funkci N;. Zpravidla
volime po ¢astech polynomialni funkce. Shriime, co bychom od bazovych funkci ocekavali a pro¢ jsou
pravé polynomialni funkce vyhodné.

Mnozina bazovych funkci musi byt linedrné nezavisla, aby bylo mozné funkci @ jednoznaé¢né urcit
pomoci koeficient wu;.

Praktickym pozadavkem na bazové funkce je maly nosi¢. Pokud bude kazdd z bazovych funkei
nenulova pouze v malé prostorové oblasti, potom budou prekryvové integraly bazovych funkeci

/NideQ : /NNdeQ : /vzvi - VN;dQ)...
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nulové pro vétsinu 4, j. Matice A = a(V;, N;) bude potom fidkd, a pfi pouziti vhodné metody feseni
(napf. metody sdruzenych gradienti) se tak zna¢né zjednodusi a zejména zrychli numerické feseni
linedrniho systému (6.7).

Polynomialni funkce umoznuji jednoduché numerické vypocty. Vypocet maticovych prvku
a(N;, N;) spo¢iva v numerickém vypoctu plosnych a objemovych integrala. Je proto vhodné volit
bézové funkce tak, aby bylo mozné rychle vy¢islit funkéni hodnoty funkei N; a VV;, tedy minimalizovat
pocet nezbytnych aritmetickych operaci. Z tohoto duvodu je nevhodné pouzivat funkce jako sin x apod.

Béazové funkce by mély odpovidat konkrétni geometrii problému. Obecné nepravidelna oblast
Q je reprezentovana trojihelnikovymi ploskami, tvotici jeji hranici 2. Pro feSeni problému metodou
kone¢énych prvku je nutné diskretizovat i vnitiek oblasti. Provedeme proto tetrahedronizaci oblasti §2
— rozlozime ji na Ctyfstény, a to tak, ze trojuhelnikové plosky predstavuji stény hrani¢nich ¢tytrsténu.
Dostaneme mnozinu uzlovych bodi 717 v oblasti Q (a na jeji hranici), které tvofi vrcholy ¢tyFstént.
Je vyhodné volit bazové funkee tak, aby funkce N;(r) nabyvala v uzlovém bodé =1 hodnotu 1 a aby
v ostatnich bodech nabyvala hodnotu 0. Potom bude totiz hodnota funkece @ v uzlovém bodé 7! rovna
koeficientu wu;.

Po éastech linearni bazové funkce

7 duvodu uvedenych vyse se za bazové funkce voli obvykle funkce po ¢astech polynomiélni, které maji
navic fixované hodnoty (pifpadné i hodnoty derivaci) v uzlovych bodech =, Jako typicky piiklad
uvedeme po ¢astech linedrn{ bézové funkce, lagrangeovské P1-prvky, které splnuji (Hecht, 2012)

N;(z,y,2) = af —l—bf;v—l—cfy—i—dzz pro (z,y,2) € T}
Ni(rV1) = 6

kde 0;; Kroneckerovo delta. Funkce N; tedy nabyva 1 v bodé rl, 0 ve viech ostatnich uzlovych
bodech a ve étyisténech, kterym patif vrchol 717, je hodnota N; linedrné interpolovéna. Jedna z téchto
bazovych funkei ve dvourozmérném prostoru je znédzornéna na obrazku 16 (tifrozmérny prostor by byl
naro¢néjsi na vizualizaci).

>

Obrazek 16: Jedna z po astech linedrnich bazovych funkei na dvojrozmérném prostoru.

Metoda koneénych prvku se s vyhodou vyuZivd pravé v nepravidelnych oblastech, jejichz hranici
je mozné jednoduse rozlozit na trojihelnikové plosky. Navic je mozné volit objemy ¢tyfsténu mensi
v oblastech, kde dochazi k velkym oscilacim feSeni u a naopak v mistech, kde se u pfili§ neméni, 1ze
volit objem ¢tyrsténu vétsi. Timto zpusobem je mozné omezit chybu diskretizace a pritom zachovat
yrozumny* vypocetni cas.
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6.5 Slaba formulace rovnice vedeni tepla

V predchozich odstavcich byly popsany obecné principy feseni problému metodou koneénych prvki.
Nyni pfistoupime ke konkrétnimu problému, tedy k feSeni rovnice vedeni tepla s okrajovymi podminkami,
jak bylo popséno v kapitole 4.4.

Zavedeme diferencidlni operator prislusejici rovnici vedeni tepla

L(u) =V - (KVu) — pC% (6.16)

a operatory pro jednotlivych okrajovych podminek
Si(u) = Kn - Vu+eou — €, (6.17)
Sy(u) =Kn-Vu . (6.18)

Preformulovanim rovnice a okrajovych podminek pomoci zavedenych operatoru dostavame soustavu
rovnic:

L(u) =0 req (6.19)
S1 (u) =0 rely (620)
82(u) =0 rely (621)

Soustavu resime metodou vazenych residui, hleddme tedy u takové, ze
/,c WdQ+/$1 WldF+/I(a)Wj2dF:O j=1, ..M. (6.22)
Iz

Nasim cilem je nyn{ pfevést tuto rovnici do tvaru (6.5). K tomu bude nutné udélat nékolik tiprav.
Nejprve upravime prvni ¢len v rovnici

ot
/E YW;dQ = /V (KVaWw;) dQ2 — /KVu VW, dQ — /pC’atW dQ . (6.23)
Q
Nyni aplikujeme Gaussovu vétu vektorové analyzy
/V (KVaW;) dQ = %Kn -Vaw;dr, (6.24)
Q
Vsimneme si vyrazu Kn - Vu, ktery se vyskytuje v okrajovych podminkdch (6.17) — (6.18). Z tohoto

divodu zvolime Wj = =W} = —W? = Nj. Protoze 9Q =T’y UTy, z aditivity integralu plyne

7{ Kn - ViN; dl' = / Kn - ViN; dr + / Kn - ViN; dl (6.25)

a Neumannova okrajovd podminka z rovnice (6.22) zcela vymizi.
Dosazenim volby vahovych funkei a zminénych tprav dostavame rovnici

/Kva - VN; dQ + /pC%Nj o+ / (ecd® —E) N;dI' =0 . (6.26)
Q

Iy

Pozorujeme, Ze z ptuvodni rovnice druhého Faddu dostdavame rovnici pouze prvniho fadu.
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Obrézek 17: Povrchova teplota spoctend v k-té iteraci pro tepelnou vodivost K = 0,004 W/m/K. Nerelaxovana
Picardova metoda vede pro nizké hodnoty vodivosti k divergenci posloupnosti uy, konvergence doséhneme volbou vhodné
hodnoty relaxa¢niho parametru w.

V rovnici (6.26) se vyskytuji dva ¢leny, které je nutno vhodnou aproximaci eliminovat, a to ¢asova
derivace %7; a nelinedrni ¢len 4. Metodu pro feseni ¢asové zavislosti jsme popisovali v kapitole 6.3 —

¢asovou derivaci nahradime podilem diferenci

ou  a—a°
5~ A (6.27)

kde 4° znaéf Feseni v predchozim ¢asovém kroku, resp. po¢éteéni podminku, a At casovy krok. Ctvrtou

mocninu teploty bychom mohli linearizovat stejnym zptsobem jako pii odvozovani analytického feSeni
a* ~ ag -+ 443 (4 — dg) -

Vznik lokdlniho YORP jevu je vSak podminén nelinearitou (viz kapitolu 5.2), pouziti vyse uvedeného

vztahu je tedy nepfijatelné. Namisto toho uzijeme metodu postupnych iteraci, popsanou v podkapitole

6.1. Provedeme semi-linearizaci
ot ~ o | (6.28)

kde © oznacuje TeSeni z pfedchozi iterace. Vyslednou rovnici rozdélime na bilinearni ¢ast a na ¢ast
linedrni. Dostavame

a(i, N;) :/KVQ-VNidQ+/%C;ANidQ+/saﬁ@3NidF,
Q I
,&0
b(NJ) :/pCENJ dQ—i—/gNj dr . (629)
Q 1N
Dosli jsme k rovnici ve tvaru
Av)-u=b, (6.30)

kde u je neznamd. Vektor v byl spocten v predchozi iteraci, rovnice je tedy linedrni.

Kvuli problémum s konvergenci volime relaxaéni parametr w = 0,6. Tato hodnota zarucuje kon-
vergenci pro vSechny zkoumané hodnoty parametru, zaroven ale neni zbytetné mald. Itera¢ni proces
je ukonéen po splnéni podminky (6.10), zpravidla je potieba 2 az 8 iteraci, v zdvislosti na zméné
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teploty mezi éasovymi kroky. Pii maljch zménéch teploty je 4 =~ @.°, a poc¢dteéni hodnota & = dg je
proto velice blizka feSeni. V grafu 17 vidime konkrétni pribéh iteracniho procesu v daném ¢asovém
kroku. Zatimco nerelaxovand posloupnost w; diverguje, vhodnd volba relaxa¢niho parametru zpusobi
konvergenci.

Zbyva nam zakomponovat Dirichletovu okrajovou podminku, tedy

U= Ihutheory relsy, (631)

kde Inf = Z;wl f( [j])Nj je linearni interpolant funkce f. Tuto podminku splnime nésledovné:

pro viechny uzlové body rlU! € T'y polozime

a(Nj,Nj) = TGV 5
b(N]) = Ihutheory TGV 5

kde TGV je velmi vysoka hodnota (trés grande valeur), ve FreeFem++ rovna 10%°. TGV je ve vypoétu
efektivné nekonecno, vsechny nediagondlni prvky matice a(N;, NV;) jsou proto ve vypoctu hodnoty u,

zanedbatelné, a vyslednd hodnota tak bude pravé Ipusheory (Hecht, 2012).
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7 Numericky model pro jednoduché utvary

V této kapitole popiSeme vysledky naseho modelu. Model umoziiuje spocist lokdlni YORP jev pro
libovolnou geometrii povrchového utvaru, na idealizovaném piikladu vysoké zdi tak muzeme nase
vysledky porovnat s existujicim jednodimenziondlnim modelem (Golubov & Krugly, 2012). Numericky
model zahrnuje stiny vrhané tdtvarem, globédlni sebeohfev (od tepelné emitovaného i rozptyleného
zéfeni) a vliv absorpce zafeni na smér reaként sily.

Riizné tvary balvanii vytvaiime pomoci programu Blender 2.62, ktery je volné ke stazenil”.
Ziskame tak hranici uvazované oblasti slozenou z trojihelnikovych plosek. Néasledné vytvoiime tii-
dimenzionéln{ sif programem TetGen (Si, 2006).

Pro danou geometrii povrchového utvaru fesime tiidimenzionalni rovnici vedeni tepla s prislusnymi
okrajovymi podminkami pomoci programu FreeFem++ (viz dodatek B). Na zdkladé spoc¢teného rozlozen{
teploty na povrchu dtvaru uréime stiedni hodnotu momentu sily, kterym ttvar pusobi na asteroid.
Vypoctem stiedni hodnoty pro rizné parametry problému zkoumédme chovani lokdlnitho YORP jevu.

Vypoéty byly provadény na vypoéetnim clusteru hilda'®. Vypocet stiedni hodnoty momentu sily
pro danou sadu parametru trva 20 az 40 hodin v zavislosti na pouzitém modelu. Celkem bylo provedeno
kolem 500 vypoctu pro ruzné tvary balvanu a ruzné modely, coz odpovida piiblizné 500 dni vypocetniho
casu.

7.1 Diskretizace a jeji vliv na numerické reseni

P#i feSeni problému metodou koneénych prvku je nutné diskretizovat prostor i ¢as. Tim nutné dochézi
k numerickym chybam. S volbou jemnéjsi diskretizace bychom méli dostat presnéjsi vysledky. Cilem
této podkapitoly je zjistit, jak zavisi chyba numerického feseni na volbé diskretizace prostoru a casu.

Prostorova diskretizace

V kapitole 3 byly odvozeny vztahy pro radia¢ni silu, moment sily a zafivé toky, v integralnim nebo

v diferencidlnim tvaru. Pro numerické vypocty je nutné provést formdlni zdménu'®
N
s — S, , df — f /<p(7')d5’ =Y o(ri)S;
o0 =1

kde dS, resp. S; je plosny element, resp. i-ta ploska povrchu, df, resp. f, je elementarni sila, resp. sila
pfes konecény pocet plosek.

Vsechny funkce zavislé na prostorovych proménnych 7, jako norméla n, primérné emisni vektory
h, povrchova teplota w, stinici a viditelnostni funkce p, v apod. se tak redukuji na konecny pocet
funkénich hodnot v bodech r;, nélezicich ploskam S;. Diskretizace prostoru umoznuje hodnoty funkei
1 a v predpoécitat a poté uzivat béhem numerického feSeni rovnice vedeni tepla, nebot tyto hodnoty
jsou dédny pouze geometrii problému a nezaviseji na case.

Casova diskretizace

Spojitou zavislost funkce na ¢ase, ¢ = p(t), prevedeme na posloupnost funkénich hodnot v ekvi-
distantnich bodech s ¢asovym krokem At,

o(t) = ¢ = p(jAt).

Thttp://wuw.blender.org/ (ke dni 16. 5. 2014)
8http://hilda.troja.mff.cuni.cz/ (ke dni 16. 5. 2014).
197 4vislost na ¢ase pro zjednoduseni zépisu nevypisujeme.
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Derivaci funkce ¢(t) podle ¢asu nahradime podilem koneénych diferenci

dp  @f —pi™!
dt% At ’

Podobné jako pfi vypoctu plosného integralu je nutné aproximovat casovou stifedni hodnotu funkce
»(t) sumaci
1 f 1 X
== t)dt — — I,
= [ ot P
0 —

kde Pa; = P/At ozna¢uje pocet ¢asovych kroku za periodu.

Vliv diskretizace

Pro zkoumani chyby vzniklé diskretizaci potfebujeme numerické feSeni porovnavat s feSenim, které
povazujeme za piesné. To v obecnosti nezname, volime proto modelovou situaci, u které jsme analytické
feSeni odvodili — rovny povrch bez jakychkoliv topografickych utvart. Abychom mohli analytické
feSeni pokladat za presné, je nutné minimalizovat chybu linearizace. Parametry problému proto volime
tak, aby amplituda teploty byla vyrazné mensi nez jeji stfedni hodnota (konkrétné Au ~ 6 K, (u) ~
180 K). Zkoumdme zdvislost na tfech volitelnych parametrech:

A = Maximélni objem étyfstént tvoficich tifdimenziondlni sif. Tuto hodnotu je moZné nastavit
pii tetrahedronizaci v programu TetGen (Si, 2006).

At = Casovy krok. Je-li P rotacni perioda, pak se za jednu periodu provede P/At krokii.

¢ = Limit itera¢niho procesu, provadéného v ramci jednoho ¢asového kroku kvuli minimalizaci chyby
3

vzniklé pii semi-linearizaci teploty 4* ~ 403.
Cilem je zjistit, jak se bude liSit numericky spoctend povrchova teplota v od teoretické hodnoty utheory-
Proto je nutné specifikovat metriku, pomoci které budeme odchylku vyjadiovat. Zavedeme dvé metriky,
charakterizujici chybu spoctené teploty:

1 . . 2
J(Ua Uthcory) = PfAt Z <uj - uiheory) ) (71)

(7.2)

_ j_ .3
max(u, Ugheory) = Max ‘u Uheory

Metrika (-, -) predstavuje prumérnou kvadratickou odchylku od analytického feseni v Kelvinech, me-
trika max(-,-) maximdlni absolutni odchylku v Kelvinech. Grafy téchto hodnot pro ruzné prostorové
a Casové diskretizace jsou na obrazku 18. Pozorujeme, ze se zmenSovanim ¢asového kroku a objemu
¢tyfsténu konverguje teplota u k analytickému feSeni Uheory- Casovy pribeh teploty a konvergence
k analytickému feseni je vidét na obrazku 19.

Pro nizké hodnoty tepelné vodivosti K (K < 0,01 W/m/K) bude dochézet k vyraznym odchylkdm
od analytického feSeni, nikoliv v8ak kvuli numerickym chybdm, ale kvuli linearizaci ¢tvrté mocniny
teploty v analytickém fesSeni. V téchto pripadech se muze analytické feSeni povrchové teploty odchylovat
od FeSeni nelinedrniho problému o desitky procent, a nelze je tedy pouzit pro odhad chyby.

Prostorové diskretizace ovliviiuje chybu vysledné teploty dvojim zpusobem. Na objemu étyfsténu
A zévisejl bazové funkce NN;, jemnéjsi diskretizace pfinese presnéjsi aproximaci hladké funkce u
linearni kombinaci bazovych funkci @. Diskretizace prostoru vsak také ovlivni trojihelnikové plosky
tvofici hranici oblasti, a tedy i funkce definované na hranici, zejména stinici funkci p a viditelnostni
funkci v. Vliv diskretizace povrchu na vrhany stin je vidét na obrazku 20.
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Uvéazime-li na povrchu balvan ve tvaru zdi, vysledna sila, kterou bude tento utvar pusobit, bude
déna rozdilem sil, kterymi putsobi zdpadni a vychodni strana zdi. Pfitom sily na obé strany jsou
zpravidla podobné velikosti, rozdilem téchto hodnot dojde k narustu relativni chyby. Je proto tieba
volit velice maly casovy krok At i objem ¢tyisténu AQ.

Z vyse uvedeného neni mozné omezit numerickou chybu obecné, nebot feseni taktéz zavisi na poctu
iteraci, na tepelném parametru © a na geometrii problému. Pro dany ttvar proto volime diskretizaci
prostoru a ¢asu a limit itera¢niho procesu tak, aby snizeni limitu na polovinu, resp. zmenseni objemu
¢tytsténu ¢i casového kroku na polovinu, nezménilo feseni vice nez o stanovenou chybu. Zpravidla
volime AQ~1 = 100000, P/At = 1440 a ¢ = 0,1. Pfi snizeni itera¢niho limitu? na polovinu dojde

ke zméné teploty o piiblizné 0,2 %.

oRivgE e NXo~=

—

10

iloostioyNmwe =

coooooooooR

ax(u, Utheory) [K]

(a) Stfedni kvadratickd odchylka od analytického
feseni o (u, Ugheory)-

(b) Maximdlni odchylka od analytického FfeSeni
max(u, Utheory )-

Obrézek 18: Konvergence v Case a prostoru. Odchylka vynesena v zavislosti na reciproké hodnoté objemu ctyfsténu
AQ~1 a na poctu casovych krokii za periodu P/At.

187 T T 187 T T
Analytické feseni ———— Analytické feseni ————
186 | AQ~! = 10000 R 186 | P/At =300 R
AQ =1000 —— P/At =100 ——
185 f, \ AQ!'=100 —— 185 P/At =30
\ P/At =10
184 184
183 Eoos3
182 182 |
181 181 |
180 180 |
179 1 1 1 179 1 1 1
0 0,5 1 15 2 0 0,5 1 15 2
t/P t/P

(b) Konvergence pii zmensovan{ ¢asového kroku. Pro-

(a) Konvergence pii zjemiovani{ prostorové diskreti-
storové diskretizace zvolena AQ~1 = 10000.

zace. Casovy krok zvolen P/At = 100.

Obrézek 19: Numerické feSeni povrchové teploty pro ruzné prostorové a casové diskretizace. V obou piipadech pozo-
rujeme konvergenci k analytickému feSeni.

20Pfipomeiime, ze iteraéni proces je ukonéen, je-li |[ugy1 —uy|| < €. Pro tfidimenzionalni sit slozenou z 20 000 uzlovych
bodt bude proto rozdil teplot v k a (k + 1) iteraci < 1073 K.
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Obrazek 20: Stin pro Sest ruznych rozliSeni povrchu (—log AQ = 1,2,3,4,5,6 brdno zleva shora), vrzeny Sluncem,
které se nachazi 45 ° nad horizontem.

7.2 Zavislost stifedniho tlaku na parametrech

Moment sily stfedovany pies periodu, kterym pusobi asymetricky povrchovy utvar, bude mit smér
obecné ruzny od rotaéni osy e. Smér i velikost momentu zéviseji na pfesném tvaru a na velikosti
utvaru. I symetricky dtvar vSak muze pusobit nenulovym momentem diky laterdlnimu vedeni tepla.
Dulezitou vlastnosti tohoto jevu je jeho aditivita — radia¢ni sila vzdy pusobi ve sméru rotace a
prispévky od jednotlivych dtvara se navzdjem scitaji.

Moment sily, kterym ptisobi asymetrické utvary, lze pak chépat jako slozeni pfispévku od asyme-
trie a od laterdlniho vedeni tepla. Uvazujeme-li velky pocet utvart, které jsou na povrchu nidhodné
orientovany, ocekavame, ze piispévky od asymetrie se budou vzdjemné rusit, diky vedeni tepla vSak
budou tutvary vykazovat urcity globdlni trend — budou pusobit silou ve sméru rotace, ¢ili momen-
tem ve sméru rota¢ni osy. Zaméime se nyni pravé na tuto slozku momentu sily, kterym zkoumany
utvar pusobi. Z rovnice (3.30) vidime, Ze pravé tato slozka zptusobuje zménu tihlové frekvence, coz je
méfitelnd velicina (alespon v principu).

Elementarni sila, pusobici na dané misto, ma smér obecné odlisny od mistni normély, nebot &ast
zareni, kterd je z daného mista vyzarena, je pohlcena na nerovnostech povrchu. V kapitole 3 jsme proto
zavedli prumérné emisni vektory h (3.11), které smér a velikost sily charakterizuji. Pfitom z tohoto
vektoru prispéje pouze urcitd slozka do zmény thlové frekvence:

dw

aoch ex (rxdf)-ex(rxh)-e=(exr)-h,
kde e oznacuje jednotkovy vektor ve sméru rotacni osy. V kartézskych topografickych soufadnicich
v bodu na rovniku asteroidu je vektor e shodny s jednotkovym vektorem ve sméru osy z, osa z je
potom orientovana v radialnim sméru:

Pozorujeme, Ze jedind slozka sily df, resp. vektoru h, kterd prispivd do zmény uhlové frekvence, je
y-ova slozka h,.
Pro porovnavani velikosti momentu pro ruzné ttvary a ruzné hodnoty parametri je vyhodné zavést

bezrozmérny tlak
1 u?
MN=— [ —h,dl 7.3
5 [ Sy (7:3)
I'y
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kde S oznacuje plochu daného ttvaru. Projekce vysledné sily do sméru y je potom

U= Ao g (7.4)

fy = -
Vsimnéme si, ze plocha S po dosazeni II do rovnice (7.4) vymizi{, md vSak vyznam normalizacni;
bezrozmérny tlak II potom skuteéné odpovida tlaku a nikoliv tlakové sile.
Uvazime-li zed, jejiz sténa s obsahem S m4 konstantn{ teplotu u, pri normalové aproximaci h,, ~ %
dostaneme pro bezrozmérny tlak vztah

c

2 ut
= 517** .
Nage definice (7.3) je proto zobecnénim bezrozmérného tlaku z Golubov & Krugly (2012).
Teplota u je ¢asové proménnd s periodou P, a stejnou vlastnost ma tudiz i tlak II. Velikost
vysledného momentu charakterizuje stfedni hodnota bezrozmérného tlaku

(1) = %/Hdt . (7.5)

Stredni bezrozmérny tlak je netrividlni funkci parametru (viz kapitolu 5.3)

(IT) = (1) (©, a/ Lwave, b/ Lwave, ¢/ Lwaves --+)

kde a,b,c, ... pfedstavuji geometrické parametry zkoumaného ttvaru. Cilem je nalézt tuto (spojitou)
zévislost vypoctem (II) v dostate¢ném poc¢tu boda a vhodnou interpolaci. Zajimé nds predevsim ob-
last v prostoru parametri v okoli mazima stiedniho tlaku, nebot z této hodnoty miiZeme usuzovat
na velikost topografickych utvaru, které maji na lokdlni YORP jev nejvétsi vliv. Jiz vime, Ze stfedni
tlak klesd do nuly v limitnich pfipadech ©® > 1, © < 1, a > Lyave ¢1 @ < Lyave, jak bylo ukazano
v kapitole 4.5.

Jako modelovy ttvar pro zkoumani vlastnosti stfedntho tlaku (II) pouZijeme zed jejiz vyska je
vyrazné vetsi nez Sitka. Ackoliv je takovy povrchovy tutvar pomérné nerealisticky, umoziiuje porovnat
stredni tlak (II) s vysledkem jednodimenziondlntho modelu z prace Golubov & Krugly (2012). Zed
je taktéz vhodnym utvarem pro zkouméani vlivu globalniho sebeohievu a absorpce tepelného zareni
na vysledny tlak. Geometrii itvaru popiseme jedinym parametrem, a to tloustkou zdi d. Stiedni tlak
proto bude zdviset na tepelném parametru © a na bezrozmérné tloustce d/ Lyave??.

Uvazujeme insolacni funkci ve tvaru & = (1 — An)Pp cosVgu, kde g je zenitovd vzdalenost
Slunce a j je stinici funkce. Neuvazujeme prozatim tepelné a rozptylené zafeni, které na zed dopada
od okolniho povrchu asteroidu. Pro vypocet radia¢ni sily uzivime norméalovou aproximaci, df « n.
Za normaliza¢ni plochu, na kterou budeme bezrozmérny tlak (IT) vztahovat, volime obsah bo¢ni stény
zdi. V dusledku nebude tlak zéviset na vySsce ¢i ifce zdi.

Na obrazku 21a vidime zdvislost stiedniho bezrozmérného tlaku (IT) na tloustce zdi d a na tepelné
vodivosti K, jsou-li ostatni parametry konstantni. Tento graf bude odliny pro ruzné hodnoty hustoty
p, kapacity C apod., lze z n&j vsak vidét, jaké hodnoty tloustky zdi a tepelné vodivosti jsou pro nas
problém relevantni. Graf 21b je zdvislost tlaku na bezrozmérnych parametrech © a d/Lyaye. Pozoru-
jeme, Ze maximéln{ stfedn{ tlak pisobi na zed pii d/Lyave ~ 1. Maximum v zdvislosti na tepelném
parametru je pak pro © ~ 0,5. Tvar zdvislosti je obdobny jako v Golubov & Krugly (2012), maximaln{
tlak je pritom nizsi kvuli odliSné insolaéni funkci.

7.3 Porovnani riznych modela insolaéni funkce

Vysokou zed pouzijeme pro zkoumdni zdvislosti stiedniho tlaku (IT) na rtznych modelech insola¢ni
funkce. Zvolime konstantni tepelny parametr ©® = 0,5 a sledujeme z&avislost tlaku na bezrozmeérné
tloustce zdi d/Lyaye. Pouzivdme tyto modely:

21V Golubov & Krugly (2012) jsou uzivény parametry © a d/Lcond, kde Leond = © - Lwave. Vdimnéme si, Ze takto
definovand vzdalenost Lconq nezavisi na thlové frekvenci w.
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(a) Zavislost stfedniho bezrozmérného tlaku (II) (b) Z&vislost stfedniho bezrozmérného tlaku (IT)
na tloustce zdi d a na tepelné vodivosti K. na bezrozmérné tloustce d/Lwave a na tepelném pa-
rametru ©.

Obrazek 21: Parametrickd zdvislost stfednfho bezrozmérného tlaku (IT) v okoli jeho maxima pro balvan ve tvaru zdi.
Uvazujeme stiny vrhané zdi, globdlni sebeohfev neni zahrnut.

e Vrhané stiny oznacCuje model, ktery zahrnuje stinéni nekonvexitami povrchu. Zarivé toky od
viditelnych ¢asti povrchu se zanedbavaji.

e Iradia¢ni faktor je zjednoduseny model snaZici se zohlednit zdFeni dopadajici na zed od ostatnich
¢asti povrchu pfiddnim faktoru 2 k insola¢ni funkci, tedy € = 2(1 — Ay, ) Pg cos Ve p. Tento model
je uzivany v Golubov & Krugly (2012).

e Globalni sebeohiev uvazuje kromé zafivého toku £ téz piispévek emitovaného zareni od po-
vrchu asteroidu — tepelného toku ;.4 a rozptyleného toku &, pocitanych dle vztahu (3.24) a
(3.25).

° ijlny model zahrnuje vypocet prumérnych emisnich vektoru h, zohlediiuje tedy vliv absorpce
zafeni na smér a velikost reakéni sily. Pfedchozi modely uzivaji normalovou aproximaci h ~ %n

Zavislost (IT) = (IT)(d/Lyave) je pro zminéné modely vidét na obrdzku 22. Vysledek modelu iradiacni
faktor je v dobré shodé s jednodimenziondlnim modelem z prace Golubov & Krugly (2012). Dostdvame
takika stejnou maximéln{ hodnotu stiedniho tlaku (IT) = 0,014, prubéh zdvislosti se véak v nékterych
ohledech lisi.

Stiredni tlak je ve v8ech uvazovanych piipadech kladny, a lokalni YORP na symetrickych utvarech
bude proto vzdy zpusobovat urychlovéni rotace. Odlisny vysledek uvddi Golubov & Krugly (2012),
pro ur¢ité hodnoty parametru O, d/Lcona vznikd zdporny stiedni tlak. Autofi vsak vyjadiuji jistou
pochybnost nad timto vysledkem.

Oproti modelu Golubov & Krugly (2012) taktéz pozorujeme vznik druhého lokdiniho mazima
zévislosti sttedniho tlaku (IT) na bezrozmérné tloustce d/Lyaye. Lokdlni maximum se objevuje pro ve-
likosti utvara € ~ 0,1 Lyave. Pro nase modely je lokdlni maximum nejvyraznéjsi pro dping model.
7 obrazku 22 vidime, ze v okoli hlavniho maxima zavislosti je tiplny model relativné dobfe aproxi-
movan modelem nejjednodussim, tedy modelem uvazujicim pouze vrhané stiny. V okoli sekundarniho
maxima vSak je odchylka téchto modelu znac¢na, uplng model zde dokonce prevazuje nad modelem
globdlni sebeohrev, ktery uvazuje normélovou aproximaci sméru radiaéni sily. Model znaceny iradiacni
faktor pomérné presné vystihuje model globdlni sebeohiev. Prostym vynasobenim insola¢ni funkce fak-
torem 2 tak dostavame dobré priblizeni vysledku, ktery obdrzime po zahrnuti globalniho sebeohievu.

Porovnejme modely wrhané stiny a globdlni sebeohiev. Zahrnutim sebeohfevu dojde k zvySeni
stFfedniho tlaku o ~ 50 %. Timto se lokalni YORP jev odlisuje od jevu globalniho. UvéZeni sebeohfevu
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0,003
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0,001
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Obrazek 22: Zavislost stiedniho tlaku (II) na bezrozmérné tloustce zdi d/Lwave. Tepelny parametr © = 0,5. Kfivky
odpovidaji ruzné slozitym modelim. Vrhané stiny uvazuje pouze vzdjemné stinéni Casti povrchu a zcela zanedbava
globdlni sebeohtev. Iradiacéni faktor zohlednuje sebeohfev pfiddnim faktoru 2 k insola¢ni funkci. Globdini sebeohrev za-
hrnuje zafeni rozptylené a tepelné emitované od vsech viditelnych plosek povrchu. Uplny’ model uvazuje kromé globalniho
sebeohfevu téz vliv absorpce zareni na smér reakéni sily.

pfi modelovéni globdlniho jevu zpusobi pro ~ 75 % tvaru asteroidu (redlnych i synteticky vytvorenych)
pokles déinku, at jde o zpomalovani &i zrychlovén{ rotace (Rozitis & Green, 2013a).

7.4 Zavislost stifedniho tlaku na geometrii titvaru

Vysoké zed je pochopitelné nerealistickym topografickym ttvarem, zaméifme se proto na obecnéjsi
tvary, jejichz vyska je srovnatelnd s jejich délkou, resp. §ifkou. Zatimco stiedni tlak, kterym pusobi
zed, je mozné modelovat i jednodimenzionalnim modelem, u obecnéj$ich balvani to jiz neni mozné,
a projevi se tak vliv tfidimenziondlniho vedeni tepla. Postupujeme od idealizovanych tvaru az k tvaru
zcela obecnému a sledujeme, jak se pro jednotlivé utvary lisi stfedni bezrozmérny tlak. Aby bylo mozné
jednotlivé ptripady porovnavat, zvolime jednotny parametr ¢ charakterizujici velikost objektu, a to tak,
ze % odpovid4 obsahu zdkladny dtvaru. Hodnotu ¢? zéroveii pouzijeme jako normalizaéni plochu S.
Geometrie balvanu, které jsme ve vypoctech pouzili, je zobrazena na obrazku 23.

(a) Krychlovy balvan (b) Hemisféricky balvan (¢) Balvan obecného tvaru

Obrazek 23: Topografické ttvary, pro které porovndvame zdvislost stfednfho tlaku (II) na bezrozmérné velikosti
K/ Lwave.
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7.4.1 Krychlovy balvan

Pro balvan ve tvaru krychle odpovida rozmérovy parametr £ délce hrany krychle. Zkoumame zédvislost
tlaku (IT) na bezrozmérné hrané krychle ¢/ Ly,ye pro ruzné hodnoty tepelného parametru ©. Problém
feSime ve dvou scénafich. V prvém uvazujeme krychli stejného slozeni jako material podlozi, v druhém
poklddame krychli na regolit, jehoz materidlové parametry jsou dle Farinella et al. (1998): tepelna
vodivost K = 0,0015 W/m/K, mérna tepelnd kapacita C = 680 J/kg/K, hustota p = 1500 kg/m3.
Kvili malé tepelné vodivosti regolitu je znaéné omezeno vedeni tepla z dtvaru dovniti asteroidu (a
naopak). Zdvislosti stfedniho tlaku (IT) na bezrozmérné hrané ¢/ Ly,ye pro oba zminéné piipady jsou
na obrazku 24. Teploty na povrchu balvanu jsou zobrazeny na obrazku 25.

Pro krychli z homogenniho materialu pozorujeme velmi vyrazné lokalni maximum v okoli ¢ ~
0,1 Lyave. Pro pfipad © = 0,3 je dokonce srovnatelné s maximum hlavnim v okoli £ ~ Ly.ve. Lokalni
maximum ziejmé souvisi s vyménou tepla mezi tvarem a podlozim, nebot pro piipad krychle lezici
na regolitu (obrdzek 24b) maximum zanikd. Stéle vSak v misté maxima pozorujeme zmirnén{ klesanf
funkece.
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(a) Piipad homogenniho materidlu — krychle md stej-  (b) Pfipad odlisného materidlu krychle — krychle lez{
nou vodivost jako podlozi. na regolitu s malou tepelnou vodivosti.

Obrazek 24: Zavislost stfedniho tlaku (IT) na bezrozmérné délce hrany krychle ¢/ Lyave. Jednotlivé kiivky odpovidaji
ruznym hodnotdm tepelného parametru ©.

7.4.2 Hemisféricky balvan

Malé balvany nachézejici se na povrchu asteroidu zpravidla nemaji stény kolmé k povrchu a vyska
¢asti, kterou vyénivaji nad povrch, je mensi nez jejich sitka. Zkusime proto tyto skutecnosti zohled-
nit uvdzenim balvanu, jehoz stény sviraji s povrchem thel ~ 50° a jehoz vyska je rovna ~ 1/3 jeho
délky (prumeéru). Takovy dtvar predstavuje balvan, ktery je vétsinou svého objemu zabofen v regolitu.
Pro zjednoduseni vSak uvazujeme pouze balvan lezici na rovné vrstvé regolitu. Zavislost stfedniho
tlaku na bezrozmérné velikosti hemisférického balvanu ¢/Lyave pro tepelny parametr © = 0,5 je
na obrazku 26.

Oproti krychli (obrézek 24) pozorujeme vyrazny pokles stfedniho tlaku. To je pochopitelné: je-
li Gtvar vysoky a jeho stény sviraji s povrchem velky thel, pak radiaénf tlak pusobi diky velké plose
znacnou tlakovou silou a taktéz znac¢nym momentem sily diky velkému ramenu. Naopak, plochy balvan
nebo balvan zasazeny hluboko do regolitu vy¢niva nad povrch mensi plochou a kvuli sklonu stén bude
taktéz mensi rameno momentu. Krychlovy i hemisféricky balvan lezi na stejné ploge £2, kviili odlisnému
tvaru se v8ak jejich stfedni bezrozmérny tlak 1isi o faktor 5.
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(a) t=6h (b) t=9h (c) t=12h
(d) t=15h (e) t=18h (f) t=21h

Obrazek 25: Teplota na povrchu krychlového balvanu v ruznych ¢asovych okamzicich. U jednotlivych obrazku je uveden
¢as odpovidajici rotaci asteroidu, pfi ¢ = 12 h se Slunce nachézi v zenitu.

7.4.3 Balvan obecného tvaru

V piedchozim jsme balvan volili symetricky, stfedni tlak proto klesal k nule pro malé hodnoty vodivosti,
resp. pro velké hodnoty bezrozmérné velikosti £/ Lyayve. Balvan obecného tvaru bude ptsobit nenulovym
momentem i pro malé hodnoty vodivosti pravé kvuli asymetrii. Tento moment bude zaviset na orientaci
uvazovaného utvaru.

Pokud bychom chtéli ziskat urc¢itou invariantni informaci o tlaku, ktery na obecny balvan pusobi, je
tfeba uvazit ruzné orientace balvanu na povrchu a hodnoty stiedniho bezrozmérného tlaku pro ruzné
orientace prumeérovat. Oc¢ekavame, ze piispévky k tlaku od asymetrie se pfi prumérovani vzajemné
kompenzuji. Prumeérovand zévislost (IT)(¢/ Lyayve) bude proto klesat k nule pro K — 0, resp. £/ Lyave —
00, jako je tomu pro symetrické ttvary. Zavislosti stfedniho tlaku (IT) na bezrozmérné velikosti balvanu
£/ Lyave pro ruzné orientace jsou zakresleny v obrézku 27.

Uvazovany balvan je ¢asti objemu zabofen do regolitu. Tim se odliSuje od pfedchozich modeli,
ve kterych ttvar lezel na rovné vrstvé regolitu. Maximum prumérované zavislosti stfedniho tlaku na
bezrozmérné velikosti je mens{ oproti zavislosti pro krychli (obrdzek 24), lisi se ptiblizné faktorem 2.
Ve srovnani s hemisférickym balvanem je naopak maximum vétsi faktorem 3. Tento vysledek neni
prekvapujici. Balvan je znac¢né nepravidelny a sily, kterym pusobi zafeni na jednotlivé plosky utvaru,
nemaji vSechny stejny smér, jako je tomu v ptipadé krychle. Na rozdil od hemisférického balvanu je
vSak podstatné vyssi (viz obrdzek 23) a pii stejném obsahu zdkladny tak bude pusobit véts{ silou.

Podotknéme, Ze prumeérovana zavislost se zméni, budeme-li ji uréovat z vétstho poctu ruaznych
orientaci. Pravdépodobné vSak nedojde k zddné vyrazné zméné.

7.5 Zobecnéni problému

Doposud jsme zkoumali zdvislost stfednitho bezrozmeérného tlaku (IT) na parametrech za urcitych
predpokladu (viz kapitolu 4.3). V této casti se pokusime zjistit, jakym zpusobem se tlak zméni, pokud
néktery z predpokladi opustime ¢i zeslabime.
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Obrazek 26: Zavislost stfedniho tlaku (II) na bez- Obrazek 27: Zavislost stfedniho tlaku (II) na bez-

rozmérné velikosti hemisférického balvanu ¢/Lwave rozmérné velikosti balvanu obecného tvaru £/Lwave

pro tepelny parametr © = 0,5. pro tepelny parametr © = 0,5. Jednotlivé kiivky
odpovidaji ruznym orientacim balvanu (otoCeni o
0°,90°,180° a 270°).

7.5.1 Zavislost na asteroidopisné §iice
Vychozim predpokladem, odstranujici jeden z volnych parametru insola¢ni funkce, byla nulova aste-
roidopisna sitka zkoumaného utvaru, tj. itvar se nachazel na rovniku asteroidu. Vektor ng sméfujici
ke Slunci tak v kartézskych obzornikovych topocentrickych souradnicich mé z-ovou komponentu vzdy
nulovou.

Utvar nyni umistime na obecnou asteroidopisnou sitku 9. Pfedpokladdme-li nadéle nulovou sikmost
asteroidu, a tedy nulovou deklinaci Slunce, dostaneme kartézské slozky vektoru ng

ne =sindcost e, —sint ey, — cosdcost e, , (7.6)

kde t oznacuje hodinovy thel. Stfedni tlak bude pochopitelné zaviset na konkrétni geometrii ttvaru.
Pro tii ruzné modelové piipady je zavislost (II) = (II)(¥) vykreslena na obrazku 28.

Vsimnéme si, ze pro krychlovy balvan je stiedni tlak vyssi na asteroidopisnych sitkach okolo 30 °
oproti rovniku. To je pochopitelné dano specifickou orientaci dtvaru; svird-li Slunce nenulovy thel
s mistni normélou, zahtiva vétsi plochu krychle ve srovnani s piipadem, kdy je Slunce v zenitu. Mirny
néarust stfedniho tlaku s rostouci asteroidopisnou &ffkou pozorujeme i pro zed', pro hemisféricky balvan
je zavislost klesd jiz pro okoli rovniku.

7.5.2 Zohlednéni vzijemného stinéni

Doposud jsme uvazovali osamocené itvary — kazdy utvar pusobi momentem, ktery je ddn pouze
polohou utvaru na povrchu asteroidu a nezavisi na rozmisténi ostatnich ttvaru. Tato situace vsak neni
konzistentni s velkou hustotou balvant, kdy dochazi k vzdjemnému stinéni a navic ¢ast zareni bude
pohlcena, dojde proto k snizeni momentu sily. Uvazujeme proto situaci, kdy je lokalni horizont vyvysen
ve viech smérech o elevaénd whel 1. Utvar tak bude lezet ve tmé tehdy, kdyz bude zenitova vzdalenost
Slunce 9o > 90° — 1), resp. 9o < 270° 4. Zavislost stiedniho tlaku na eleva¢nim hlu je na obrazku
29.

Vidime, ze stfedn{ tlak pomérné rychle klesé s rostoucim eleva¢nim tthlem — tlak klesne na polovinu
pro uhel piiblizné 40°. V uvedeném vypoctu jsme neuvazovali globalni sebeohiev a vliv absorpce
emitovaného zareni povrchem.

10
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Obrazek 28: Zavislost stfedniho tlaku, normovaného Obréazek 29: Zavislost stfedniho tlaku na elevaénim
tlakem na rovniku, na asteroidopisné Sifce. thlu .

7.6 Vypocet tihlového zrychleni

Distribuce velikosti balvantii na povrchu asteroidu je zpravidla dobie aproximovatelnd mocninnou
zdvislosti. Pfedpoklddejme, Ze diferencidlni rozdéleni velikosti N (£) je v rozmezi velikosti £inin aZ fmax
dano znamou zavislosti

N(6)dl = Nole) de (7.7)

kde Ny je normalizaén{ konstanta, volend tak, aby Niotal = |, ;::’:" Nol€]Y d¢ byl celkovy pocet ttvara
na povrchu ve zvoleném rozmezi velikosti. Aby nerostl celkovy povrch utvaru s klesajici velikosti £in
nade vSechny meze, je tieba volit v < 3.

Predpokldddme, Ze kazdy utvar ptisobi momentem, ktery je zavisly pouze na umisténi na povrchu,
nezavisi na rozmisténi ostatnich utvart. Za tohoto predpokladu odvodime vztah pro celkovy moment
sily, kterym povrchové ttvary pusobi.

Ozna¢me 6T'(¢) stfedni hodnotu momentu sily (pfesnéji projekce momentu sily do sméru rotacni
osy e), kterym pusobi jediny dtvar velikosti £. Pokud moment nezavisi na umisténi (naptiklad pokud
jsou dtvary rozmistény na rovniku sférického asteroidu), potom dostaneme vysledny moment

Lmax
T= | TN . (7.8)
!

Budou-li dtvary rozmisténé s distribuéni funkei D ve sférickych souradnicich 9 a ¢), potom

7= / / ST (0,9, )N (£)D(¥, ) dedT . (7.9)

7.6.1 Sféricky asteroid
Zkusme nyni odhadnout fadovou velikost tthlového zrychleni. Uvazujme asteroid ve tvaru koule o po-

loméru r, na které jsou itvary rozmistény izotropné — distribuéni funkce je tedy D(4, ) = 1/(47r?).
Parametrizaci sférickymi soufadnicemi dostaneme

I

2 fmax
T:% / / ST (€, 9)N (€) A cos o (7.10)

—% Lmin

90
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Moment sily 6T vyjadifme pomoci sttedniho bezrozmérného tlaku (IT), ktery obecné zévisi na velikosti
utvaru £ i soutadnici 9: | AN
ST(0,0) = m(nm )0 cos ¥ (7.11)
c

kde Ay je hemisférické albedo, @ zarivy tok Slunce, ¢ rychlost svétla a cos® bezrozmérné rameno
momentu.

Dulezitym parametrem, ktery vyrazné ovliviiuje vysledny moment T, je celkovy pocet ttvart Niotal,
resp. normalizacni konstanta Ny. Pocet utvaru vsak zavisi na poloméru r a je tézké ho odhadnout.
Namisto toho ozna¢ime pomeérnou ¢ast povrchu, kterou pokryvaji utvary, jako f. Celkovy pocet ttvaru

na povrchu Niota) je potom
4rr? f
Ntotal = ﬁ ;
kde ¢2 znaéi stiedni hodnotu obsahu zékladny tdtvaru. Uvazujeme-li mocninné rozdéleni velikosti s ex-
ponentem v, (normovand) hustota pravdépodobnosti o(¢) mé tvar

l—vy
of) = ==t (7.12)

min

a stfedni obsah zdkladny 2 je tedy z definice roven

lmax
— L—y 3y — 03
2 / o(0)f? At = —— ) Zmax ~ “min
' 3— Y Kma;y( - Emig

Dostédvame vztah pro normaliza¢ni konstantu diferencidlntho rozdéleni velikosti (7.7):

1—v 2 -7
No = mNtotal = 4mr fm .
Po dosazeni odvozenych vztahit do (7.10) dostaneme
2173 f(3 TR Bl
T="0 1 ;” (1= An)®o / / (TT) (€, 9) 6>~ cos 9 de d . (7.13)
gmal - gmir;y ¢
—% Lmin

Pro dalsi dpravy jiz potiebujeme explicitni zdvislost stfedniho tlaku (IT) na velikosti utvaru £ a aste-
roidopisné sifce ¥. Abychom mohli integral ve vztahu (7.13) spocist analyticky, uvazme jednoduchou
zavislost

(IT)(£,9) =Ty cos ¥ .

Jde o hruby odhad; predpokladame, ze ttvary v uvedeném rozmezi pusobi tlakem nezdvislym na veli-
kosti, cos ¢ predstavuje odhad zavislosti tlaku na asteroidopisné sifce. Diky tomu je mozné separovat
proménné v integralu. Po dosazeni dostdvame vysledny vztah pro celkovy moment sily

8

T = g’/’f?"gfﬂoi(l — Ah)@@ .

(7.14)

Vsimnéme si, ze tento vztah je nezavisly na parametrech mocninného rozdéleni, tj. fmin, fmax, - Jde
o dusledek volby konstantniho stfedniho tlaku IIj.

Uhlové zrychlenf dostaneme ze zndmého momentu sily podle vztahu (3.30), totiz vydélenim mo-
2,2

mentem setrvacnosti homogenni koule I = ¢mr* = 1—857rp7’5, kde p oznacuje hustotu asteroidu,

dw o 5fH0 (1 - Ah)@@

dt — pr? c
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Pro numericky vysledek dosadme vhodné hodnoty parametrii. Uvazme asteroid ve vzddlenosti 1 AU
s polomérem r = 1km, hustotou p = 2500kg/m?® a hemisférickym albedem A;, = 0,1. Ve volbé
sttedniho bezrozmérného tlaku IIy se skryva velkd nejistota. Zatimco pro uvazovany hemisféricky
balvan (obrazek 26) by byla vhodné volba Iy ~ 0,001, pro balvan obecného tvaru (prumérovand
zavislost na obrdzku 27) dosahuje stfedni tlak vyssich hodnot, a tudiz jej muzeme aproximovat volbou
Iy ~ 0,003. Na zdkladé toho volime stiedni tlak I = (24 1) - 1073.

Predpokladejme, ze topografické utvary, na které pusobi tento tlak, pokryvaji desetinu celkového
povrchu, tj. f = 0,1, ostatni Utvary pro jednoduchost neuvazujeme. Zrychleni sférického asteroidu
vlivem povrchovych ttvara je potom rovno

d
&~ (1,2£0,6) - 1078 rad/d? .
dt

Vétsina parametru byla pouze odhadnuta, vysledek je proto nutno chéapat jako fadovy odhad velikosti
momentu, kterym pusobi povrchové utvary. Nejvétsi nejistotu prestavuje pomérné plocha utvaru f a
konstanta stfedniho tlaku IIj.

Srovnejme tuto hodnotu s vysledkem modelu globélniho YORP jevu. V préci Capek & Vokrouhlicky
(2004) byla zkouména zdvislost zmény thlové frekvence na sikmosti pro synteticky generované tvary
asteroidu. Tyto asteroidy mély objem stejny jako koule o poloméru 1km, ¢ili stejny jako v naSem
vypoétu. Hustota byla taktéz totoznd, tj. p = 2500kg/m3. Pro vSechny asteroidy byla uvazovana
kruhovéa orbita s polomérem 2,5 AU, zatimco v naSem vypoctu jsme pouzili orbitu o poloméru 1,0 AU.
Z&Fivy tok Slunce @, klesa se vzdalenosti R jako ®¢ oc R™2. Upravime-li nas vypocet pro sféricky
asteroid ve vzdalenosti 2,5 AU, dostaneme zrychleni tadu

dw
de R=2,5AU

Pro porovnavani vysledkt zavedme charakteristickou dobu YORP jevu 7 = P/(dP/dt), kde P je
rotaéni perioda. V praci Capek & Vokrouhlicky (2004) je pocétecni perioda syntetickych asteroidi
polozena P = 6h, charakteristickd doba se potom pohybuje od 2Myr do piiblizné 40 Myr. Medidn
je roven 14,3 Myr pro nulovou vodivost, pfi uvézeni nenulové vodivosti pak dojde k mirnému po-
klesu. Spocteme-li charakteristickou dobu YORP jevu pro sféricky asteroid na zdkladé naseho vypoctu,
dostédvdme 7 = (35+18) Myr. Tato hodnota je zcela srovatelnd s hodnotou spoctenou pro globélni topo-
grafii. Povrchové utvary tak ziejmé k vyslednému momentu pfispivaji mirou srovnatelnou s globalnim
jevem.

~(2,0+1,0)-10 % rad/d? .

7.6.2 Itokawa

Nyni pfejdeme k vypoctu ihlové frekvence v méné idealizovaném piipadé. Jako zakladni téleso vez-
meme asteroid (25143) Itokawa, u kterého zndme tvar povrchu s velkou pfesnosti (Gaskell et al., 2006).
Problém jiz neni fesitelny analyticky, a k feSeni tedy pouzijeme numerické metody. Na zakladé foto-
grafif povrchu Itokawy byla nalezena kumulativni, resp. diferencidlni distribuce velikost{ balvanu (Saito
et al., 2006)

N(>0) ~4,8-10* - [(] 28 (7.15)

m

N(0)de ~1,3-10° - [(] 28 de (7.16)

Uvedené rozdéleni je dobrym piiblizenim pro velikosti itvara £ 2 1 m, pro mensi utvary se zavislost
zacind zvolnovat (Miyamoto et al., 2007). Dostupné informace nevypovidaji nic o distribuci ¢i celkovém
poctu ttvari o velikostech 1072 az 1073 m, které jsou pro nas problém relevantni.
Celkové plocha, kterou by zaujimaly tUtvary o velikostech 1072 az 10~! m s uvedenym rozdélenim
velikosti, by byla
Lmax

Stotal = / PN()dl~4,0-10"m? . (7.17)

Lmin
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(a) Fotografie ST_2563607030_v. (b) Fotografie ST_2563537820_v.

Obrazek 30: Balvany na povrchu Itokawy, ze kterych odvozujeme mocninné rozdéleni velikosti. Snimek vpravo se ¢asti
prekryva s levym snimkem, tuto ¢ast proto vynechdvame.

Povrch Ttokawy vsak ¢inf pouze 3,93 - 10°m? (Demura et al., 2006). Mocninné rozdéleni (7.16) tedy
nelze extrapolovat do oblasti malych utvaru.
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(a) Data ziskidna ze snimka ST_2563537820_v, (b) Porovnani mocninnych rozdéleni. Sed4 ¢ira od-
ST_2563607030_v, rozliSen{ 7 mm/pixel, resp. povidd extrapolaci zdvislosti pro utvary o velikostech
6 mm/pixel (Miyamoto et al., 2007), coz umoziiuje £ > 1m (Saito et al., 2006). Cernd zévislost byla od-
nalézt utvary velikosti nékolika centimetru. vozena z detailnich fotografii povrchu.

Obrézek 31: Mocninné rozdéleni velikosti itvaru odvozené z detailnich snimkt povrchu Itokawy.

Pokusili jsme se proto odhadnout rozdéleni velikosti na zdkladé detailnich snimku povrchu Itokawy,
které byly poiizeny pii sestupu sondy Hayabusa?2. Rozliseni téchto snimki dosahuje az 6 mm/pixel
(Miyamoto et al., 2007). Zmérili jsme velikosti dtvart, které byly na snimcich dobfe viditelné, vybrané
balvany jsou vidét na obrazku 30. Dostdvame histogram velikost{ utvara (obrdzek 31a). Naméfenymi
daty jsme prolozili mocninnou funkci. Pokud uvézime, ze rozdéleni velikosti je stejné i na jinych mistech
povrchu, dostdvame diferencidlni rozdéleni velikosti malych utvara na celém povrchu Itokawy

N()dl ~ (3,9+£1,8)-10° - [(|,2*4*03) qr (7.18)

Exponent rozdéleni je mensi nez 3, a celkovy povrch dtvart tedy nebude s klesajici velikosti rist
nade vSechny meze. Spocteme-li celkovy povrch, ktery pokryvaji ttvary o velikostech 1073 az 10~ ' m

228nfmky pofizeny 19. 11. 2005, dostupné na http://darts.isas.jaxa.jp/planet/project/hayabusa/amica.pl
(ke dni 13. 5. 2014).
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Obrazek 32: Tii ruzné realizace rozmisténi hrubého terénu na povrchu Itokawy.

s uvedenym rozdélenim, dostaneme Siotal = 1,5 - 10° m?. Porovnanim s povrchem Itokawy zjistujeme,
7e utvary ve zvoleném rozsahu velikosti zaujimaji ptiblizné tfetinu povrchu Itokawy, coz je ptijatelny
vysledek. Na obrdzku 31b je porovndno ziskané mocninné rozdéleni s extrapolaci rozdéleni (7.16).

Zavislost bezrozmérného tlaku na velikosti povrchového ttvaru ziskdme ze spoctenych hodnot
linearni interpolaci pro konstantni hodnotu tepelného parametru © = 0,5. Pouzijeme k tomu vysledek,
ktery jsme ziskali pro balvan obecného tvaru (prumérovand zdvislost na obrdzku 27).

Globélni YORP je znac¢né citlivy na presny tvar povrchu (Statler, 2009). Pokusime se proto ur¢it,
jakym zpusobem ovliviiuje rozmisténi drobnych utvaru velikost celkového momentu, kterym tutvary
pusobi. K tomu pouzijeme podobnou metodu, jaka je pouzita v Lowry et al. (2014) pro vypocet
zéavislosti globalnitho YORP jevu na rozmisténi hrubého povrchu. Povrch Itokawy rozdélime na hrubou
a hladkou ¢ast, pricemz kazdé z nich zabird pravé polovinu celkového povrchu. Hrubou ¢ast generujeme
nahodné; piiklady rozdéleni povrchu na hrubou a hladkou ¢ést lze vidét na obrazku 32.

Pii vypoctu predpokldaddme, ze dtvary se vzdjemné neovliviiuji. Za rozdéleni velikosti dtvarta
zvolime mocninné rozdéleni (7.18). Tepelny parametr volme © = 0,5, nebof v této hodnoté dosahuje
stfedni tlak (II) svého maxima. Meze velikost{ utvart volme f,;, = 1 mm, . = 0,1 m. ﬁtvary veli-
kosti mensi nez 1 mm nema smysl uvazovat, pro velké utvary zase neplati odvozené mocninné rozdéleni.
Pokusime se zohlednit stinéni globalnimi nekonvexitami povrchu Itokawy uvazenim zavislosti stfedni-
ho tlaku na elevaénim thlu v, kterd byla popsdna v podkapitole 7.5.2; za eleva¢ni ihel pfitom volime
ihlovou vysku nejvyssiho viditelného bodu povrchu nad lokalni rovinou.

Algoritmus vypoctu celkového zrychleni rotace je potom piimocary:

1. Z mocninného rozdéleni (v = 2,4) generujeme ndhodnou velikost ¢ metodou inverzni transfor-
23
mace~>.

2. Vybereme plosku z hrubé ¢ésti povrchu a ttvar na tuto plosku umistime. Vsechny plosky maji
stejnou pravdépodobnost vybéru.

3. Spocteme moment sily, kterym tento ttvar v daném misté pusobi. Uvazujeme pifitom, Ze pro ra-
diaé¢ni silu, kterou pusobi ttvar, plati § f o< e x n, a tudiz

T -exr-n—(e-n)e-r).
Zvolime-li e = &, = (0,0, 1), potom 0T - e x r1ny + rans

4. Akceleraci Itokawy dostaneme po vydéleni spoc¢teného momentu sily momentem setrvacnosti I,
ktery je dle Scheeres et al. (2007) roven I = 7,77 - 1014 kg m?.

[jtvary umistujeme tak dlouho, dokud jejich celkova plocha nezabird tretinu hrubé ¢dsti povrchu,
neboli Sestinu celkového povrchu Itokawy. Tato hodnota vyplyva z nalezeného mocninného rozdéleni
(7.18), pro jednoduchost pfitom neuvazujeme chybu normalizaéni konstanty ani exponentu. Vysledné
hodnoty thlového zrychleni Itokawy pro ruzné rozmisténi hrubého terénu jsme vynesli do histogramu
na obrazku 33.

23M4-li ndhodnd proménna X rovnomérné rozdéleni v intervalu [0, 1], potom ma ndhodnd proménna F~1(X) moc-
ninné rozdélen{ v intervalu [lyin,fmax|, kde F je kumulativn{ distribu¢ni funkce mocninné zivislosti s hustotou
pravdépodobnosti (7.12).
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Na zékladé histogramu muzeme uréit stfedni hodnotu rotaéniho zrychleni a standardni odchylku

zpusobenou rozmisténim hrubého povrchu. Pro pouzité hodnoty Lyave dostavame

dw
de Lwave=0,01m
dw
de Lwave=0,05m

Pro jiné hodnoty Lyave je stfedni hodnota zrychleni vynesena v grafu 34. Vsimnéme si, Zze pii volbé
horni meze #yax = 10 Lyave roste thlové zrychleni se zvysujici se tepelnou hloubkou Ly,ve nade vSechny
meze; to je ddno extrapolaci mocninného rozdélen{ (7.18) do oblasti velkych tdtvaru. Volbou konstantn{
horni meze ¢, konverguje zavislost k nule pro velké hodnoty Lyave, c0Z je pochopitelné dano touto
y2ameélou® volbou — pro hodnoty Lyave ~ 1 m budou hrat nejvétsi roli dtvary o rozmérech ~ 1 m, které

v8ak v tomto mocninném rozdéleni zcela chybi.
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Obréazek 33: Histogram znazornujici thlové zrychleni
pro ruznd rozmisténi hrubého povrchu. Hruby povrch

pfitom zaujimd polovinu povrchu Itokawy.

~ (4,6 +0,5)-107" rad/d? ,

~ (7,14+0,8) 107" rad/d? .
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Obrazek 34: Zivislost thlového zrychleni Itokawy
na tepelné hloubce Lwave. Predpokladdme, ze ttvary
maji mocninné rozdéleni velikosti s exponentem v =
2,4 a jsou rozmistény po celém povrchu planetky.
Kftivky odpovidaji riznym volbam horni meze fmax.

10
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8 Diskuze

Na zakladé spoctené zavislosti momentu sily na velikosti ttvaru jsme spocetli thlové zrychleni, které
topografické dtvary udéluji uvazovanym asteroidum. Nas model m4 velké mnozstvi volnych parametri,
které nyni budeme diskutovat.

Fundamentalni nezndmou predstavuje pomérna plocha f dtvard neboli pomér celkové plochy,
kterou zaujimaji topografické ttvary v relevantnim rozmezi velikosti, k celkové plose povrchu, a taktéz
exponent 7 mocninného rozdéleni velikosti utvara. V kapitole 7.6.2 jsme ukézali, ze extrapo-
lace mocninné zgvislosti (7.16) popisujici velké povrchové ttvary na Itokawé do uvedeného rozmezi
nepiipadé v tivahu. Proto jsme se pokusili rozdéleni velikosti odhadnout na zdkladé detailnich snimku
povrchu Itokawy, které pofidila sonda Hayabusa. Snimky zachycuji utvary velikosti od jednotek centi-
metru vyse a odvozené rozdéleni velikosti je tak ziejmeé nejlepsim odhadem, ktery muzeme z dostupnych
informaci ziskat. Otazkou je, nakolik je mozné ze snimki omezené ¢dsti povrchu usuzovat na celkové
rozdéleni velikosti. Mocninné rozdéleni bylo odvozené podle snimku ¢dsti povrchu, ve které se vyskytuje
velké mnozstvi utvaru velikosti v fddu centimetru a ve které naopak chybi titvary metrovych rozméru.
Na obrazku 35 jsou ostatné porovndna dvé riznéd mista povrchu, na nichz se rozdéleni velikosti utvaru
podstatné 1isi.

LW, - 8

(a) Snimek ST_2563607030_v. (b) Snimek ST_2539437177_v.

Obrazek 35: Dva snimky ruznych mist povrchu Itokawy; pozorujeme zcela odliSnou topografii.

Vliv rozmisténi dtvara jsme zohlednili ndhodnym rozdélenim povrchu na hrubou a hladkou ¢ést.
Ukazuje se, Ze zavislost na poloze utvaru je relativné slaba, piipady nejvétsi a nejmensi akcelerace se
lisf faktorem 2 (viz obrazek 33). Ve srovnéni s ostatnimi volnymi parametry problému je vliv rozmistén{
dtvaru nepiili§ vyznamny.

Pokud nebudeme uvazovat vzdjemnou interakci (stinéni, ozafovdni) utvaru, potom je vysledny
moment sily pfimo tmérny pomérné plose tutvaru, 7" o f. Spoctené zrychleni pro sféricky asteroid,
resp. pro planetku Itokawa, lze tedy jednoduSe upravit, pokud bychom chtéli uvazit mensi mnozstvi
topografickych utvaru.

Problematickym parametrem je tvar povrchovych utvaru, zejména jejich plochost. Porovnejme
ostatné grafy 24 a 26. Hemisféricky balvan je vyrazné plossi oproti balvanu krychlovému, a jeho stfedni
bezrozmérny tlak se tak 1is{ faktorem 5. O rozdéleni plochosti ttvaru nemédme takika zadné informace,
jedinym voditkem mohou byt stiny vrhané dtvary na snimcich povrchu.

Pii vypoctu jsme zvolili meze velikosti uvazovanych utvart jako (i, = 1 mm, £, = 0,1 m.
Uvazované mocninné diferencidlni rozdéleni mé exponent v = 2,4, soucet povrchu ttvaru bude proto
koneény i pii uvazeni £i,i, = 0. Moment sily ptisobici na jediny titvar je viak imérny 67 oc (IT1)¢2, kde
(IT) oznac¢uje stiedni bezrozmérny tlak. Celkovy moment, kterym pusobi povrchové titvary o velikosti
v intervalu (¢, £ 4+ d¢) bude amérny (I1)¢2N (¢£)d¢ oc (IT)¢~%%dl. Na obrdzku 36 je tato zdvislost vy-



8 Diskuze 57

kreslena pro tii uvazované tvary balvanu: krychli, hemisféru a balvan obecného tvaru. Pozorujeme,
ze moment nediverguje pro £ — 0, a i pii uvazeni fy;,, = 0 tak nebudou mikrometrové tdtvary
(formélné) pusobit vétsim momentem nez utvary centimetrovych velikosti. Presto v§ak mohou submili-
metrové utvary vyrazné ovlivnit spo¢tenou hodnotu hlového zrychleni. Otéazkou je, zdali se takto velké
utvary stale chovaji jako jednotlivé kameny, nebo zda tvori souvislou vrstvu materidlu. Jak jsme vidéli
na piipadu hemisférického balvanu, stfedni tlak je vyrazné mensi, pokud dtvar vycnivd nad okolni
povrch pouze malou ¢asti. Z toho duvodu nemé vyznam uvazovat itvary velice malych rozmeéru.

1,2 | Balvan‘ obecného tvaru 4
Hemisféricky balvan
Krychlovy balvan

0

o OT(0/ Lgave) N

£/ Lyvave

Obrazek 36: Normovana hodnota celkového momentu sily, kterym pusobi povrchové utvary velikosti ¢, uvazujeme-li
mocninné rozdéleni velikosti s exponentem v = 2,4. Hodnota tepelného parametru byla zvolena © = 0,5. Srovname-
li kfivku odpovidajici hemisférickému balvanu s grafem 26, pozorujeme, ze utvary o velikosti £ ~ 0,1 Lyave pusobi
momentem sily o podobné velikosti jako dtvary velikosti £ >~ Lyavye.-

Vysledny moment je také zavisly na materidlovych parametrech, zejména na tepelné vodivosti K
asteroidu. Tepelna vodivost se mtize pohybovat v relativné velkém rozmez{, od 1073 W /m/K, napifklad
pro regolit, az po fadové 10! W/m/K pro materialy s vysokym obsahem kovii (Farinella et al., 1998).
Pro ruzné hodnoty vodivosti pfitom budou maximalnim momentem sily pusobit povrchové dtvary
ruznych velikosti. Vypocet thlového zrychleni Itokawy jsme provedli pro dvé rizné hodnoty tepelné
vodivosti, dvojndsobné hodnota vodivosti zde vede k vys§imu momentu o pfiblizné 50 %.

Diskuze roéniho lokalniho YORP jevu

Zjednodusenim naSeho numerického modelu byla volba rota¢ni osy kolmé k roviné dréahy. Tehdy ne-
musime uvazovat orbitalni pohyb, a staci tak stiedovat vysledny moment sily pfes rotacni periodu.
Pokud uvazime obecnou polohu rota¢ni osy, s obéhem planetky kolem Slunce bude dochazet ke zménam
insola¢ni funkce a projevi se ro¢ni zmény teploty. Oc¢ekavame proto, ze rocni varianta lokalniho YORP
jevu se objevi na utvarech, jejichz velikost je srovnatelna s ro¢ni tepelnou hloubkou, kterd se pohybuje
v fddu metra (Rozitis & Green, 2012).

Zatimco denni lokalni YORP jev zpusobuje zménu thlové frekvence asteroidu, nebot radiaéni sila
zpusobend rozdilem teplot na zdpadni a vychodni strané ttvaru pusobi ve sméru rotace asteroidu.
Oproti tomu, roéni lokdlni YORP jev vzniké rozdilem teplot na severni a jizni strané utvaru. Reakéni
sila je tak rovnobéZnd s osou rotace a nebude zpusobovat zménu hlové frekvence, ale pouze precesi
a zménu Sikmosti asteroidu. Z nasich vypoc¢tu neni mozné usuzovat na dulezitost ro¢niho jevu, zde je
tedy prostor pro budouci vyzkum.
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Z obréazku 33 vidime, ze velikost tihlového zrychleni Itokawy je srovnatelna s velikosti zpomaleni, které
vychazi z modelu globalntho YORP jevu (dw/dt = 2 az 6-10~" rad/d? podle pouzitého rozlien{ tvaru
Breiter et al. (2009)). Presto, ze je v nasem vypo¢tu mnozstvi volnych parametri, topografické utvary
mohou vysvétlit nesoulad mezi pozorovanou zménou thlové frekvence Itokawy a hodnotou, kterou
predpovida model globalnitho YORP jevu.

Tim ovsem vzniké otaznik nad praci Lowry et al. (2014), ve které je tento nesoulad vysvétlen posu-
Ttokawy, ptricemz vliv lokdlni topografie je ignorovén. Ukazali jsme, ze tento zdvér je pravdépodobné
nepiresny; topografické utvary maji na rotaci Itokawy velky vliv. I v piipadé, ze by byl nas vysledek

hustot obou ¢&sti Itokawy nemusi byt tak vysoky, jak uvadi Lowry et al. (2014).

Limitni chovani stfedniho tlaku

Stredni bezrozmérny tlak (IT), zavedeny v kapitole 7.2, je vhodnou veli¢inou pro charakterizaci lokalniho
YORP jevu. Za nezavislé parametry jsme zvolili tepelny parametr © a velikost itvaru normovanou
tepelnou hloubkou £/ Lyave. Z vypoctu plyne, ze stfedni tlak v prostoru téchto parametru nabyva ma-
xima pro © ~ 1 a £ ~ Lyaye. V limitnich piipadech © > 1, © < 1, £ > Lyave nebo £ K Lyayve stiedni
tlak klesa k nule, jak lze vidét z grafu 21b. Stejny zavér vyplyva i z prace Golubov & Krugly (2012).

Pokusme se nahlédnout, pro¢ lokdlni YORP jev vymizi ve zminénym limitnich ptipadech. Pokud
je povrchovy tutvar p#ili§ velky, tzn. £ > Lyave, dojde k zahidti pouze malé povrchové vrstvy tutvaru.
Tepelna vlna z ranni strany ttvaru zanikne dfive, nez projde na stranu odpoledni. StFedni bezrozmérny
tlak pusobici na obé strany utvaru proto bude stejny, a ve vysledku stfedni moment sily, kterym pusobi
povrchovy utvar na asteroid, zanikne. Pfipomenme, ze tento zavér plati tehdy, je-li utvar symetricky
podle roviny mistniho poledniku.

V piipadé, kdy je tutvar pfilis maly, tzn. { < Lyaye, se pii zahtati jedné strany ttvaru takika
soucasné zahteje i strana druhd. Obé strany utvaru tak po cely den maji stejnou teplotu, a okamzity mo-
ment sily, kterym ttvar pusobi, zanika, jak jsme ovérili v kapitole 4.5. Tento vysledek plati i pro obecné
asymetrické itvary, viz limitni chovani riznych orientaci balvanu obecného tvaru na obrézku 27.

Pokud asteroid rotuje p#ilis rychle, tzn. © > 1, amplitudy teplotnich zmén na sténach ttvaru jsou
velice malé, rozdil radia¢nich sil, kterymi stény utvaru pusobi, a v dusledku i vysledny moment sily
vymizi. V opacném piipadé, kdy asteroid rotuje prilis pomalu, tzn © < 1, klesa rychlost tepelné viny
k nule, a povrchova teplota je tak ddna okamzitou rovnovahou mezi dopadajicim zafenim a tepelnou
emisi. I v tomto piipadé vysledny stfedni moment zanika.

Megjme na paméti, ze vysSe uvedené tvahy plati pro jediny utvar velikosti ¢. Uvéazime-li velké
mnozstvi topografickych dtvard, pak pro ruzné thlové frekvence budou hrat roli dtvary ruznych veli-
kosti, nebotf maxima stfedniho tlaku je dosazeno pro £ ~ Lyave. Hodnota tihlové frekvence, pro kterou
bude celkovy YORP jev od povrchovych ttvaru nejvyraznéjsi, logicky zdvisi na exponentu mocninného
rozdéleni velikosti ttvaru.

Rovnovazny stav mezi lokdlnim a globalnim jevem

Zajimavou vlastnosti lokdlniho YORP jevu je neménny smér jeho pusobeni. Povrchové tutvary vzdy
zpusobuji urychlovani rotace asteroidu, jak lze vidét z grafi 22 nebo 24. Oproti tomu vlivem globalniho
YORP jevu muze dochézet k urychlovéni i ke zpomalovani rotace asteroidu, zména hlové frekvence
je pritom nezavisla na jeji okamzité hodnoté. Pro lokalni jev tomu tak neni, moment sily dosahuje
vyraznych hodnot pouze v okolf urcité dhlové frekvence (kterd zdvisi na materidlovych a topografickych
parametrech asteroidu); pro velice rychle rotujici i velice pomalu rotujici asteroidy lokalni jev zaniké.

Uvazme situaci, kdy asteroid rotuje rychlosti, kterd je piili§ velkd na to, aby lokdlni jev meél
vyraznéjsi vliv na rota¢ni dynamiku. Globdlni YORP jev zpusobuje zpomalovani rotace. S klesajici
uhlovou frekvenci dochézi k narastu momentu sily, kterym pusobi topografické utvary, a lokalni jev
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zaCind vyvazovat jev globalni — zpomalovani se zvolnuje. Pokud je na povrchu asteroidu dostateéné
mnozstvi utvara, lokalni jev je schopen vyrovnat globdlni jev nebo jej dokonce pievézit. V takovém
piipadé se asteroid dostane do rovnovdzného stavu, kdy se zpomalovani zpusobené globdlnim tvarem
presné rovna urychlovani zpusobeném topografickymi utvary, a dihlova frekvence se nadale neméni.
Globélni YORP jev tak bude ménit pouze sikmost asteroidu, dokud nedojde k naruseni rovnovahy.
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V této préci jsme se zabyvali vlivem povrchovych ttvari na thlové zrychleni asteroidu. Nasim cilem
bylo odhadnout Ffadovou velikost momentu sily, kterym pusobi infracervené zareni emitované z po-
vrchovych tutvart, a nalézt jeho zavislost na materidlovych a orbitalnich parametrech. Pomoci pro-
gramu FreeFem++ jsme resili tfidimenzionalni rovnici vedeni tepla v balvanu a na zakladé povrchového
rozlozeni teploty jsme urcili moment sily, kterym tento dtvar na asteroid pusobi. Na modelovém
prikladu — sférickém asteroidu — jsme ukézali, ze pokud je povrch pokryt drobnymi balvany z jedné
desetiny, mtze byt vlivem YORP jevu urychlovén o (1,2 + 0,6) - 10~8rad/d2. Srovnatelny vysledek
vyplyva z modelu globalntho YORP jevu pro syntetické tvary asteroidii (Capek & Vokrouhlicky, 2004).

V nasem vypoctu je mnozstvi volnych parametri (tvar balvani, celkovy pocet balvant a rozdéleni
jejich velikosti, materidlové parametry), pozorujeme vsak, ze lokdlni YORP jev vznikajici na povr-
chovych utvarech md potencidl vyrazné ovlivnit thlovou frekvenci asteroidu. Bez detailni znalosti
topografie planetky proto nejspi§ neni mozné vyvodit kvantitativni zaveéry tykajici se jejiho tithlového
zrychleni. Pokud totiz na planetce zcela chybi topografické utvary vhodnych velikosti, bude lokalni
YORP jev zanedbatelny, pokud ale bude planetka naopak husté pokryta utvary, lokdlni YORP jev
muze dokonce prevazit jev globdlni. Tato situace moznd nastdvd na planetce (25143) Itokawa —
z modelii globdlniho YORP jevu vyplyva zpomalovani rotace fadu 10~7 rad/d? (Breiter et al., 2009),
ze svételnych kiivek vSak bylo uréeno zrychleni rotace o velikosti (3,54 4= 0,38) - 10~®rad/d? (Lowry
et al., 2014). Uké4zali jsme, ze povrchové titvary mohou planetce udélit zrychlenf fadu 10~" rad/d? a
globédlni YORP jev tak kompenzovat.

Zjistili jsme, ze symetrické povrchové utvary vZdy zpusobuji akceleraci asteroidu. Stejny zavér bude
platit i pfi uvdzeni viech povrchovych utvaru, paklize jsou dtvary ndhodné orientovany. Lokdlni YORP
jev muzeme chépat jako slozeni jevu vzniklého asymetrii utvaru a jevu zpusobeného laterdlnim vedenim
tepla utvarem. Prispévky od asymetrie pusobi riznymi sméry a navzajem se vyrusi. Pro velké mnozstvi
nihodné orientovanych povrchovych dtvart proto nebude vliv asymetrie ttvara patrny. Oproti tomu
prispévky od laterdlniho vedeni tepla pusobi silou ve sméru rotace, a tak se navzajem scitaji. Celkové
utvary zpusobuji zrychleni rotace asteroidu. Tento zavér je odlisny od chovani jevu globélniho, ktery
muze rotaci asteroidu urychlovat i zpomalovat (Rubincam, 2000).
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A Stiny a viditelnost

A.1 Prusecik paprsku s trojihelnikem

Zakladnim problémem je najit prusecik (polo)piimky a trojihelniku a rozhodnout, zda-li lez{ uvnitt ¢i
vné. Trojihelnik je uréen svymi tfemi vrcholy, definované pomoci kartézskych soufadnic. Polopiimka
je pak ddna parametricky, tedy jako mnozina bodu

(R+1tU,t >0} , (A1)

kde R je pocéatecni bod polopiimky a vektor U udava smér. Piimka, resp. tsecka by se lisila pouze
intervalem parametrickych hodnot, tedy ¢t € R, resp. t € (a, b).

Rovina je v trojrozméiném prostoru definovana normélovym vektorem IN a referenénim bodem P,
bod @ lezi v této roviné, pokud je vektor Q — P kolmy na normélu, neboli

(Q@Q-—P)-N=0.
Tento vztah muzeme piepsat do obvyklejsiho tvaru, ktery nazyvame rovnici roviny
Q- N+d=0,

kde jsme zavedli d = —P - N. Rovinu pak zkrdcené oznacujeme (IN,d). Je-li norméla jednotkové
délky, potom je d (orientovand) vzdélenost roviny od pocétku soutadnic a pro libovolny bod @ je
vyraz Q - N + d roven vzdélenosti bodu od roviny. Tt vrcholy trojihelniku oznaéime T';, i = 1,2, 3.

T,

Obrazek 37: Geometrie a uzité znaceni pro test paprsek-trotdhelnik.

Sestrojime rovinu (N, d), ve které body T'; lezi. Oznacéime

Vi=T,-T;,
Vo=T3-T;,
N:V1XV2.

Vektor N je kolmy k obéma strandm trojihelnika, a tudiz pfedstavuje hledanou normélu k roviné,
obecné nejednotkové délky?*. Koeficient d je dle definice roven —P- NN, kde P je libovolny bod v roviné,
BUNO volime P = T';. Rovnice roviny, ve které body T'; lezi, je proto

N Q-N-T,=0. (A.2)

Nyni najdeme prusecik (polo)pfimky a roviny. Tento bod S musi jednak spliovat rovnici (A.2), zdroven
vSak musi existovat takové ¢, ze S = R + tU. Pro hledani priseciku na polopiimce ¢&i dsecce je navic

24Ve vypoctu normély je mozné permutovat body T, vysledek se viak bude lisit nejvyse o znaménko soufadnic
normaly. Stejné tak se poté bude lisit znaménko d. Znaménko normadly urcuje ,kladny“ a ,zaporny“ poloprostor. V
praxi pfirozené orientujeme normélu tak, aby sméfovala ven od télesa.
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dodateénou podminkou ¢ > 0, resp. t € (a,b). Z obou rovnic muzeme nyni vyjadfit parametr ¢,

R-N+d
U-N

Piipad kdy U - N = 0 a parametr ¢ tedy neni definovédn odpovidd situaci, kdy je (polo)ptimka rov-
nobéznd s rovinou a prusecik neexistuje. V piipadé, kdy t < 0, existuje prusecik s odpovidajici piimkou,
ne vSak s polopiikou.
Prusecik dostaneme po dosazen{ parametru ¢ do parametrické definice piimky (A.1),
R-N+d
S=R—-—U. A3
U . N ( )
Obecné nelezi v trojuhelniku T';, nutné vsak lezi ve stejné roviné jako tyto body, a existuji tedy
barycentrické souradnice u,v takové, ze

t =

S=T;+uVi+vVy. (A4)

Vsimneme si, ze takto definované soutadnice pfirozené definuji podminky, za kterych bude bod V'
nalezet trojihelniku, a to nasledovné:

u>0, (A.5)
v >0, (A.6)
ut+v <1. (A7)

Zbyvé tyto soufadnice nalézt. Rovnice (A.4) predstavuje de facto tii rovnice pro dvé nezndmé (pii
rozepsani do soufadnic). Piesto viak nestaci vyfesit napf. soustavu rovnic pro z a y soutradnici, nebot
v situaci, kdy bude rovina (IN,d) kolmd na rovinu z = konst, soustava nebude mit feseni (a bylo by
tedy t¥eba Fesit napf. rovnice pro soufadnice x a z). Situaci lze v3ak Tesit bez zdvislosti na soufadnicich.
Vyndsobeni rovnice (A.3) skaldrné s vektorem V1 a Vo dostaneme dvé rovnice s nezndmymi u a v,
feseni:
(Vo -Vo)(Vi- W) — (V- V) (V2 - W)
(Vi-Vi)(Va- Vi) = (V- Vy)? ’
(Vi V)(Va- W) = (Vi- Vo) (Vi W)
(V1-V)(Va-Vy) = (V- Vy)? 7
kde W = § — T';. Vidime, ze soufadnice u, v jsou dobfe definované, pokud trojihelnik neni degene-
rovany, tj. pokud nejsou body T'; kolinedrni.

vo=

A.2 Stinici funkce pu(r)

Stinici funkce p(r) je definovana na hranici oblasti 92 a nabyvé hodnot 1, je-li bod r osvétlen Sluncem,
a 0, pokud lezi bod 7 ve stinu. Muzeme pfitom rozlisit dva ,,druhy* stinu. Bod r bude lezet ve stinu,
pokud bude mistni normala n odvracena od Slunce, tj. n-ng < 0, kde ng je vektor sméfujici ke Slunci.
Tato podminka nezdvisi na ostatnich bodech povrchu. Pokud v8ak bude normaéla Slunci pfivracena,
n - ng > 0, bod 7 stdle muze lezet ve stinu, a to ve stinu vrhaném okolnimi édstmi povrchu.
Hranice 052 je popsdna mnozinou trojihelnikovych plosek. Z vypocetnich duvodu omezime stinici
Nyni stru¢né popiseme algoritmus vypoctu zastinéni.
I) Zvol povrchovou plosku — referencni.
IT) Pokud je referencnf ploska odvracend od Slunce, tedy
Ne - Nyes < 0,

pak je ploska zastinénd; pokrac¢uj bodem I).
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IV) Pro vSechny povrchové plosky:

i) Zvol povrchovou plosku — testovaci.

ii) Pokud je testovaci ploska pfivracend ke Slunci, tedy
Ne - Miest >0 )

nemuze vrhat stin; pokracuj bodem i).
iii) Nalezni prusecik S polopiimky {R + tng,t > 0} s rovinou testovaci plosky. Pokud neexis-
tuje, pokracuj bodem i).

iv) Nalezni barycentrické soufadnice u,v prusec¢iku S. Pokud spliuji podminky (A.5) — (A.7),
prusecik lezi uvniti trojuhelnika. Testovaci ploska tedy vrha stin na plosku referenéni. Po-
kracuj bodem I).

V) Referen¢ni ploska neni zastinéna. Pokrac¢uj bodem I).

Algoritmus postupné projde vSechny povrchové plosky a pfifadi jim hodnotu stinici funkce. Zastinéni
povrchu se samoziejmé meéni s ¢asem, a hodnoty stinici funkce je proto nutné spocitat v kazdém
casovém kroku.

A.3 Viditelnostni funkce v(r,r’)

Viditelnostni funkce v je definovéna pro vsechny dvojice bodu 7, 7’ lezici na hranici oblasti 9. Nabyva
hodnoty 1, pokud na sebe body 7, 7’ vidi, a 0 v opacném piipadé. Presnéji, funkce nabyvd hodnoty 1,
pokud spojnice bodu 7, 7’ neprochdz{ vnitikem oblasti 2 a hranici této oblasti protne pravé v bodech
r, ', a 0 v opacném piipadé. Z praktickych duvodu omezime viditelnost libovolnych dvou bodu na
viditelnost dvojic povrchovych plosek.

IT) Oznac vektor r = Ry — Ry. Pokud plati alespon jedna z rovnic

n-r<0,

ny-r >0,
potom se nachazi jedna z plosek pod horizontem druhé a nemaji vizualni kontakt.
ITT) Pro v8echny povrchové plosky:

i) Zvol povrchovou plosku — testovaci.

i) Nalezni prusecik S tsecky {R; + t(R2 — Ry),t € (0,1)} s rovinou testovaci plosky. Pokud
neexistuje, pokrac¢uj bodem 1i).

iii) Nalezni barycentrické soufadnice u, v pruseéiku S. Pokud spliuji podminky (A.5) — (A.7),
prusecik lezi uvniti trojihelnika. Testovaci ploska tedy lezi mezi body R; a Rsy. Pokracuj
bodem I).

IV) Body R; a Rs na sebe vidi. Pokracuj bodem I).

Bod III) je pfitom mozné vynechat, je-li zkoumand oblast ,mélo nekonvexni“. Napft. v ptipadé krychle
lezici na rovném povrchu na sebe vidi viechny body, pro které je splnén bod II). V takovém piipadé je
algoritmus slozitosti O(N?). V obecném pifpadé je nutno pro kazdou dvojici plosek kontrolovat, zdali
jejich spojnice neprotind nékterou z povrchovych plogek, algoritmus je proto slozitosti O(N?3).
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B FreeFem-+t-+

Pro fesen{ rovnice vedeni tepla uzivdme programu FreeFem++ (Hecht, 2012), verzi 3.21 z 5. 3. 2013.
Tento program slouzi k feSeni 2D a 3D parcidlnich diferencidlnich rovnic metodou koneénych prvku. Je
napsan v C++ a samotnd syntax jazyka je idiom C++. V programu je dostupné velké mnozstvi nume-
rickych metod k feSen{ linedrniho problému (6.7), pouzivime metodu sdruzenych gradientu (CG), kterd
je vhodné pro fidké systémy vysoké dimenze. Program je volné dostupny pro Windows, Mac i Linuxové
systémy?®. V této kapitole uvddime vyznamné ¢asti pouzivaného kédu se struénym komentaiem.

Slaba formulace problému

Nize je uveden kdd definujici linearni problém, ktery fesime metodou koneénych prvki. Srovnejte tento
kéd se slabou formulaci problému (6.29).

problem HDE(u,n,solver=CG)

int3d(Th) (K/S"2x(dx(u)*dx(n) + dy(u)*dy(n) + dz(u)*dz(n)))

int3d(Th) (rho*C*u/dt*n) - int3d(Th) (rho*C*uO/dt*n)

int2d(Th, SURFACE) (epsil*sigma/S*u*v~3%n)

int2d (Th, SURFACE) ((1-Ah)#*Phi/S*n*Shadow()* (N.x*sun[0]+N.y*sun[1]+N.z*sun[2]))
- int2d(Th, SURFACE) ( SelfHeating() *n / S)

+ on(BOTTOM, u=U)

+ on(SIDE, u=Utheory());

o+ +

Funkce u a n odpovidaji hledané teploté u, resp. vahové funkci v Galerkinové metodé N;. Konstanty
K, rho, C, epsil, sigma, Ah, Phi znac¢i po fadé tepelnou vodivost K, hustotu p, mérnou tepelnou
kapacitu C, emisivitu €, Stefanovu-Boltzmannovu konstantu o, hemisférické albedo Ay a zarivy tok
Slunce v misté asteroidu @ . Jednotkovy vektor ve sméru Slunce, ng, je oznacen sun. Parametr S je
skélovaci faktor S (viz kapitolu 5.4), éasovy krok Eulerovy metody At je oznacen dt. Funkce uzivané
v problému, Shadow(), SelfHeating() a Utheory(), odpovidaji stinici funkci p(r), zérivému toku
z rozptylu a tepelné emise z viditelnych ¢dsti povrchu Eaq a analytickému feseni teploty tneory(2,1).
Popisky SURFACE, BOTTOM, SIDE oznacuji ¢asti hranice oblasti 2, zde znacené Th.

Hlavni ¢ast programu — feSeni problému a vypocet tlaku

Dva for cykly odpovidaji casovému prubéhu, resp. itera¢niho procesu v rameci jednoho ¢asového kroku.
Po nalezeni teploty spoc¢teme bezrozmérny tlak pusobici na dtvar. Na konci kazdé periody zapiSeme
stfedni hodnotu tlaku.

for (s=0; s<sstop; s+=ds)

{

if (abs(s-rint(s))<0.01) s = rint(s); // eliminate round-off errors
UpdateSun;

t =s / 360. x P;

for (j=0; j<niter; j++)

if (useradflux || usescflux) UpdateSelfHeating();

HDE; // solve problem
diff = u-v;

u = rp¥u + (1-rp)*v; // relaxation

v = u;

res = diff[]’*diff[] ; // residue

if (res<eps) break;
if (j==niter-1) errout << "not finished after " << niter << " iterations" << endl;

u0 = u;

// dimensionless pressure

25Program je dostupny na adrese http://www.freefem.org/tf++/ (ke dni 16. 5. 2014).
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real pr = 2./3 * int2d(Th, BOULDER) ( (u/Usubs)”4 * N.x ) / normarea;

mpr -= pr;
cnt++;

if (s%360 == 359)

{

info << " " << mpr / cnt;
mpr = cnt = 0;

Vypocet stinéni

Funkce UpdateShadow () projde vSechny povrchové plosky a podle aktualni polohy Slunce (reprezen-
tované polohovym vektorem sun) zjisti, které plogky jsou zastinéné.

func bool UpdateShadow()

{
if (luseshading) return false;
real[int] is(3); // coordinates of intersection
real[int] v1(3); // coordinates of ray source
real k, 1;

for (int i=0; i<Th.nbe; i++)

{

if (Th.be(i).label >= VIRTUAL || DotArray(sun, shape, i) < 0 || sun[Z] < 0)
// not a surface, wrong normal or night time

{
shadow(i) = 0.0;
continue;

}
GetCentroid(vl, Th, i);
bool foundint = false;

for (int m=0; m<ThO.nbe && !foundint; m++)

{

k™= DotArray(sun, mask, m)
if (k>=-ZERO) continue;

// find the intersection of ray with plane
1 = -(DotArray(vl, mask, m)+mask(m,W)) / k;

if (1<=-ZERO || 1>INFTY)

// intersection is on the other half-space or in the "infinity"

continue;

is[X] = vi[X]+1l*sun[X];
is[Y] = vi[Y]+1l*sunl[Y];
is[Z] = v1[Z]+1l*sun[Z];

H

// either parallel case or triangle facing the sun

// point-inside-the-triangle test

reall[int] a(3), b(3), c(3)

a[X] = ThO.be(m) [1].x-ThO
alY] = ThO.be(m) [1].y-ThO
a[Z] = ThO.be(m) [1].z-ThO
b[X] = ThO.be(m) [2].x-ThO
b[Y] = ThO.be(m) [2].y-ThO
b[Z] = ThO.be(m) [2].z-ThO
c[X] = is[X]-ThO.be(m) [0]
c[Y] = is[Y]-ThO.be(m) [0].
c[Z] = is[Z]-ThO.be(m) [0].

real denom = 1 / ((Dot(a,a)) * (Dot(b,b)) - (Dot(a,b))"2);
real c1 = ((Dot(b,b)) * (Dot(c,a)) - (Dot(a,b)) * (Dot(c,b))) * denom;

s

.be(m) [0] .
.be(m) [0]
.be (m) [0]
.be(m) [0]
.be(m) [0]
.be(m) [0]

.X;

ys

Zz;

Y
.Z;
.X;
Y
.Z;
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real c2 = ((Dot(a,a)) * (Dot(c,b)) - (Dot(a,b)) * (Dot(c,a))) * denom;
if ((cl >= -ZERO) && (c2 >= -ZERD) && (cl+c2 <= 1+ZER0D))

{
shadow(i) = 0.0;
foundint = true;
}
if (!foundint)
shadow(i) = 1.0; // no intersection => illumination
}
return true;
}
Viditelnost

Pro kazdou plosku vytvofime seznam viditelnych plosek vispts a také seznam viditelnostnich koefici-
entu viscoef. Viditelnostnim koeficientem plosky i vzhledem k plosce j nazyvame

cos ¥; cos ¥,
fig=—3%—75;,
T
kde 9;, resp. ¥; zna¢i ihel mezi normalou plosky i, resp. j a spojnici téchto plosek, r;; znaci jejich
vzdélenost a S; obsah plosky j. Vyhodu zavedeni téchto koeficientii zjistime po diskretizaci tepelné
emise od viditelnych ¢dsti povrchu. Zédménou integralu (3.24) za sumu povrchovych plosek dostdvdme

N N
cos ¥; cos U
grad('ri) = (1 - AIR) ZEUU?TJSJUU = (1 - AIR) ZEO’U?f,"jVZ'j s
j=1 ij j=1

kde u; je teplota plosky j. PTi vypoctu zafivého toku &,q dopadajiciho na i-tou plosku nam tak staci
vynasobit ¢tvrtou mocninu teploty j-té plosky viditelnostnim koeficientem a tyto hodnoty secist pro
v8echny viditelné plosky.

func bool PrecompVisibility()

{
if ('useshading) return false;
real[int] is(3); // coordinates of intersection
real[int] v1(3); // coordinates of ray source
reallint] v2(3); // coordinates of ray target
reallint] ray(3); // ray
real[int] r0(3); // direction of ray
real k, s;

int idx = 0;

for (int i=0; i<Th.nbe; i++)
{
viscoef(i, 0) = 0;
vispts(i, 0) = -1;
if (Th.be(i).label >= VIRTUAL) continue; // not a surface
GetCentroid(vl, Th, i);
idx = 0;
for (int j=0; j<Th.nbe; j++)
{
if (i==j) continue;
if (Th.be(j).label >= VIRTUAL) continue; // not a surface

GetCentroid(v2, Th, j);
Sub(ray, v2, vl);

real length = Length(ray);
Mult(rO, ray, 1/length);

if (DotArray(rO, shape, i) < ZERO || DotArray(rO, shape, j) > -ZERO)
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// ray goes to the ground
continue;

bool foundint = false;
for (int m=0; m<ThO.nbe && !foundint; m++)

shape, j) / (pi*length”2) * areas(j);

{
k = DotArray(ray, mask, m);
if (k>=0) continue;
// find the intersection of ray with plane
s = —-(DotArray(vl, mask, m) + mask(m,W)) / k;
if (s<=ZERO || s>1-ZERO)
continue;
is[X] = vi[X]+s*ray[X];
is[Y] = vi[Yl+s*ray[Y];
is[Z] = v1[Z]+s*ray[Z];
// point-inside-the-triangle test
reallint] a(3), b(3), c(3);
a[X] = ThO.be(m) [1].x-ThO.be(m) [0] .x;
a[Y] = ThO.be(m) [1].y-ThO.be(m) [0].y;
a[Z] = ThO.be(m) [1] .z-ThO0.be(m) [0] .z;
b[X] = ThO.be(m) [2] .x-ThO.be(m) [0] .x;
b[Y] = ThO.be(m) [2].y-ThO.be(m) [0].y;
b[Z] = ThO.be(m) [2] .z-ThO0.be(m) [0].z;
c[X] = is[X]-ThO.be(m) [0] .x;
c[Y] = is[Y]-ThO.be(m) [0].y;
c[Z] = is[Z]-ThO.be(m) [0].z;
real denom = 1 / ((Dot(a,a)) * (Dot(b,b)) - (Dot(a,b))"2);
real cl1 = ((Dot(b,b)) * (Dot(c,a)) - (Dot(a,b)) * (Dot(c,b))) * denom;
real c2 = ((Dot(a,a)) * (Dot(c,b)) - (Dot(a,b)) * (Dot(c,a))) * denom;
if ((c1 >= -ZERO) && (c2 >= -ZERO) && (cl+c2 <= 1+ZER0))
{
// facets i and j don’t have visual contact
foundint = true;
}
}
if (!foundint) // facets i and j DO have visual contact
{
viscoef (i, idx) = -DotArray(rO, shape, i) * DotArray(rO,
vispts(i, idx) = j;
idx++;
}
}
viscoef(i, idx) = 0; // end the array
vispts(i, idx) = -1;

// "h" vectors
if (usehvectors) for (int i=0; i<Th.nbe; i++)

{

if (Th.be(i).label >= VIRTUAL) continue;

real[int] v1(3), v2(3);
GetCentroid(v1l, Th, i);

for (int comp=0; comp<3; comp++)
hvectors(i, comp) = 2./3 * shape(i,comp);
int idx;
real[int] ray(3);
for (int j=0; j<Th.nbe/concavefactor; j++)
{
idx = vispts(i,j);
if (idx==-1) break;
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GetCentroid(v2, Th, idx);
Sub(ray, v2, vl);
real r = Length(ray);
for (int comp=0; comp<3; comp++)
hvectors(i, comp) -= viscoef(i, j) * rayl[comp] / r;

}

return true;

Vypocet sebeohievu

Viditelnostni koeficienty jiz mame spocitané, vypocet zafivych toku od viditelnych ¢asti povrchu je
tak primocary.

func bool UpdateSelfHeating()
{
if (luseradflux && 'usescflux) return O;
real vprime;
int idx;
int i=0;

for (int k=0; k<Th.nbe; k++)

{
real flux = 0;
if (Th.be(k).label >= VIRTUAL) continue; // no flux incident on side/bottom facets
i=0;
while (viscoef(k, i) != 0)
{
idx = vispts(k, i);
if (Th.be(idx).label >= VIRTUAL) continue; // no flux incoming from side/bottom facets
if (useradflux)
{
vprime = 1./3 * (v[][Th.be(idx)[0]] + v[][Th.be(idx)[1]] + v[][Th.be(idx)[2]11);
flux += (1-Air) * (1-Ah) * Phi *vprime~4*viscoef(k, i);
}
if (usescflux)
{
flux += (1-Ah)*Ah#Phi* DotArray(sun, shape, idx) * viscoef(k, i) * shadow(idx);
}
i++;
}
fluxmap[k] = flux; save flux for k-th faces
}

return true;
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nosti ug, konvergence dosdhneme volbou vhodné hodnoty relaxa¢niho parametru w.
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Parametrickd zavislost stfedniho bezrozmérného tlaku (II) v okoli jeho maxima pro
balvan ve tvaru zdi. Uvazujeme stiny vrhané zdi, globalni sebeohfev neni zahrnut.

Z4vislost stiedntho tlaku (IT) na bezrozmérné tloustce zdi d/Lyayve. Tepelny parametr
© = 0,5. Kiivky odpovidaji ruzné slozitym modelim. Vrhané stiny uvazuje pouze
vzajemné stinéni ¢asti povrchu a zcela zanedbava globalni sebeohtev. Iradiacni faktor
zohledriuje sebeohfev priddnim faktoru 2 k insola¢ni funkci. Globdlni sebeohiev zahrnuje
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