0.1 Gravitace a rezonance

0.1.1 Problém N téles a deterministicky chaos

Problém je, Ze pro problém N téles nezname obecné analytické feSeni! Mame
6N proménnych (soufadnic a rychlosti), zndme jen 10 klasickych algebraickych
integralt pohybu:

vV

— 1 pro energii,
— 3 pro hybnost,

— 3 pro moment hybnosti.

Brunsiv teorém (Bruns 1887, viz Hagihara 1970, s. 556-583) fika: jedinymi
linearné nezavislymi integraly problému N téles, které jsou algebraické vzhle-
dem k ¢, p a t, je onéch 10 zminovanych vyse. (Bruns podal ditkaz, Ze libovolny
jiny integral f(g;,pi,t) je linedrni kombinaci.) To znamend, Ze je moZné re-
dukce na 6N — 10 proménnych (pro N = 2 vychdzeji jen 2 proménné zavislé
na céase).

Pozor! Neznamené to, Ze neexistuje zadné feSeni a Ze vSechny rozvoje di-
verguji! Pouze neexistuji dalsi integraly. V problému 2 téles také neméame 12
integrali, to by télesa ,tréela na misté“ nebo se pohybovala rovnomérné pii-
mocafe, ale jen onéch 10; zbyvajici 2 stupné volnosti jsme ale aspésné vyftesili
a mame pro né piedpis zavislosti na ¢ase (i kdyz je transcendentni).

Sundman (1912) napiiklad nasel feSeni pro N = 3 ve formé pooomaaalu-
uu konvergujicich mocninnych fad v proménné ¢as t/3. Bohuzel, toto Feseni
nefiké nic o stabilité nebo dovolenych oblastech pohybu (jako RTBP). Pro vel-
kou presnost by vyzadovalo 10819 &lent (1). (Musel vzit pocateéni moment
hybnosti L # 0, aby nedochéazelo k trojnymi kolizim — singularitdm v feSeni.
Pocatecni podminky vedouci ke kolizim sice maji Lebesgueovu miru rovnou 0,
ale neni znamo néjaké kritérium pro né, které by vsem budoucim kolizim jisté
zabranilo.)

Existuji indicie, Ze feSeni problému NN téles opravdu neexistuje, a to je de-
termanisticky chaos. Na Poincarého fezech fdzovym prostorem (tj. napiiklad
v roviné z = 0, v, = 0) se totiZ ukazuje, Ze nékteré trajektorie zcela zapliiuji
¢ast plochy, Zze nemaji miru 1, ale 2, ¢ili zfejmé neexistuje zadné periodic-
ké funkce (kone¢nd fada), kterd by takové trajektorii odpovidala. Praktickou
ukazku systému, ktery také vykazuje znamky chaotického chovani, mizeme
vidét na obr. 1.

Obr. 1 — Dvojkyvadlo sestavené z Merkuru jakozto jednoduchy chaoticky systém.

Lyapounoviv charakteristicky exponent (LCE) umoziiuje popsat miru chao-
su. Mé&jme dynamicky systém X = F(X) s feSenim X (¢); a V() feSeni variacni
rovnice

oF

V=_=(Xt)V 1
LX)V, 1)

tj. linearizované pohybové rovnice, popisujici, jak roste rozdil dvou trajektorii,

pricemz X oznacuje pocatecni orbitu a Vg zvoleny pocatecéni rozdil. Lyapou-

noviyv exponent x je definovan:

vl

. t
X(XOa VO) = tllglo y 9 P)/(t) =In |V()|

(2)

Prakticky postupujeme tak, ze numericky integrujeme variac¢ni rovnice, ukla-
dame si hodnoty v a t po néjaky dostatecné dlouhy cas, pak provedeme linearni
fit v = xt metodou nejmensich ¢tverct a sklon x je (pfiblizné) LCE. Lyapou-
novuv Cas, za ktery se dvé trajektorie podstatné odchyli, je definovan prirozené
jako:

TL:% 3)

Pro vicerozmérné systémy nelze snadno vizualné rozlisit regularni a chaotické
trajektorie, takze LCE je uzite¢nou pomiickou.
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Obr. 2 — Zévislost y(t) pro planetku (1) Ceres, ktera se pohybuje po regularni dréaze, a pro
(2953) Vysheslavia, ktera je naopak zna¢né chaoticka.

Je velky rozdil mezi lokdlnim chaosem a velkoskdlovou nestabilitou! Trajek-
torie muze byt extrémné chaoticka, ale pfitom se ,mlit“ na misté. Na druhou
stranu jina trajektorie mize byt vice regularni, ale zmény orbitdlnich elementt
tak podstatné, ze téleso se dostane do jiné ¢asti slunecni soustavy.
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Obr. 3 — Graf velkd poloosa a — excentricita e a sklon I s asteroidy, které maji Lyapounoviv

exponent x > 108. Svislé tisecky oznac¢uji vybrané resonance stiedniho pohybu. Tam, kde je

mnoho rezonanci blizko sebe (dochazi k jejich prekryvu), se vyskytuje mnoho chaotickych
asteroidi. Pfevzato z Nesvorny a Morbidelli (1998).

0.1.2 Stabilni a nestabilni konfigurace v rezonanci

Rezonance je situace, kdy budici sila ptisobi uréitou frekvenci, na kterou je
systém citlivy, coz zpusobuje velké zmény v systému. Takovy pfipad je dobfe
znadmy z mechaniky jako buzeny harmonicky oscildtor.!

1 Netlumeny a nebuzeny harmonicky oscildtor (zévazi na pruziné nebo kyvadlo s malymi
vychylkami) mé& pohybovou rovnici:

d?z
me—
dit2

se zndmym FeSenim (homogennim; wg = 4/ % je vlastni frekvence):

z = C1 cos(wot) + Ca sin(wot) .
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V nasem pripadé mutze byt budici silou tfeba gravitace Jupitera a vlastni
frekvenci ob&zna frekvence planetky. Uvazujme tfeba rezonanci 2:1 (1 nplaneticy
= 2 Njupitera).- VZdy po jednom obé&hu Jupitera a dvou obézich planetky se
opakuje tataz konjunkce. Kdyby konjunkce nastala v pericentru planetky, zo-
pakuje se opét pericentru, tj. stabilni konfigurace, protoze Jupiter je vzdy
daleko (obr. 4). Pro konjunkce v apocentru planetky jde naopak o konfiguraci
nestabilni, nebot Jupiter je blizko a jeho perturbace jsou veliké (obr. 5).

Pokud konjunkce nastavaji jindy, vyviji se systém smérem ke stabilni kon-
figuraci (viz obr. 6): pfed pericentrem se od sebe planetka a Jupiter vzdaluji,
to znamend, Ze transverzalni slozka gravitace Jupitera je vétsi pfed konjunkeci
nez po konjunkci (F; > F/), ¢ili pfevladd urychlovani v draze, planetka spi-
raluje ven, vzdaluje se od Slunce, klesa jeji obé&Zna rychlost, opozduje se za
Jupiterem a ve vysledku se konjunkce posouvd k pericentru.
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Obr. 4 — Stabilni konfigurace ve vnitini rezonanci 2:1, pfi které konjunkce nastavaji v pe-
ricentru planetky, tedy daleko od Jupitera. Podle [85].

Kdyz ale pfiddm budici silu:

d?z 2
Mg + Mg = Foudici c0s(Whudicit)

je feseni dano sou¢tem homogenniho a partikularniho:

F
z = C1 cos(wot) + Ca sin(wot) + % cos(wpt) .
m(wg — wb)

Pro piipad rezonance wy, = wo ale plati jiné feseni (abychom se nedopustili prohiesku déleni
nulou):

Fy
2mwo

z = C1 cos(wot) + Ca sin(wot) + tsin(wot) ,

na kterém je zfetelny sekularni rust vychylek. Pro skutecné systémy (nelinearizované kyva-
dlo) vSak rist nade vSechny meze omezi nelinearni ¢leny. Obdobnéa rovnice vznika v nebeské
mechanice, dosadime-li vhodnou poruchovou funkci do Lagrangeovych rovnic.
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Obr. 5 — Nestabilni konfigurace v rezonanci 2:1, s konjunkcemi opakujicimi se v apocentru.
Podle [85].

Obr. 6 — Planetka a Jupiter pfed konjunkci a po konjunkci, kdyz se planetka blizi do
pericentra, takze se vzdaluje od Jupitera. Podle [85].

V nésledujicim popiSeme rezonanci presnéji. Jesté pfedtim ale musime na-
psat, jak se méni orbitalni elementy, kdyz kromé Slunce ptisobi jesté gravitacéni
sila planety.

0.1.3 Lagrangeovy rovnice

Je-1i piisobici zrychleni konzervativni, tzn. ze vektor a lze vyjadrit jako gradi-
ent néjaké skalarni funkce R:

a=-VR,

mohu pro zmény keplerovskych orbitalnich elementti pouzit Lagrangeovy rov-
nice. Potencidl R se mimochodem trefné nazyva poruchovd funkce. Vyjadiuje
totiz poruchy ptisobené Jupiterem; bez poruch by elementy drahy byly kon-
stanty (jak vime z problému 2 téles).

Pro¢ je tento popis vhodnéjsi pro vzajemné pusobeni Slunce, planet a pla-
netky? Jednak je R oc 1 evidentné jednodussi funkei nez |a| o« % a jednak
vyuzijeme silu hamiltonovského formalismu, ve kterém pohyb nepopisujeme
pohybovou rovnici, ale celkovou energii H (hamiltonidnem):

Gmo

p2
H=Hy+R="% - +R,
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kde Hp je keplerovskd Gast hamiltonidnu, snadno integrovatelnd (jak vime
z problému 2 téles). Lagrangeovy rovnice odvozovat nebudeme, napiseme rov-
nou vysledek. Do nejnizsiho ¥ddu v e a I vypadaji takto [85]:

da 2 OR

&~ naon (4)
de 1 OR

dt ~  nae 0w (%)
a1 R ©
dt  naZsinl 990

dw 1 OR

T~ Tnate o (7)
dQ 1 OR

@~ TnaZenl of ®)

Vidime ze v rovnicich pro zmény a, e, I vystupuji parcialni derivace R podle
thlovych elementt drahy w,Q, A a opac¢né. Teorie vySSich fada v e, I by
vyzadovaly také presnéjsi Lagrangeovy rovnice.

0.1.4 Poruchova funkce

Jak ale vypada ono zdhadné R? Spoctéme si jej pro tii télesa indexovana

0, 1, 2 (®, planetu a néjakou planetku). Zrychleni a zndme dobfe z Newto-

nova II. pohybového a gravitaéniho zédkona. V tézisfovém systému, ktery je
inercialni, miZeme pro vSechna télesa psat jednoduse:
d?R; R, — R,

1 dt2 ; J|Ri_Rj‘3 ( )

Ovsem kvili nasemu R musime prejit do heliocentrického r; = R; — Ry. Tam
uz to nebude tak pékné, protoZe je neinercidlni a objevi se ndm dalsi (zdanlivé)
sily, resp. zrychleni. Pro planetku ¢. 2 pisi (a snazim se vSude za R; —R; dosadit
r; — r;, davajic pozor na znaménka):

d2r2 _ d2R2 d2R0

de? de? de?

ro ro—r; —-n —r
=-Gmp——ms —Gm——7 — (—Gm1— — Gmg—) =
2|3 rs —ry[? r? r2[?

ro r—r ry
:—Gm0+m2—+Gm1<7——).
( >7"§’ i —raf

Prvni ¢len s mory vyjadiuje pfimé pusobeni Slunce 0 na planetku 2. Druhy
¢len mors je pusobeni planetky 2 na Slunce 0 jez se v heliocentrickém systé-
mu jevi jako odstfedivé zrychleni. (Dohromady by zpusobily pohyb po elipse,
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obdobny problému dvou téles.) Tieti ¢len ry — ry vyjadiuje pfimé ptisobeni
planety 1 na planetku 2. Nesmime ovSem zapomenout na ¢tvrty ¢len, kde figu-
ruje r1. Co déla poloha planety 1 (vzhledem ke ®) v pohybové pro planetku 27
I planeta 1 totiz pusobi na Slunce, ¢imz se ndm Sine poc¢atek souradnicové sou-
stavy a vznika tak odstfedivé (,,zdanlivé“) zrychleni na planetku 2. Cleny s my
(tj. poruchy ptsobené planetou 1 na planetku 2) jsem si logicky seskupil.
Ceho je to gradient? Kdyz si vzpomenu?, ze Vr-¢ = ¢ a V% = -5, je
ziejmé, Ze onen gradient (vzhledem k ro; ry je zde konstanta) vychazi takto:

d2r2 1 1 r
— = -V, |-G — -G ——ry-—
a2 rs [ (mo + m2)r2 mi (|r1 Y r; =
a vsechno, co souvisi s planetou 1, zahrnu do R:
1 r
Rgl = —Gm1 (7 —ro- —zl)’> . (10)
L — o i

To jsou tedy pfimé plus nepfimé gravitacni poruchy planety 1 na planetku 2
vyjadfené jako potencial. Staci je pripocitat ke keplerovskému hamiltonianu
Hy a Hamiltonovy rovnice:

d¢¢ 0H

= 11
a " ap (11)
dpi OH

= 12
dt aq* (12)

mi pak feknou, jak se méni soufadnice s ¢asem (vlastné feknou jen jak vypadaji
¢asové derivace soufadnic ¢* a hybnosti p;, integraci podle dasu budu muset
jesté provést). Samoziejmé bych byl schopen napsat i pohybovou rovnici ‘i’;
pro planetu ¢. 1 a pfisluSnou Ri2; ostatné jsou spolu tzce provazané, Ze.
Také bychom mohli problém zobecnit tfeba na N téles, ale to bychom misto
jednickovych proménnych v Ro; museli psat >, N,iz2 blabla. . .

Je hezké, Ze mam R jako funkci r;, ale v Lagrangeovych rovnicich (4)—(8)
jsou parcialni derivace podle elementt. Proto bych potfeboval R jako funkci
(a1, e1,i1, 1, w1, A1,a2,...), abych mohl v klidu derivovat. Obvykly postup:
R je periodickou funkci thld, takze ji rozvinu do Fourierovy fady jako:

Ro1 = Z Cijk COS(i1>\1 + i9Ao + J1w1 + Jowos + k1Qq + kQQQ) . (13)
1,5,k

N|=

2 Kdo nevéii, at si parcidlni derivace sdm spocte: r = (z,v, 2), % = (22 + 4% +22)" 2,

_(8f af af\ 0% _
Vf_(%»@7z)v oxr




»Maly“ problém: urc¢it C;;,. Vétsinou se pouzivaji mocninné rozvoje v e, %;
algebraické manipulatory jsou pritom schopné v paméti udrzet mnoho miliént
¢lenti. Pro¢ tam jsou jen kosiny? Ro; je preci sudd funkce neménici znaménko
pri zdméné znamének vSech thla (aneb ,planety se nezacnou odpuzovat, ani
kdyZ se na hlavu postavim®).

Nakonec musime chté nechté integrovat Lagrangeovy rovnice. Pfitom se

e . - t v oy ,
jisté vyskytne situace ,, |, % koef. J—Cosjfg;’:sgt“ “, coz muze byt za-

jimavé, kdyz argument — 0, protoze pak je = veliké, vznikaji tedy velké
oscilace a, e nebo i, neboli dochazi k rezonanci. Pusobeni planety 1 rozkyva
drahu planetky 2, obdobné jako v pripadé nucenych kmitt tlumeného harmo-
nického oscilatoru.

koef.
ar

0.1.5 Poruchova funkce pro systém Slunce—Jupiter—planetka

Pro porovnéni napiSme nejdiive poruchovou funkci pro planetku mimo rezo-
nanci (odvozeni viz [85])3:

<R21> C’0+C’1(61 —|—€2> —|—C2( —|—S2)+C3€1€2 cos(wl—wQ)+

Pro koplanarni ptfipad by bylo odvozeni relativné jednoduché. Je zalozené na rozvoji
reciproké vzdalenosti do Legendrovych polynom:

1
-1 o

,/IT%|:1_2%COST¢}+(%)2] :T—l,Z( ) Py(cos),

=0

kde Legendrovy polynomy Py(z) =1, Pi(z) = z, Pa(z) = %(3:52 —1), P3s(z) = %(5303 —3z),

atd. a 1 je tihel sevieny vektory r, r’. Pro nase cely vynechdme ¢len I = 0, protoZe nezavisi
na r a beztak budu nakonec potfebovat jen VR, a také | = 1, neb to je minus nepfima

Cast R:
1 ! G
R:Gm’(m"'r_)* o ( )P”"““

Sevieny uhel 1 1ze zjistit snadno pravé v koplandrnim pripadé:

v=XN-A=(f+a)-(f+@),

kde A, )’ jsou pravé délky, f, f’ pravé anomalie a w, w’ délky pericenter. Pak cos 1) vyjadfime
ze souctovych vzorci cos(a + B) = ... a uplatnime eliptické rozvoje pro cos f a sin f (které
maji puvod v itera¢nim feSeni Keplerovy rovnice; vyjadfuji urcitou proménnou jako funkci

stfedni anomaélie M). Do zlomku - je$té vpravime velké poloosy a, a':

(5) = (2) (%)

’
a pouzijeme znamé eliptické rozvoje pro 2 a %
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+ Cys189c08(Q+—Q5), (14)

kde C;(«) jsou kombinace a derivace Laplaceovych koeficientli (pomalu se mé-
nicich funkei velké poloosy, o = 7, s = sin ) Vcelku jednoduché funkce, ze?
Jednd se o rozvoj do druhého radu vea I, kde ey, s1, wy, 1 jsou konstan-
ty, protoze planetka neovliviiuje Jupiter (mg = 0). Pfedpokldddme-li navic
s1 = 0, Skrtneme jesté dva ¢leny. Zamérné jsme v rozvoji vynechali nekonec-
né mnoho rychloperiodickjch ¢lent obsahujicich A\. Doufame, ze kdyz takové
ustrednéné (R) dosadime do Lagrangeovych rovnic (index 2 si odpustime):

d
(d_§> = na%Cgel sin(w — @), (16)
C
konst. skoro nula pro e > e;

d m e
(d_b:> = nam—; 2Cy + 03?1 cos(w — @1)] , (17)

dQ mi 02

- — no— 2= 18
( dt )SEC namo 2 ’ ( )

obdrzime dlouhoperiodické (sekuldrni) zmény orbitalnich elementu:

integracni konstanty

0= f/\ao ’ (19)
e=ey— E ﬂ(j@el[cosw — COS ‘ZEO] , (20)
w my
——
@ = 1wy + na—2C t, (21)
mo
Q:Qo+nam%t (22)
mo 2

Na obr. 7 je vidét typicky vysledek: velka poloosa a je konstantni, excentricita e
osciluje tak, Ze maximum je pfi @ = 0, thly w a Q cirkuluji (méni se od 0 do
360°), ale kazdy jingm smérem (protoze 2C; = —%)
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Obr. 7 — Typické sekularni zmény orbitalnich elementd v systému Slunce—Jupiter—pla-

netka. Pocatecni velkd poloosa byla zvolena ag = 1 AU, aby se planetka nachéazela daleko

od Jupitera a minimalizoval se vliv rezonanci. Tento vypocet byl proveden N-casticovym

integratorem, ¢ili obsahuje i vSechny kratkoperiodické cleny, které by v analytické teorii byly
eliminované stfedovanim.

0.1.6 Slunce—Jupiter—planetka v rezonanci stfedniho pohybu

V pripadé, kdy je planetka 2 v rezonanci 2:1 s planetou 1, tzn. ze kriticky
argument:
g = 2)\1 — )\2 — W2 (23)

se méni pomalu, musime kromé sekularnich ¢lentt v poruchové funkci uvazit
jesté prisludny rezonanéni (zde jsou I; i Iz = 0):

sekularni  rezonanéni
Gmi =
(Ro1) = — p, ! [C1e3 4+ Cgeacos ] . (24)
2

Kdybychom toto dosadili do Lagrangeovych rovnic, ziskame pro ¢ rovnici typu
harmonického oscilatoru a zjistime, ze narozdil od sekularniho vyvoje se v re-
zonanci navic objevily vyrazné oscilace velké poloosy a, a také ze a(t) a e(t)
jsou spolu sprazené.

Obecné, u rezonance popsané pomérem (p+q) : ¢ nazyvame p fad rezonan-
ce, pfifemz pravé tomuto ¢islu byvaji imérné perturbace (e?, sP). Rezonance
2:1 je tedy prvniho fadu, kdezto 7:3 az ¢tvrtého radu.

— 11 —

Skutecnost, zda se planetka nachazi v rezonanci, mizeme nejsnadnéji zkon-
trolovat tak, ze prislusny kriticky thel:

o= {P+agh —pr —qw2 (25)

libruje (osciluje o méné nez 360°, na grafu (e coso, esin o) se objevuje charak-
teristickd ,ledvinka“, viz obr. 9). Mimo rezonanci totiz cirkuluje.

3.32 . . . . 0.22
33 F o ] 0.2
S 328+ 1018
= Sl 016
© S 0.14
3.24 0.12
3.22 0.1
0. oooz 0. ooo4 0. 0006 0.0008  0.001

t [Myr]

Obr. 8 — Zmeény orbitalnich elementt planetky v rezonanci 2:1 s Jupiterem, jejiz nominalni
poloha je na a ~ 3,27 AU; okolo tohoto libra¢niho centra osciluje velkd poloosa. Oscilace
excentricity jsou v protifazi, pficemz hodnota adiabatického invariantu (viz [85]): N =

\/?L‘] (M — mcosl) = konst..

0.2 |
™\
o %
% 0 } }
© J
-0.1 .‘! ¢
 dig
0.2 |

-0.2 -01 0 01 02
ecos o

Obr. 9 — Polarni graf e(o) pro rezonanci 2:1 s Jupiterem; kriticky tthel o = 2A1 — A2 — w2.

0.1.7 Slunce—Jupiter—Saturn

Nez budeme pokracovat s planetkami, musime probrat, jak se ovliviiuji dvé
planety navzajem. Pro Saturn plati tiplné stejnd poruchové funkce (Ra1) ja-
ko v (14), ale kromé toho méme jesté (Ri2) pro Jupiter a ey, s1, w1, 1
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nyni samoziejmé nejsou konstanty (ms > 0)! Za predpokladu malych skloni
(sin I = I) maji obé poruchové funkce tvar:

opét néjaké Laplaceovy koeficienty

1~~~ ~~
(Rj) = ma? [5 Aj; e? + Aji erez cos(wy — wa) +

1
+ QB”I; + Bjk.[1[2 COS(Ql - Qg)} . (26)
Po dosazeni do Lagrangeovych rovnic dostaneme soustavu provazanych di-

ferencialnich rovnic. ReSeni, zapsané v nesinguldrni proménnych h = esinw,
k=ecosw, p=1sinQ, ¢ = Icos{), mé tvar:

2 2
hj = Z ejisin(git + B3i), kj = Z ejicos(git + (i), (27)
i=1 i=1
2 2
p; = ijz' sin(sit +vi), ¢ = lei cos(sit + i), (28)
=1 i=1

kde g;, s; jsou vlastni frekvence (vlastni hodnoty matic A, B). ¢ili u obou planet
se objevi antikorelované oscilace excentricit a sklont (obr. 10); velké poloosy
jsou konstantni.

g5 = 4,26" /yr s5 neexistuje
g6 = 28,25 s = —26,34
gr = 3,09 s7 = —2,99
g8 = 0,67 sg = —0,69

Tab. 1 — Hodnoty zakladnich frekvenci planetarniho systému Jupiter—Neptun (takto pre-

ceduji planety, protoze ptisobi na sebe navzajem; takto jsou rozestavény). Frekvence ss ne-

existuje, protoze Jupitertiv uzel drahy necirkuluje. Pfepocet na periodu cirkulace v rocich
je snadny: 360 - 3600" /gs.

n

3
g Jupiter
— i — T 7
'O:' 1.5 '__/ \/ \
1 - -
0.5 r Saturn 1
O 1 1 1 1
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
t [Myr]

Obr. 10 — Sekuldrni zmény sklont v systému Slunce—Jupiter—Saturn. Vétsi amplituda os-
cilaci pochopitelné prfislusi lehéimu Saturnu. Vyvoj excentricit je velmi podobny (amplitudy
jsou 0,03 a 0,06).
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0.1.8 Slunce—Jupiter—Saturn—planetka a sekularni rezonance

Kdyz je ted planetka ovliviiovana dvéma planetami, musime jeji poruchovou
funkci upravit:

1 1
(R) = na® {§A€2 + EBF +

2 2
+ Z Ajeejcos(w — wj) + Z B;II; cos(Q — QJ)} . (29)

i=1 =1

Samoziejmé pfitom vyuZijeme znadmého FeSeni pro planety (27)—(28).
Reseni, opét ,spadlé zhiry“, vypadé takto:

h = efree sin(At + B8) + ho(t), k = efree cos(At + ) + ko(t), (30)

P = ItreesSin(Bt +7) + po(t), g = Itree cos(Bt +7) + qo(t), (31)

kde: ) )
ho(t) = — Z W sin(git + 3:) (32)
i=1 v
2 (5 Ajesj)
ko(t) =—>_ = coslait+ 61 (33)
i=1 v

2 (X5 Bilij)
_ Z e ot S

B, sin(s;t + ;) , (34)

po(t) = _

2 (i Bily
qo(t) ==Y (Zglfs) cos(sit + i) - (35)
i=1 ¢

Zavedeme jesté:

Cforced = 1/ h% + kg v Trorced = \ p(2) + Q(2) )

abychom Teseni mohli dat krasnou geometrickou reprezentaci: excentricita pla-
netky osciluje jednak nucengmi kmity s amplitudou egorceq a frekvencemi g;
(ty jsou dané planetami, zaviseji pouze na velké poloose a planetky) a jednak
vlastnimi kmity s volnou excentricitou egee a vlastni frekvenci A pericentra
(ty jsou dané pocateénimi podminkami planetky). Totéz pochopitelné plati
i pro sklon.

— 14 —



p=l sinQ
I Ttree
? sty
K 2 {forced
S orced /
T teosQ=
2\ =9
|
Obr. 11 — Geometricky vztah mezi oskula¢nimi, volnymi a nucenymi sklonem a délkou

vystupného uzlu. V pfipadé, ze Ifree < Itorced, 0skulacéni 2 se méni jen v omezeném intervalu.

Vsimnéme si také ,nebezpeénych® jmenovatelt v (32)—(35). Pokud se pla-
netka nachazi na urcitych mistech ve slunecni soustavé, kde je jeji vlastni
frekvence pericentra ¢ = A nebo frekvence uzlu s = B blizko nékteré plane-
tarni frekvenci g; nebo s;, maze dojit k sekuldrnim rezonancim, ve kterych se
ziejmé vyskytnou velké perturbace excentricity, respektive sklonu.
tec¢nosti sekularni rezonance trochu jinde, a dokonce jejich poloha zavisi na e,
I, nejenom na a. Prakticky to lze provést tak, Ze numericky spocteme vy-
voj mnoha drah v hlavnim pasu, Fourierovou transformaci vypoc¢itame vlastni
frekvence g a s v zavislosti na a,e, I a podivame se, kde jsou rovny frek-
vencim planet g;, s;, pfipadné jejich kombinacim. Z podminek typu g = gs,
g+s—ge—ss = 0 plynou izoplochy v prostoru (a, e, I), ¢ili hranice sekularnich
rezonanci.

0.6 9= 8zeme 7]

ell

04 r

9 = amars

0.2 b

0 1 1 1 1 1 1 1
0 01 02 03 04 05 06 0.7 0.8

t [Myr]

Obr. 12 — Vliv sekularni rezonance vg na vyvoj excentricity planetky ve vnitinim hlavnim

pasu (a = 2,2AU, e(t = 0) = 0,1). Béhem 1Myr se miiZe excentricita zvysit natolik, Ze

planetka za¢ne kiizit drahy vnitfnich planet (v této simulaci ovSem vnitini planety zahrnuté
nejsou).
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0.1.9 Mezery a hranice v hlavnim pasu planetek

Rezonance se zfetelné projevuji v hlavnim pasu planetek, naptiklad:

1. Kirkwoodovy mezery (Kirkwood, 1850) odpovidaji rezonancim stf¥edniho
pohybu s Jupiterem 3:1, 5:2, 2:1, ..., naopak ve 3:2 je shluk;*

2. sekularni rezonance vg = (g — go¢ = 0) (tj. kdyZ precese w probiha stejné
rychle jako u Saturnu) tvoii zfetelnou vnitini hranici hlavniho pasuy;

Za uréitych okolnosti mohou byt podstatné i rezonance tii téles (Jupiter—
Saturn—planetka)>, ,zbésilé“ sekularni sekuldrni rezonance (nap¥. kombinace
S — 84 — S¢ + g6), spin orbitalni rezonance, apod.

Koincidence mezi strukturami hlavniho pasu a spoc¢tenymi hranicemi rezo-
nanci byla zfejma, ale dlouho se nevédélo, pro¢ tam jsou mezery nebo dokonce
shluky; dnes vime, ze kdyz se rezonance prekryvaji, vede to k chaosu a velko-
skalové difuzi excentricit a sklonti. To ale samo o sobé nesta¢i na vysvétleni
mezer, protoze ,nahore“ zadné asteroidy nejsou.

Mezery vznikaji az kvuli kiizeni s drahami planet, pfi ndhodném blizkém
priblizeni se totiz méni takfikajic skokem velka poloosa, tudiz i stfedni pohyb
a asteroid se dostava mimo rezonanci. Pozoruhodné je, ze kiizi¢th pozorujeme
v soucasnosti v okoli Zemé docela dost; na blizkozemnich drahach mohou ale
vydrzet jen asi 10 Myr, takze ziejmé musi byt odnékud dopliiovani.

Dopliuje je Jarkovského negravitacni sila, jez pomalu méni velké poloosy
asteroidl a posouva je do rezonanci. Sice nestaci zaplnit mezery, ale udrzuje
populaci blizkozemnich asteroidti po miliardy rokit v ustaleném stavu, coz
odpovida poctu a stafi mésicnich kraterti, kde mame kolize zaznamenany.

4 Nékteré rezonanéni populace dostaly i své ndzvy: J2/1 jsou Zhongguo a Griqua, J3/2 Hil-
da, J4/3 Thule, J1/1 Trojané.

5 Kupftikladu rezonance 3J — 1S — 1 déli rodinu Merxia na dvé ¢asti, pficemz kazdd ma
jiny rozptyl excentricit a sklont. Vysvétluje se to Jarkovského driftem ve velké poloose skrz
tuto rezonanci (Vokrouhlicky aj. 2006).
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