
0.1 Gravitace a rezonance

0.1.1 Problém N těles a deterministický chaos

Problém je, že pro problém N těles neznáme obecné analytické řešení! Máme
6N proměnných (souřadnic a rychlostí), známe jen 10 klasických algebraických
integrálů pohybu:

– 3 pro těžiště,

– 1 pro energii,

– 3 pro hybnost,

– 3 pro moment hybnosti.

Brunsův teorém (Bruns 1887, viz Hagihara 1970, s. 556–583) říká: jedinými
lineárně nezávislými integrály problému N těles, které jsou algebraické vzhle-
dem k q, p a t, je oněch 10 zmiňovaných výše. (Bruns podal důkaz, že libovolný
jiný integrál f(qi, pi, t) je lineární kombinací.) To znamená, že je možná re-
dukce na 6N − 10 proměnných (pro N = 2 vycházejí jen 2 proměnné závislé
na čase).

Pozor! Neznamená to, že neexistuje žádné řešení a že všechny rozvoje di-
vergují! Pouze neexistují další integrály. V problému 2 těles také nemáme 12
integrálů, to by tělesa „trčela na místěÿ nebo se pohybovala rovnoměrně pří-
močaře, ale jen oněch 10; zbývající 2 stupně volnosti jsme ale úspěšně vyřešili
a máme pro ně předpis závislosti na čase (i když je transcendentní).

Sundman (1912) například našel řešení pro N = 3 ve formě pooomaaalu-
uu konvergujících mocninných řad v proměnné čas t1/3. Bohužel, toto řešení
neříká nic o stabilitě nebo dovolených oblastech pohybu (jako RTBP). Pro vel-
kou přesnost by vyžadovalo 108·10

6

členů (!). (Musel vzít počáteční moment
hybnosti L 6= 0, aby nedocházelo k trojnými kolizím — singularitám v řešení.
Počáteční podmínky vedoucí ke kolizím sice mají Lebesgueovu míru rovnou 0,
ale není známo nějaké kritérium pro ně, které by všem budoucím kolizím jistě
zabránilo.)

Existují indicie, že řešení problému N těles opravdu neexistuje, a to je de-
terministický chaos . Na Poincarého řezech fázovým prostorem (tj. například
v rovině x = 0, vx = 0) se totiž ukazuje, že některé trajektorie zcela zaplňují
část plochy, že nemají míru 1, ale 2, čili zřejmě neexistuje žádná periodic-
ká funkce (konečná řada), která by takové trajektorii odpovídala. Praktickou
ukázku systému, který také vykazuje známky chaotického chování, můžeme
vidět na obr. 1.
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Obr. 1 — Dvojkyvadlo sestavené z Merkuru jakožto jednoduchý chaotický systém.

Lyapounovův charakteristický exponent (LCE) umožňuje popsat míru chao-
su. Mějme dynamický systém Ẋ = F (X) s řešenímX(t); a V (t) řešení variační
rovnice

V̇ =
∂F

∂X
(X(t))V , (1)

tj. linearizované pohybové rovnice, popisující, jak roste rozdíl dvou trajektorií,
přičemž X0 označuje počáteční orbitu a V0 zvolený počáteční rozdíl. Lyapou-
novův exponent χ je definován:

χ(X0, V0) = lim
t→∞

γ(t)

t
, γ(t) = ln

|V (t)|

|V0|
. (2)

Prakticky postupujeme tak, že numericky integrujeme variační rovnice, uklá-
dáme si hodnoty γ a t po nějaký dostatečně dlouhý čas, pak provedeme lineární
fit γ = χt metodou nejmenších čtverců a sklon χ je (přibližně) LCE. Lyapou-
novův čas, za který se dvě trajektorie podstatně odchýlí, je definován přirozeně
jako:

TL =
1

χ
. (3)

Pro vícerozměrné systémy nelze snadno vizuálně rozlišit regulární a chaotické
trajektorie, takže LCE je užitečnou pomůckou.
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Obr. 2— Závislost γ(t) pro planetku (1) Ceres, která se pohybuje po regulární dráze, a pro
(2953) Vysheslavia, která je naopak značně chaotická.

Je velký rozdíl mezi lokálním chaosem a velkoškálovou nestabilitou! Trajek-
torie může být extrémně chaotická, ale přitom se „mlítÿ na místě. Na druhou
stranu jiná trajektorie může být více regulární, ale změny orbitálních elementů
tak podstatné, že těleso se dostane do jiné části sluneční soustavy.
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Obr. 3—Graf velká poloosa a – excentricita e a sklon I s asteroidy, které mají Lyapounovův
exponent χ > 108. Svislé úsečky označují vybrané resonance středního pohybu. Tam, kde je
mnoho rezonancí blízko sebe (dochází k jejich překryvu), se vyskytuje mnoho chaotických

asteroidů. Převzato z Nesvorný a Morbidelli (1998).

0.1.2 Stabilní a nestabilní konfigurace v rezonanci

Rezonance je situace, kdy budící síla působí určitou frekvencí, na kterou je
systém citlivý, což způsobuje velké změny v systému. Takový případ je dobře
známý z mechaniky jako buzený harmonický oscilátor .1

1 Netlumený a nebuzený harmonický oscilátor (závaží na pružině nebo kyvadlo s malými
výchylkami) má pohybovou rovnici:

m
d2x

dt2
= −kx

se známým řešením (homogenním; ω0 =
√

k
m
je vlastní frekvence):

x = C1 cos(ω0t) + C2 sin(ω0t) .
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V našem případě může být budící silou třeba gravitace Jupitera a vlastní
frekvencí oběžná frekvence planetky. Uvažujme třeba rezonanci 2:1 (1nplanetky
= 2nJupitera). Vždy po jednom oběhu Jupitera a dvou obězích planetky se
opakuje tatáž konjunkce. Kdyby konjunkce nastala v pericentru planetky, zo-
pakuje se opět pericentru, tj. stabilní konfigurace, protože Jupiter je vždy
daleko (obr. 4). Pro konjunkce v apocentru planetky jde naopak o konfiguraci
nestabilní, neboť Jupiter je blízko a jeho perturbace jsou veliké (obr. 5).

Pokud konjunkce nastávají jindy, vyvíjí se systém směrem ke stabilní kon-
figuraci (viz obr. 6): před pericentrem se od sebe planetka a Jupiter vzdalují,
to znamená, že transverzální složka gravitace Jupitera je větší před konjunkcí
než po konjunkci (Ft > F ′

t), čili převládá urychlování v dráze, planetka spi-
ráluje ven, vzdaluje se od Slunce, klesá její oběžná rychlost, opožďuje se za
Jupiterem a ve výsledku se konjunkce posouvá k pericentru.

Obr. 4 — Stabilní konfigurace ve vnitřní rezonanci 2:1, při které konjunkce nastávají v pe-
ricentru planetky, tedy daleko od Jupitera. Podle [85].

Když ale přidám budící sílu:

m
d2x

dt2
+mω20x = Fbudící cos(ωbudícít)

je řešení dáno součtem homogenního a partikulárního:

x = C1 cos(ω0t) + C2 sin(ω0t) +
Fb

m(ω2
0
− ω2

b
)
cos(ωbt) .

Pro případ rezonance ωb = ω0 ale platí jiné řešení (abychom se nedopustili prohřešku dělení
nulou):

x = C1 cos(ω0t) + C2 sin(ω0t) +
Fb

2mω0
t sin(ω0t) ,

na kterém je zřetelný sekulární růst výchylek. Pro skutečné systémy (nelinearizované kyva-
dlo) však růst nade všechny meze omezí nelineární členy. Obdobná rovnice vzniká v nebeské
mechanice, dosadíme-li vhodnou poruchovou funkci do Lagrangeových rovnic.
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Obr. 5—Nestabilní konfigurace v rezonanci 2:1, s konjunkcemi opakujícími se v apocentru.
Podle [85].

Obr. 6 — Planetka a Jupiter před konjunkcí a po konjunkci, když se planetka blíží do
pericentra, takže se vzdaluje od Jupitera. Podle [85].

V následujícím popíšeme rezonanci přesněji. Ještě předtím ale musíme na-
psat, jak se mění orbitální elementy, když kromě Slunce působí ještě gravitační
síla planety.

0.1.3 Lagrangeovy rovnice

Je-li působící zrychlení konzervativní, tzn. že vektor a lze vyjádřit jako gradi-
ent nějaké skalární funkce R:

a = −∇R ,

mohu pro změny keplerovských orbitálních elementů použít Lagrangeovy rov-
nice. Potenciál R se mimochodem trefně nazývá poruchová funkce. Vyjadřuje
totiž poruchy působené Jupiterem; bez poruch by elementy dráhy byly kon-
stanty (jak víme z problému 2 těles).
Proč je tento popis vhodnější pro vzájemné působení Slunce, planet a pla-

netky? Jednak je R ∝ 1
r evidentně jednodušší funkcí než |a| ∝

1
r2 a jednak

využijeme sílu hamiltonovského formalismu, ve kterém pohyb nepopisujeme
pohybovou rovnicí, ale celkovou energií H (hamiltoniánem):

H = H0 +R =
p2

2
−

Gm0

r
+R ,
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kde H0 je keplerovská část hamiltoniánu, snadno integrovatelná (jak víme
z problému 2 těles). Lagrangeovy rovnice odvozovat nebudeme, napíšeme rov-
nou výsledek. Do nejnižšího řádu v e a I vypadají takto [85]:

da

dt
= −

2

na

∂R

∂λ
(4)

de

dt
= −

1

na2e

∂R

∂̟
(5)

dI

dt
= −

1

na2 sin I

∂R

∂Ω
(6)

d̟

dt
= +

1

na2e

∂R

∂e
(7)

dΩ

dt
= +

1

na2 sin I

∂R

∂I
(8)

Vidíme že v rovnicích pro změny a, e, I vystupují parciální derivace R podle
úhlových elementů dráhy ̟,Ω, λ a opačně. Teorie vyšších řádů v e, I by
vyžadovaly také přesnější Lagrangeovy rovnice.

0.1.4 Poruchová funkce

Jak ale vypadá ono záhadné R? Spočtěme si jej pro tři tělesa indexovaná
0, 1, 2 (⊙, planetu a nějakou planetku). Zrychlení a známe dobře z Newto-
nova II. pohybového a gravitačního zákona. V těžišťovém systému, který je
inerciální, můžeme pro všechna tělesa psát jednoduše:

ai =
d2Ri

dt2
=

∑

j 6=i

−Gmj
Ri − Rj

|Ri − Rj |3
. (9)

Ovšem kvůli našemu R musíme přejít do heliocentrického ri = Ri − R0. Tam
už to nebude tak pěkné, protože je neinerciální a objeví se nám další (zdánlivé)
síly, resp. zrychlení. Pro planetku č. 2 píši (a snažím se všude za Ri−Rj dosadit
ri − rj , dávajíc pozor na znaménka):

d2r2
dt2

=
d2R2
dt2

−
d2R0
dt2

=

= −Gm0
r2

|r2|3
− Gm1

r2 − r1

|r2 − r1|3
−

(

−Gm1
−r1

|r1|3
− Gm2

−r2

|r2|3

)

=

= −G(m0 +m2)
r2

r32
+Gm1

(
r1 − r2

|r1 − r2|3
−

r1

r31

)

.

První člen s m0r2 vyjadřuje přímé působení Slunce 0 na planetku 2. Druhý
člen m2r2 je působení planetky 2 na Slunce 0 jež se v heliocentrickém systé-
mu jeví jako odstředivé zrychlení. (Dohromady by způsobily pohyb po elipse,
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obdobný problému dvou těles.) Třetí člen r1 − r2 vyjadřuje přímé působení
planety 1 na planetku 2. Nesmíme ovšem zapomenout na čtvrtý člen, kde figu-
ruje r1. Co dělá poloha planety 1 (vzhledem ke ⊙) v pohybové pro planetku 2?
I planeta 1 totiž působí na Slunce, čímž se nám šine počátek souřadnicové sou-
stavy a vzniká tak odstředivé („zdánlivéÿ) zrychlení na planetku 2. Členy s m1
(tj. poruchy působené planetou 1 na planetku 2) jsem si logicky seskupil.
Čeho je to gradient? Když si vzpomenu2, že ∇r · c = c a ∇1r = − r

r3 , je
zřejmé, že onen gradient (vzhledem k r2; r1 je zde konstanta) vychází takto:

d2r2
dt2

= −∇r2

[

−G(m0 +m2)
1

r2
− Gm1

(
1

|r1 − r2|
− r2 ·

r1

r31

)]

a všechno, co souvisí s planetou 1, zahrnu do R:

R21 = −Gm1

(
1

|r1 − r2|
− r2 ·

r1

r31

)

. (10)

To jsou tedy přímé plus nepřímé gravitační poruchy planety 1 na planetku 2
vyjádřené jako potenciál. Stačí je připočítat ke keplerovskému hamiltoniánu
H0 a Hamiltonovy rovnice:

dqi

dt
=

∂H

∂pi
, (11)

dpi

dt
= −

∂H

∂qi
(12)

mi pak řeknou, jak se mění souřadnice s časem (vlastně řeknou jen jak vypadají
časové derivace souřadnic qi a hybností pi, integraci podle času budu muset
ještě provést). Samozřejmě bych byl schopen napsat i pohybovou rovnici d

2
r1
dt2

pro planetu č. 1 a příslušnou R12; ostatně jsou spolu úzce provázané, že.
Také bychom mohli problém zobecnit třeba na N těles, ale to bychom místo
jedničkových proměnných v R21 museli psát

∑

i=1..N,i6=2 blabla. . .
Je hezké, že mám R jako funkci ri, ale v Lagrangeových rovnicích (4)–(8)

jsou parciální derivace podle elementů. Proto bych potřeboval R jako funkci
(a1, e1, i1,Ω1, ̟1, λ1, a2, . . .), abych mohl v klidu derivovat. Obvyklý postup:
R je periodickou funkcí úhlů, takže ji rozvinu do Fourierovy řady jako:

R21 =
∑

i,j,k

Cijk cos(i1λ1 + i2λ2 + j1̟1 + j2̟2 + k1Ω1 + k2Ω2) . (13)

2 Kdo nevěří, ať si parciální derivace sám spočte: r = (x, y, z), 1
r
= (x2 + y2 + z2)−

1

2 ,

∇f =
(

∂f
∂x
, ∂f

∂y
, ∂f

∂z

)
,

∂ 1
r

∂x
= . . .
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„Malýÿ problém: určit Cijk. Většinou se používají mocninné rozvoje v e, i;
algebraické manipulátory jsou přitom schopné v paměti udržet mnoho miliónů
členů. Proč tam jsou jen kosíny? R21 je přeci sudá funkce neměnící znaménko
při záměně znamének všech úhlů (aneb „planety se nezačnou odpuzovat, ani
když se na hlavu postavímÿ).
Nakonec musíme chtě nechtě integrovat Lagrangeovy rovnice. Přitom se

jistě vyskytne situace „
∫

t
∂R21

∂elementu = koef.
cos argumentu·t
argument

ÿ, což může být za-

jímavé, když argument → 0, protože pak je koef.
arg. veliké, vznikají tedy velké

oscilace a, e nebo i, neboli dochází k rezonanci . Působení planety 1 rozkývá
dráhu planetky 2, obdobně jako v případě nucených kmitů tlumeného harmo-
nického oscilátoru.

0.1.5 Poruchová funkce pro systém Slunce–Jupiter–planetka

Pro porovnání napišme nejdříve poruchovou funkci pro planetku mimo rezo-
nanci (odvození viz [85])3:

〈R21〉 = C0 + C1(e
2
1 + e22) + C2(s

2
1 + s22) + C3e1e2 cos(̟1−̟2)+

3 Pro koplanární případ by bylo odvození relativně jednoduché. Je založené na rozvoji
reciproké vzdálenosti do Legendrových polynomů:

1

|r′ − r|
=
1

r′

[

1− 2 r
r′
cosψ +

(
r

r′

)2
]
−
1

2

=
1

r′

∞∑

l=0

(
r

r′

)l

Pl(cosψ) ,

kde Legendrovy polynomy P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
1

2
(3x2−1), P3(x) = 1

2
(5x3−3x),

atd. a ψ je úhel sevřený vektory r, r
′. Pro naše účely vynecháme člen l = 0, protože nezávisí

na r a beztak budu nakonec potřebovat jen ∇rR, a také l = 1, neb to je mínus nepřímá
část R:

R = Gm′

(
1

|r′ − r|
− r · r

′

r′3

)

=
Gm′

r′

∞∑

l=2

(
r

r′

)l

Pl(cosψ) .

Sevřený úhel ψ lze zjistit snadno právě v koplanárním případě:

ψ = λ′ − λ = (f ′ +̟′)− (f +̟) ,

kde λ, λ′ jsou pravé délky, f , f ′ pravé anomálie a̟,̟′ délky pericenter. Pak cosψ vyjádříme
ze součtových vzorců cos(α+ β) = . . . a uplatníme eliptické rozvoje pro cos f a sin f (které
mají původ v iteračním řešení Keplerovy rovnice; vyjadřují určitou proměnnou jako funkci
střední anomálie M). Do zlomku r

r′
ještě vpravíme velké poloosy a, a′:

(
r

r′

)l

= ala′−l

(
r

a

)l (a′

r′

)l

a použijeme známé eliptické rozvoje pro r
a
a a′

r′
.
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+ C4s1s2 cos(Ω1−Ω2) , (14)

kde Ci(α) jsou kombinace a derivace Laplaceových koeficientů (pomalu se mě-
nících funkcí velké poloosy, α = a

a′
, s = sin I

2
). Vcelku jednoduchá funkce, že?

Jedná se o rozvoj do druhého řádu v e a I, kde e1, s1, ̟1, Ω1 jsou konstan-
ty, protože planetka neovlivňuje Jupiter (m2 = 0). Předpokládáme-li navíc
s1 = 0, škrtneme ještě dva členy. Záměrně jsme v rozvoji vynechali nekoneč-
ně mnoho rychloperiodických členů obsahujících λ. Doufáme, že když takové
ustředněné 〈R〉 dosadíme do Lagrangeových rovnic (index 2 si odpustíme):

(
da

dt

)

sec

= 0 , (15)

(
de

dt

)

sec

= nα
m1

m0
C3e1 sin(̟ − ̟1) , (16)

(
d̟

dt

)

sec

= nα
m1

m0

[

konst.
︷︸︸︷

2C1 +

skoro nula pro e≫ e1
︷ ︸︸ ︷

C3
e1

e
cos(̟ − ̟1)

]
, (17)

(
dΩ

dt

)

sec

= nα
m1

m0

C2

2
, (18)

obdržíme dlouhoperiodické (sekulární) změny orbitálních elementů:

a =

integrační konstanty
︷︸︸︷
a0 , (19)

e = e0 −
na

˙̟

m1

m0
C3e1[cos̟ − cos̟0] , (20)

̟ = ̟0 +

˙̟
︷ ︸︸ ︷

nα
m1

m0
2C1 t , (21)

Ω = Ω0 + nα
m1

m0

C2

2
t . (22)

Na obr. 7 je vidět typický výsledek: velká poloosa a je konstantní, excentricita e

osciluje tak, že maximum je při ̟ = 0, úhly ̟ a Ω cirkulují (mění se od 0 do
360◦), ale každý jiným směrem (protože 2C1 = −C2

2
).
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Obr. 7 — Typické sekulární změny orbitálních elementů v systému Slunce–Jupiter–pla-
netka. Počáteční velká poloosa byla zvolena a0 = 1AU, aby se planetka nacházela daleko
od Jupitera a minimalizoval se vliv rezonancí. Tento výpočet byl proveden N-částicovým
integrátorem, čili obsahuje i všechny krátkoperiodické členy, které by v analytické teorii byly

eliminované středováním.

0.1.6 Slunce–Jupiter–planetka v rezonanci středního pohybu

V případě, kdy je planetka 2 v rezonanci 2:1 s planetou 1, tzn. že kritický
argument :

σ = 2λ1 − λ2 − ̟2 (23)

se mění pomalu, musíme kromě sekulárních členů v poruchové funkci uvážit
ještě příslušný rezonanční (zde jsou I1 i I2 = 0):

〈R21〉 = −
Gm1

a2

[

sekulární
︷ ︸︸ ︷

C1e
2
2+

rezonanční
︷ ︸︸ ︷

C6e2 cosσ
]
. (24)

Kdybychom toto dosadili do Lagrangeových rovnic, získáme pro σ rovnici typu
harmonického oscilátoru a zjistíme, že narozdíl od sekulárního vývoje se v re-
zonanci navíc objevily výrazné oscilace velké poloosy a, a také že a(t) a e(t)
jsou spolu spřažené.
Obecně, u rezonance popsané poměrem (p+q) : q nazýváme p řád rezonan-

ce, přičemž právě tomuto číslu bývají úměrné perturbace (ep, sp). Rezonance
2:1 je tedy prvního řádu, kdežto 7:3 až čtvrtého řádu.
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Skutečnost, zda se planetka nachází v rezonanci, můžeme nejsnadněji zkon-
trolovat tak, že příslušný kritický úhel:

σ = (p+ q)λ1 − pλ2 − q̟2 (25)

libruje (osciluje o méně než 360◦, na grafu (e cosσ, e sinσ) se objevuje charak-
teristická „ledvinkaÿ, viz obr. 9). Mimo rezonanci totiž cirkuluje.
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Obr. 8— Změny orbitálních elementů planetky v rezonanci 2:1 s Jupiterem, jejíž nominální
poloha je na a ≃ 3,27AU; okolo tohoto libračního centra osciluje velká poloosa. Oscilace
excentricity jsou v protifázi, přičemž hodnota adiabatického invariantu (viz [85]): N =

√
a
aJ

(
p+1

p
−

√
1− e2 cos I

)
= konst..

-0.2

-0.1

 0

 0.1

 0.2
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e 
si

n 
σ

e cos σ

Obr. 9— Polární graf e(σ) pro rezonanci 2:1 s Jupiterem; kritický úhel σ = 2λ1−λ2−̟2.

0.1.7 Slunce–Jupiter–Saturn

Než budeme pokračovat s planetkami, musíme probrat, jak se ovlivňují dvě
planety navzájem. Pro Saturn platí úplně stejná poruchová funkce 〈R21〉 ja-
ko v (14), ale kromě toho máme ještě 〈R12〉 pro Jupiter a e1, s1, ̟1, Ω1
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nyní samozřejmě nejsou konstanty (m2 > 0)! Za předpokladu malých sklonů
(sin I

.
= I) mají obě poruchové funkce tvar:

〈Rj〉 = nja
2
j

[1

2

opět nějaké Laplaceovy koeficienty
︷︸︸︷

Ajj e2j +
︷︸︸︷

Ajk e1e2 cos(̟1 − ̟2)+

+
1

2
BjjI

2
j +BjkI1I2 cos(Ω1 − Ω2)

]

. (26)

Po dosazení do Lagrangeových rovnic dostaneme soustavu provázaných di-
ferenciálních rovnic. Řešení, zapsané v nesingulární proměnných h = e sin̟,
k = e cos̟, p = I sinΩ, q = I cosΩ, má tvar:

hj =
2∑

i=1

eji sin(git+ βi) , kj =
2∑

i=1

eji cos(git+ βi) , (27)

pj =
2∑

i=1

Iji sin(sit+ γi) , qj =
2∑

i=1

Iji cos(sit+ γi) , (28)

kde gi, si jsou vlastní frekvence (vlastní hodnoty matic A, B). čili u obou planet
se objeví antikorelované oscilace excentricit a sklonů (obr. 10); velké poloosy
jsou konstantní.

g5 = 4,26 ′′/yr s5 neexistuje
g6 = 28,25 s6 = −26,34
g7 = 3,09 s7 = −2,99
g8 = 0,67 s8 = −0,69

Tab. 1 — Hodnoty základních frekvencí planetárního systému Jupiter–Neptun (takto pre-
cedují planety, protože působí na sebe navzájem; takto jsou rozestavěny). Frekvence s5 ne-
existuje, protože Jupiterův uzel dráhy necirkuluje. Přepočet na periodu cirkulace v rocích

je snadný: 360 · 3 600′′/g5.
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Obr. 10 — Sekulární změny sklonů v systému Slunce–Jupiter–Saturn. Větší amplituda os-
cilací pochopitelně přísluší lehčímu Saturnu. Vývoj excentricit je velmi podobný (amplitudy

jsou 0,03 a 0,06).
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0.1.8 Slunce–Jupiter–Saturn–planetka a sekulární rezonance

Když je teď planetka ovlivňována dvěma planetami, musíme její poruchovou
funkci upravit:

〈R〉 = na2
[1

2
Ae2 +

1

2
BI2+

+
2∑

i=1

Ajeej cos(̟ − ̟j) +
2∑

i=1

BjIIj cos(Ω− Ωj)
]

. (29)

Samozřejmě přitom využijeme známého řešení pro planety (27)–(28).
Řešení, opět „spadlé zhůryÿ, vypadá takto:

h = efree sin(At+ β) + h0(t) , k = efree cos(At+ β) + k0(t) , (30)

p = Ifree sin(Bt+ γ) + p0(t) , q = Ifree cos(Bt+ γ) + q0(t) , (31)

kde:

h0(t) = −

2∑

i=1

(
∑2

j=1 Ajeij)

A − gi
sin(git+ βi) , (32)

k0(t) = −

2∑

i=1

(
∑2

j=1 Ajeij)

A − gi
cos(git+ βi) , (33)

p0(t) = −

2∑

i=1

(
∑2

j=1 BjIij)

B − si
sin(sit+ γi) , (34)

q0(t) = −

2∑

i=1

(
∑2

j=1 BjIij)

B − si
cos(sit+ γi) . (35)

Zavedeme ještě:

eforced =
√

h20 + k20 , Iforced =
√

p20 + q20 ,

abychom řešení mohli dát krásnou geometrickou reprezentaci: excentricita pla-
netky osciluje jednak nucenými kmity s amplitudou eforced a frekvencemi gi

(ty jsou dané planetami, závisejí pouze na velké poloose a planetky) a jednak
vlastními kmity s volnou excentricitou efree a vlastní frekvencí A pericentra
(ty jsou dané počátečními podmínkami planetky). Totéž pochopitelně platí
i pro sklon.
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Obr. 11 — Geometrický vztah mezi oskulačními, volnými a nucenými sklonem a délkou
výstupného uzlu. V případě, že Ifree < Iforced, oskulační Ω se mění jen v omezeném intervalu.

Všimněme si také „nebezpečnýchÿ jmenovatelů v (32)–(35). Pokud se pla-
netka nachází na určitých místech ve sluneční soustavě, kde je její vlastní
frekvence pericentra g ≡ A nebo frekvence uzlu s ≡ B blízko některé plane-
tární frekvenci gi nebo si, může dojít k sekulárním rezonancím, ve kterých se
zřejmě vyskytnou velké perturbace excentricity, respektive sklonu.
Protože příroda je složitější než naše teorie druhého řádu, nacházejí ve sku-

tečnosti sekulární rezonance trochu jinde, a dokonce jejich poloha závisí na e,
I, nejenom na a. Prakticky to lze provést tak, že numericky spočteme vý-
voj mnoha drah v hlavním pásu, Fourierovou transformací vypočítáme vlastní
frekvence g a s v závislosti na a, e, I a podíváme se, kde jsou rovny frek-
vencím planet gi, si, případně jejich kombinacím. Z podmínek typu g = g6,
g+s−g6−s6 = 0 plynou izoplochy v prostoru (a, e, I), čili hranice sekulárních
rezonancí.
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Obr. 12— Vliv sekulární rezonance ν6 na vývoj excentricity planetky ve vnitřním hlavním
pásu (a = 2,2AU, e(t = 0) = 0,1). Během 1Myr se může excentricita zvýšit natolik, že
planetka začne křížit dráhy vnitřních planet (v této simulaci ovšem vnitřní planety zahrnuté

nejsou).
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0.1.9 Mezery a hranice v hlavním pásu planetek

Rezonance se zřetelně projevují v hlavním pásu planetek, například:

1. Kirkwoodovy mezery (Kirkwood, 1850) odpovídají rezonancím středního
pohybu s Jupiterem 3:1, 5:2, 2:1, . . . , naopak ve 3:2 je shluk;4

2. sekulární rezonance ν6 ≡ (g − g6
.
= 0) (tj. když precese ̟ probíhá stejně

rychle jako u Saturnu) tvoří zřetelnou vnitřní hranici hlavního pásu;

Za určitých okolností mohou být podstatné i rezonance tří těles (Jupiter–
Saturn–planetka)5, „zběsiléÿ sekulární sekulární rezonance (např. kombinace
s − s4 − s6 + g6), spin orbitální rezonance, apod.
Koincidence mezi strukturami hlavního pásu a spočtenými hranicemi rezo-

nancí byla zřejmá, ale dlouho se nevědělo, proč tam jsou mezery nebo dokonce
shluky; dnes víme, že když se rezonance překrývají, vede to k chaosu a velko-
škálové difuzi excentricit a sklonů. To ale samo o sobě nestačí na vysvětlení
mezer, protože „nahořeÿ žádné asteroidy nejsou.
Mezery vznikají až kvůli křížení s dráhami planet, při náhodném blízkém

přiblížení se totiž mění takříkajíc skokem velká poloosa, tudíž i střední pohyb
a asteroid se dostává mimo rezonanci. Pozoruhodné je, že křížičů pozorujeme
v současnosti v okolí Země docela dost; na blízkozemních dráhách mohou ale
vydržet jen asi 10Myr, takže zřejmě musí být odněkud doplňováni.
Doplňuje je Jarkovského negravitační síla, jež pomalu mění velké poloosy

asteroidů a posouvá je do rezonancí. Sice nestačí zaplnit mezery, ale udržuje
populaci blízkozemních asteroidů po miliardy roků v ustáleném stavu, což
odpovídá počtu a stáří měsíčních kráterů, kde máme kolize zaznamenány.

4 Některé rezonanční populace dostaly i své názvy: J2/1 jsou Zhongguo a Griqua, J3/2 Hil-
da, J4/3 Thule, J1/1 Trojané.
5 Kupříkladu rezonance 3J − 1S − 1 dělí rodinu Merxia na dvě části, přičemž každá má
jiný rozptyl excentricit a sklonů. Vysvětluje se to Jarkovského driftem ve velké poloose skrz
tuto rezonanci (Vokrouhlický aj. 2006).
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