0.1 Efemeridy a integrace

Jak znamo, télesa slune¢ni soustavy netréi na misté, nybrz se pohybuji. Aby-
chom védéli, kde se pravé nachézeji, musime pro né pocitat efemeridy. Asi
nejjednodussi zpusob vypocétu efemerid je numerickd integrace. V principu
to znamend nahrazeni presného zakona pohybu ve tvaru dvou diferencialnich
rovnic prvniho fadu: 1 1

v r;
T )

pribliznymi rovnicemi diferencénimsi:

AVZ‘ = a,»At, Al’i = V,'At, (2)

pri¢emz pro pripad gravita¢niho zrychleni plati:

<Ll B (3)

o |r; _"z|2

Z néjakého pocatecniho stavu (to, r?, v?) pak séitame pocitacem Av;, Ar;, At
po n malych krtacécich At az do pozadovaného okamziku ¢, takZze obdrzime ko-
neény stav (¢, rl*, v!'), doufajic pfitom, Ze to alespon blizi (nezndmému) feseni
puvodni diferencialni rovnice.

Samoziejmé zminované kroky musime délat zdroveri pro vSechna relevantni
télesa! Napiiklad pro efemeridu planetky Vesta musime uvazit Slunce (téle-
so 0), planety Merkur aZz Neptun (1 aZ 8) a samotnou planetku (téleso 9),
tzn. i = 0..9. Ulohu si obvykle usnadiiujeme tim, Ze planetky maji m; = 0,
¢imz se dramaticky zkracuje suma (3), a tedy i doba potfebna pro prakticky
vypocet.

Zbyvaji dva ,drobné“ problémy: (i) kde sehnat pocateéni podminky pro
vSechna télesa; (ii) jakou numerickou metodu pouzit, aby se vysledek co nejvice
blizil skute¢nosti?

0.1.1 Pocate¢ni podminky

Obvykle se snazime, aby poc¢ateéni podminky (r;,v;) pro vSechna télesa (i =
0..9) co nejlépe odpovidaly astrometrickym pozorovdnim. Nejjednodussi je vzit
néjakou hotovou efemeridu dostupnou pres WWW, napiiklad systém JPL Ho-
rizons [63], efemeridu MPC [80], a nechat si vypsat polohy r = (,y, z) a rych-
losti v = (vg, vy, v;) v pozadovaném ¢Ease to.

Pokud by nékdo chtél zakomponovat vytvareni pocatecnich podminek do
svého vlastniho programu, muze pro planety pouzit pfesnou efemeridu JPL
DE405 [64] pro obdobi mezi roky 1600 a 2200, coZ je vlastné bindrni soubor
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s koeficienty Cebysevovych polynomt a program ve Fortranu, ktery interpo-
luje polohy a rychlosti planet pro zadané ty. Jinou moznosti je semianalyticka
teorie VSOP82 popsand v [136]. Pro planetky je k dispozici katalog drah As-
tOrb [12], kde pouze musime keplerovské elementy a, e, I,w,Q, M pfepocitat
na r,v pomoci vztahi z problému dvou téles (viz kap. 77).

V pfipadé€ planetek vnéjsitho hlavniho pasu a zejména transneptunickych
objekli miizeme bez Gjmy na piesnosti pocitat pouze se 4 vnéjsimi planetams,
nikoli s 8. Aby se nam vsak pfilis nezménily sekularni frekvence planetarniho
sytému, musime provést barycentrickou korekci: (i) spo¢teme hmotny stfed T
vnitini sluneéni soustavy (tzn. od Slunce po Mars) i jeho rychlost:

D04 MUl _ D iz0.4MiVi .

T = VT =
D ic0..4 M 7 D im0.4 M ’

(ii) od v8ech ostatnich planet to odeéteme:
ri:=r;—T, v;j:=v;—vyproj=>5.8;

(iii) hmotnosti 4 vnitfnich planet pfi¢teme ke Slunci:

=Y m

i=0..4
Pro vypocty kritickych thli rezonanci je nezbytné, aby souradnice z od-
povidala sméru celkového momentu hybnosti L slune¢ni soustavy. Proto pro-

vadime otocent do Laplaceovy roviny: (i) spoc¢teme celkovy moment hybnosti
v heliocentrické ekliptikalni souradnicové soustavé:

Lecl = E r; Xm;v;;

j=1..8
(ii) vyjadiime jej ve sférickych soufadnicich:
Leci = (Lec1, 0, 9) ;
(iii) oto¢ime soufadnicovou soustavu okolo osy z o thel ¢ a okolo osy y o 6:
ri =R, ,(O)R.(d)r;, v;:=R,(O)R.(P)v;,

takze LLaplace = (07 0) LLaplace)~



0.1.2 Eulerova metoda

Pro skalarni diferencidlni rovnici prvniho fadu: v’ = f(t,y), y(to) = vo, je
pfedpis pro Eulerovu metodu: yn41 = yn+hf(tn, yn) , kde b = At je integracni
krok. PrepiSeme-li to do nasi notace, tj. pro dvojice vektoru:

n+l _ _n n
v =v] +alAt,

r;”rl =r+v'At,

a samoziejmé t"t!1 = " + At. Chyba v jednom kroku je tadu (At)?, ale
kumulace chyb vede k celkové chybé fadu At. Metoda je sice nejjednodusi, ale
malo presna pro uzaviené trajektorie, kdy odchylka mezi skutec¢nou trajektorii
a numerickou aproximaci je vzdy stejného znaménka, ¢imz dochazi ke kumulaci
chyby a tfeba k fiktivnimu staceni pericentra (obr. 1).

y[AU]

x [AU]

Obr. 1 — Fiktivni staceni pericentra pfi vypoctu trajektorie Eulerovou metodou (vypocet
byl proveden s ¢asovym krokem At = 0,01 yr a celkovou dobou integrace 10000 yr).

0.1.3 Metoda leap-frog

Nasledujici metoda ponékud pripomind ,skakani zab“:

— —-1/2
r=r v A

v 2 L ar At

kde prvni polovi¢ni krok ziskame jako prvni ¢len Taylorova rozvoje:

QAt

1/2
vi/ 5

:v?—I—a
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Jiny zpusob zapisu téze metody je:

At)?
rtt :rf+vat+a$( 2) ,

it = v G art) S
Vsimnéme si, Ze @ nastésti zavisi pouze na polohach rZ-”H, nikoli na rych-
lostech. Metoda je druhého fddu (chyba v jednom kroku je (At)3, celkova
chyba (At)?). Eulerovu metodu zlepsuje takovym zptisobem, Ze uvazuje vice
minulych hodnot, nejen jednu. Tato drobné zména vede k vyraznému zlepSeni:
odstrani se zminovany problém s perihéliem.

+1

0.1.4 Rungova—Kuttova metoda 4. fadu

Jiné zlepSeni spo¢ivd v uvazeni vice hodnot na intervalu [t,,¢,+1]. Metoda
RK4 obecné vypada takto:

h
Ynt1 = Yn + 5 (k1 + 2ko + 2ks + k4)

kde:
kl = f(tnvyn) 3

h h
k2 = f (tn + §7yn+ §k1> )

h h
k3 - f (tn + §7yn+ §k2> )

k4:f(tn+hayn+hk3)'

V nasem pfipadé by algoritmus (ve Fortranu 77) vypadal asi takto:
call f(n, t, r, v, ki)
h2 = hxh
tp =t + 0.5%h
do i =1, 3*n

vp(i) = v(i) + k1(i)*h*0.5 ! tj. jako v = vO + a*t
rp(i) = r(i) + v(i)*h*0.5 + k1(i)*h2*%0.125 ! s = sO + vOxt + 1/2%axt"2
enddo

call f(n, tp, rp, vp, k2)
do i =1, 3*n
vp(i) = v(i) + k2(i)*hx0.5
rp(i) = r(i) + v(i)*h*0.5 + k2(i)*h2%x0.125
enddo
call f(n, tp, rp, vp, k3)
tp=t +h
do i =1, 3*n
vp(i) = v(i) + k3(i)*h



rp(i) = r(i) + v(i)*h + k3(i)*h2%0.5
enddo
call f(n, tp, rp, vp, k4)

do i =1, 3*n
¢ tj. ekvivalentni r(i) = r(i) + h/6. *x (v1(i) + 2%v2(i) + 2*v3(i) + v4(i))
r(i) = r(i) + v(i)*h + h2/6. * (k1(i) + k2(i) + k3(i))
v(i) = v(i) + h/6. * (k1(i) + 2x(k2(i) + k3(i)) + k4(i))

enddo
pri¢mez v téle procedury £, pocitajici zrychleni, bude néco jako:
doi=0, n-1

do k =1, 3
a(3*i+k) = 0.0
enddo
do j = 0, npl-1 ! pouze planety s m > O

if (i.ne.j) then
Gm_r3 = Gm(j+1) / (
(r(3*j+1)-r(3*i+1))**2 +
(r(3%j+2)-r(3*i+2))**2 +
(r(3%j+3)-r(3%i+3))**2 )**1.5 ! tj. vyraz Gm/r"3

dok =1, 3
a(3*i+k) = a(3%it+k) + Gm_r3 * (r(3*j+k)-r(3*i+k))
enddo
endif
enddo
enddo

Lokalni chyba je fadu (At)5, globalni (At)%. Rungova-Kuttova metoda je
podstatné presnéjsi a ve vysledku efektivnéjsi nez Eulerova, i kdyz trpi po-
dobnymi neduhy, napriklad neredlnym rtstem energie sytému.

0.1.5 Symplektické integratory

Vlastnosti symplektickych integratoru je, ze zachovavaji dulezitou velic¢inu:
stiedni hodnotu energie (E) systému, i kdyZ okamzitd hodnota F muZe v pri-
béhu vypoctu oscilovat (obr. 2). Metoda se tedy nehodi pro vypocet pfesnych
kratkodobych efemerid, ale pro simulace dlouhodobého vyvoje je naprosto ne-
ocenitelna.
Systém popsany zobecnénymi soufadnicemi ¢ a hybnostmi p; se vyviji dle Hamiltono-

vych rovnic: _

dq* oOH dp; oOH

E:(?pi’ dtzjaqi’

kde H oznacuje hamiltonian, neboli celkovou energii systému, ktera se zachovava. Jedna se
vlastné o obdobu Newtonovych pohybovych rovnic, pouze vyvoj nepopisujeme zrychlenim,
ale energii (skalarnim potencidlem). Sympletické integratory se zavadéji nasledujicim obec-
nym zptisobem: méjme uréitou funkci F(q,p) ve fazovém prostoru, naptiklad F' = ¢* nebo
F = p;. Jeji Casovd zména pusobenim hamiltonidnu je ddna vyrazem:

dF

— —{FH}=CLF,
5 = O H}

-5 _

kde definujeme Poissonovy zavorky {} a pfislusny operator £ jako:

,_O0H O _OH 0
"~ O9p; 0¢°  9q' Op;

(Pro jednoduch& F' = ¢* nebo F = p; bych aplikaci £ obdrzel zpatky Hamiltonovy rovnice.)

Vzpomenu si, Ze obyéejnd diferencidlni rovnice %—I; = kF ma feSeni F(t) = F(0)exp(kt)
a tedy forméalné mohu psat feSeni rovnice % = LF s operatorem L jako:

F(7) = exp(TL)F(0) .

Podle Taylorova rozvoje exponenciely je pak ¢asovy vyvoj funkce F(q(t),p(t)) v jednom
casovém kroku 7 dan nekonec¢nou fadou:

2
F(r)=[1+7L+ %52 +. JF(0),
ale prakticky se rozvoj ukonéi pro jisté 7%, pricemz se dopustime chyby fadu O(r++1).
Je uzitecné hamiltonian riznymi zptsoby rozdélit na ¢asti, napriklad:
1. H = H,4 + Hp (zapséno obecné);
2. H =T(p) + V(q) (na kinetickou a potencialni energii);
3. H = Hyep) + Hiny (na keplerovskou a interakéni ¢ast).

V prvnim pripadé lze zapsat integrator jako:
F(t)=exp(T(La + LB)) ~exp(TL4)exp(TLE) F(0),
za prepokladu, ze komutator operatort [£ 4, Lg] je nulovy, jinak bychom rozdil mezi pravou
a levou stranou rovnice museli odvozovat z Bakerova-Campbellova—Hausdorffova (BCH)

teorému.
Ve druhém ptipadé miZzeme pro vyvoj soufadnic a hybnosti psat (do prvniho fadu v 7):

4(r) = 4(0) + 7 (g—z)p:pm) . p(r)=p(0)— 7 (aa—Z)q:q(T> ,

2
pficemz pro problém dvou téles, kde je hamiltonian roven Hyep = 2p—m — GZ\%, bychom
za parcialni derivace dosadili %—g = L (tj. vlastn& rychlost), %—‘; = Gggm (tj. gravita¢ni

zrychleni). Tomuto integratoru fikdme symplekticky Euler.

Ve tietim piipadé je velkou vyhodou, ze pohyb pod vlivem samotného Hyep) (gravitace
Slunce) je fesitelny analyticky a Hint (gravitace planet) je pouze mald perturbace. Pokud
nas nezajimaji rychlé oscilace, mizeme dokonce Hi,¢ vynasobit Diracovou d-funkci, jejiz
norma je 1, ¢imz ziskdme symplektickou mapu umoziujici interakce planet pocitat diskrétné,
s velkym casovym krokem.

Integratory casto vyuzivaji analytického feseni problému dvou téles, takze
télesa se pohybuji vlivem Slunce piesné po elipsdch (této fazi se Fikd drift),
kdezto vzajemné interakce planet jsou reprezentované jako nahlé zmény rych-
losti, neboli  kopance“ (kick). Metoda dovoluje podstatné delsi ¢asovy krok
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(zhruba desetkrat krat$i nez nejkratsi perioda, tzn. At ~ 20 az 40 dni pro
hlavni pés).
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Obr. 2 — Celkova energie systému Slunce—Jupiter—Saturn pocitana symplektickou metodou

(integratorem SWIFT-RMVS3) a metodou RK4. Casovy krok At = 36dni byl v obou

pripadech stejny. V ptipadé integratoru RK4 je patrny rtst E navzdory tomu, Ze podle
zakona zachovani energie by méla zustat konstatni.

Velmi pouzivanou implementaci symplektického integratoru 2. fadu je ba-
lik SWIFT [73]. Obsahuje téz klasicky (pomaly nesymplekticky) integrator
Bulirsch—Stoer. Existuji i verze s implementovanymi digitalnimi filtry a ne-
gravitacnim Jarkovského zrychlenim [16].

Vstupni soubory maji jednoduchy format, jak je vidét na nasledujici ukézce.
Soubor param.in obsahuje pocateéni a konecny cas, ¢asovy krok integrace
(v8e ve dnech), kroky pro datovy vystup, volby pro blizka pfiblizeni a jméno
vystupniho souboru:
0.0d0 365.25d6 36.525d0
365.25d4 365.25d4
FTFFTF

4.68d-3 100. -1. 4.68d-3 F
bin.dat
unknown
V souboru pl.in jsou uvedeny hmotnosti, polohy a rychlosti planet (v jed-

notkach AU?/den?, AU, AU/den; zde pro JD = 2454600,5):

9
.2959122082855911E-03
.0000000000000000E+00 0.0000000000000000E+00 0.0000000000000000E+00
.0000000000000000E+00 0.0000000000000000E+00 0.0000000000000000E+00
.4912547451450812E-10
.3864600354862669E+00 -.1602170074551660E-02 0.3533234140555620E-01
.5735852025214805E-02 -.2692373120382385E-01 -.1673815587694525E-02
.7243452486162703E-09

I ©O O OO

o

—7

.5808463336492261E+00 0.4308825792243013E+00 -.2761670784360751E-01
.1211216653083715E-01 0.1615788478483312E-01 0.9205155120077254E-03
.8997011346712499E-09
.6017254236082077E+00 -.8120760800476735E+00 0.8869634100961842E-06
.1354276671039820E-01 -.1030681208372443E-01 -.3099942997742874E-07
.9549535105779258E-10
.15627601760264695E+01 0.6626820858693659E+00 0.5141368234220209E-01
.5045066867113694E-02 -.1164349173788776E-01 -.1202590667115000E-03
.2825345909524226E-06
.1138394516867886E+01 -.5072505282367437E+01 -.4513382047041035E-02
.7276076137688305E-02 0.2011511879339103E-02 -.1711307188338216E-03
.8459715185680659E-07
.8611087404576072E+01 0.3506540061250040E+01 0.2817240414539856E+00
.2397188427972001E-02 -.5178074648198954E-02 0.1855384702523543E-03
.1292024916781969E-07
.1974205995173121E+02 -.3751739674173609E+01 -.2697009416898897E+00
.7111001543127974E-03 0.3681535338222283E-02 0.4507018387067335E-05
.1524358900784276E-07
.2372410144739705E+02 -.1842578182444977E+02 -.1676733867170805E+00

.1910919299879698E-02 0.2498604368703240E-02 -.9539622669733138E-04

Il OO0OO0O0O I I OO I Ol O

[elNeNeoNeNeo NI

Nakonec v tp.in je tfeba uvést polohy a rychlosti ¢astic s nulovou hmot-
nosti (zde pro planektu Vesta):

1

0.2353673518920967E+01 -.2346117040731681E+00 -.2789258013430361E+00
0.2015053331692880E-02 0.1089808238709952E-01 -.5729083998342665E-03
0

0.0

0.1.6 Presnost versus spravnost

Presnost (angl. precision) vypoétu efemeridy mtizeme posoudit napiiklad tak,
ze numerickou integraci nékolikrat zopakujeme s mensim a s mensim casovym
krokem At. Obvykle feSeni konverguji tak, ze pro mala At se od sebe jiz nelisi.

Samoziejme nelze volit At infinetezimdlné malé! To by numericky vypocet
trval nekone¢né dlouho a také bychom tvrdé narazili na omezené presnosti
¢isel, jak jsou reprezentované v poéitadi,'a na zaokrouhlovaci chyby.

Pozor! Sprdvnost (angl. accuracy) je néco Gplné jiného! Natvrdo Feceno:
jakkoli izasna presnost vypoctu ndm ani v nejmensim nezarucuje jakoukoliv
spravnost. Kdyz se dopustime velké systematické chyby (mylné identifikace
objektu pfi astrometrii, preklepu pri zadavani pocatecnich podminek nebo
hloupé chyby v kédu programu), soulad s realitou nedosdéhneme nikdy.

Ly piipadé dvojité presnosti (double precision, real 8) jde zhruba o 16 platnych é&islic;
u jednoduché (single, real 4) pouze o 8.
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Spravne ale wnepresne preni ale nespravne

Obr. 3 — Presnost versus spravnost pfi stfelbé do terce. Ve fyzice je problém, ze nevidime
onen kfiz! Je pak tézké urcit, zda je chyba systematickd nebo ndhodna.

0.1.7 Sifeni chyb

KaZzda dréha je zndmé pouze s urcitou nenulovou chybou. Aby naSe vypocCty
méli viibec néjaky smysl, musime tuto chybu uvazit! Postupujeme tieba tak-
to: (i) vytvofime mnoho pocéteénich podminek v rdmci observaéni nejistoty
a numerickou integraci ¢y — ¢ provedeme mnohokrat. (To se snadno fekne,
ale hife provede.) (ii) v ¢ase t posoudime rozptyly r,v, coz jsou vlastné chy-
by vysledku. Muzeme také sdruzit podobné trajektorie do skupin a vypocitat
pravdépodobnosti jednotlivych realizaci jako pskupiny = ﬁ

Obzvlasté v nékterych situacich je zietelné, Ze sebemensi odchylka v poca-
te¢nich podminkach, t¥eba na posledni platné ¢islici, mtze vést k velmi od-
lisnym vysledkim numerické integrace. Tato extrémni citlivost na pocatec¢ni
podminky je projevem deterministického chaosu. Skutecnost, ze i tak jedno-
duchoucky systém, jako je osm planet Fidicich se gravitacnim zakonem, miize
byt chaoticky, by nékdo mohl pokladat za prekvapivé.

0.1.8 Relativisticka pohybova rovnice

Podle obecné teorie relativity neexistuji inercidlni vztazné soustavy ani nelze
psat pohybové rovnice. Co vsak lze, je pouzit parametrizovanou post-newton-
ovskou aprozimaci (PPN), kterd zohledriuje podstatné relativistické odchylky
od newtonovského pohybu. Zrychleni pro hmotny bod je pak dosti kompliko-
vané [111]:

Pizzlij(’j?’_’i){l_Z(ﬁ‘*‘V) &_(252—1)2&

2 X
[Pz i < G Tk kg O
v\ 2 viN2 2(1+4+7). .
— ]_ (_j> — ———=r;-r;
+7(2) + (2 > )
3 (I‘Z‘—I‘j)~l"j 2 1 .
‘2—{7 t e )k
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T Cl_z > %J {lri —rj] - [(2 4 27)F — (1 + 27)Ry]} (Fi — F5)

j#i Y
. 5
3+ 4y Hjry Hm(rm_ri)
E — E _ 4
* 2¢? &~ Tij * r3 ( )
VE) m=1 m

Pro obecnou relativitu jsou parametry § = v = 1, v; = |F| oznac¢uje rychlost.
Vektor F; na pravé strané je klasické newtonovské zrychleni télesa j ptisobené

asteroidi: Ceres, Pallas, Vesta, Iris a Bamberga. Tento dynamicky model po-
uziva (mimo jinych) efemerida JPL DE405.
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