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Peodotbtrnid by bylo moZno urdit hlavni ¢d4st Hamiltonidnu pro

(g (1)
Neporuleny Hamiltonién (8.38) umoZnuje zavést kanonické

Delauniayovy proménné pro oba nezéavislé problémy dvou téles.

Podle (2.931) zavedeme

(8.40) L1 = mi VGO(mO+m1) & L2 = mé VGO(mO+ml+m2) 2.,

_ V 2 _
Gl‘“‘Ll 1-::1 G2 L

il
PO
-
l
ab
YA

H, = Gq cos I, H, = G, cos I, .
Potom
c . e 43 2 _ .
v Go(mc+m1) my . Go(mdt m1+m2)
0 D ﬁLz
Fa 1 z 2

Pr'1 rreceni{ problému trech téles bychiom mohli postupovat napt.
talk, Ze poruchu U bycheom vyjdadrili v Delaunayovych rrominnych
e pouzZili Von Zeipelovu metodu. Samczlemé otdzkou zlstévé

kcnvergence takového postupu. Praklicky bychom se vIZdy omezili

m.
“ - y , : 1
na C¢leny do urditého stupné& v malém parametru = min H“’Hé .
O 0

- P‘\.‘ l

9. Omezeny kruhovy problém tii téles

Omezenym problémem tri té&les nazyvime takovy problém tri
teles, kde hmotnost jednoho z t&les Jje velml mal & vzhledem

"-‘

ke hmotnostem kaZdeého tdllecs ze zbyvajicl dvojice. Dvojici
hmotnlysich téles nazyvéame priméry a predpokldéddme, Ze jejich

poliyb neni tretim tllesem ovlivnin. Cznadme hmostnost priméra

= gt W - Rl “ . ., ‘ I:r"' g ~ - f"’"{- ] : . o ,ﬂ.‘ *""';‘ _.'1 . 1\.}’
™., M., Mot ot tesiouvaciihio tllesa =, Tanto model mGZe doule

o
L .
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poplsovat penyb astercid v systému Slunce-Jupiter. ProtoZe pri-
meéry asteroid Jsou ré&dove ~ 100 km, Jje jejich pliscobeni na systim
clunca-Jupiter zanedbatelné. Asteroidy se pohybuji plrevéZad
v p&csu mewl Marscem a Jupiterem, xromé nckcelika vyJjimeényceh tzv.,
440 (Apolle-Amor-Aten objects). Tedy 1 pisobeni ostatnich na jejich
drihy Je zanedbatelné. Odhad prinéru astercidy je jen rédovy,
nejvitéi Ceres m& primir 1024,7 km, DPallas 5C3 km, Juno 24& km,
ly hlavnd diky své vilikosti

Jeveny g1l pocdtkem 15, stoleti (v letech 1201-2807). DPré&méry

daldich ecsteroild Jen mélokdy presahuji 200 km a u men&ich poz-

déj1l objevenych objcktd jsou priméry vEtdinou pod 100 km. Do

ocCislovano 4040

{2

dneéni doby bylo spolehliv® registroving
astercid (r.15&9).

Jinou modnou aplikaci comezendhico problému J popls pohybu
lzemet, Jak uvidime nepir, u Tisserandova l-:.r'lterla.
JestliZe Je pohyb primdrd elipticky, mluvime o eliptickdm
omezenem problému. bxcentricita Jupitera je zhruba e=0,04E,
prote v redé pPipadld staci uvalovat omezeny kruhovy probldm,
ndy Je tedy oblh primdrn& kruhovy. Jsou-1li poddtedni souradnice
8 rychlosti becdu m v rcving cbhéhu pflmaru zﬁstévé tento vod

stale v této roviné a pak mluvime o omezeném rovinném probldmu

(eliptickém nebo kruhovém).

9.1 Formulace kruhového omczendho problému v inercidlnf

soustave

. s

20loind stred i1nercifélini “ougtuvy [H £ ,Z] do t&liste T

todu My, M~ t&k, aby tyto body leZely stéle v roviné X,Y.

Fudte 4., Y., 2: (1=1,2) souradnice bodu m; a Z,Y,Z

1? 1




Lo
o
.
k¢
g‘:
1
=
pt
bt o
(“_j.
|2
T
G
.
-
3
$
I~d
¢
(
C.
3
Sl

¢.=0. Lagrangian prcblému Je potom

* * 7 * m i
(5.1) L=3 (72 + 92422 + g (L + 2

& C _ )

By R

de
: . ¥ ~ 2 F N | 2 r‘?2 1/2
o e alinig ) Spepy -

(9.2) Ry [c.a £)°+ (Y - 1,)% + 2 ]

. w5 -— "._*J" 2 r i 2 2 ] 1/2
}.{2 - [(Jl ;;2) + (1 - Y2) + Z .

Oznadme dé&le D konstantni vzdélzanost primdrt. Stiedni pohyb

n primard jge dan tretim Keplerovym zdlionem
(5.3)  n° D= Gylmg + m,) .

rd

Cr:olem je ur®it Zasovou zédvislost X, Y, Z . Casovéd zédvislost

Ki, Yi, Zi Jé znéma. Zvolime-1li v &ase t=0 osu X prochdzejici

body Mg, M, tak, Ze my Je v Jeji kladné polovine, plati

D D
(9.4) La = m. cos n t Y, = m~ sin n t
1 Mg+, < ’ 1 Ma ¥ A <
ol - L &
D D
Aoy = - My COS N t 1., = =~ ms s1n n t
& 1 ’ 9 1 ’
m1+m2 m1+m2

Diky (9.4) Jc zrejmé, Ze Lograngidn zévisi na &ase a tedy odpovi-
dajici Hamiltonidn nzni integrdlem pohybu. Celkové energie &dstice

m (vydélend hmotnost{ m)

or : " m
T NS LI N N -
Ry R,

se tedy nezachovava. Tento zédvér nemlZe prekvepit, nebot ddstice

O W F i
ha |

& zickavat enor~ii ol primded, jejich encrsie plsob? jako

| ™Al




raltticky nekonednd zasobérna.
P .

lazrangeovy rovnice druhého druhu dévajgf

:" X-B cos nt XtA cos nt
(9.5) I = m + m
0 1 R3 2 RB )
1 2
.o Y-B sin nt Y+A sin nt
Vv
1 <

oo Z Z
L = G m + m
o(lgj 2 3 )7

1
NO

kde

Dm
(9.6) A 1 , B = —5

3.2 Omezeny kruhovy problém v synodickém systému

v pevné soustavé zdvisi vyraz pro potencialni energii

m m
(9-7) U:""G "'li'_g'
°\RrR., R.
1 2

diky (9.2) a (9.4) na éase, coZ Je vlasiné& dlvodem neexistence
integordlu energie. Zavedeme-1li vdak otélejici se souradnicovou
soustavu [:T; x,y,z:l tak, allby body My 1 Mo leZely stdle

na ose X a4 osa 2z splyvala se 2 , mdme pro transformacni

rcvialce

(9.C) X

i

x cos nt - y sin nt

H<
¥

Xx cin nt + y cos nt

potom Rl’ R v (9.7) n=2zavigci na dase




"9\“'* - 52 -
' A 1/2
(5.9) Rl = [(X - B}d T 32 T 2 ] . ’
1/2
Rzz[x(x+i)2+y2+ z2] :
Ve
L/u;,[-l/u-lz,

Kinetickd energie v novych soufadnicich Jje

T = % (ﬁ +Y +ﬁ2) = %(i cos nt - § sin nt - xn sin nt - y n cos nt)2+
+ %(i sin nt v y cos nt - xn cos nt - yn sin nt)2+
+ -jé'- {2 ':> )
Odif))('\i'heﬂi«;”{l
o den
0 2 el . ' ) D 2 . .
(9.10) T = %—(x T y2 + 22) +% 112(:5:2 + y‘?) - n(xy - yx) .
Lagrangeovy rovnice druhého druhu potom déveji
A ) JU
(9.11) X = n°x + 2ny - —
X
'y o * aU
J - nﬂb - nx = —— )
9y
3 U
2 = = = ’
2z

ProtoZe v téchto synodickych sourndnicich nezédvisi Lagrangilén

na Case, bude odpovidajici Hamiltonié&n zachovén. Véimnéte si ovéenm,
Ze najde 0 zaxon zachovani energie, protoZe novy liamiltonidn

po transformacl k synodickym souradnicim 1i3{ se od starého

(ktery byl ckvivalentn{ energii, ale nezachovéval se) o &asovou
derivacl vytvorujici funkce uvedendé transformace. ProtoZe tran-

ra * o
»

sforzce k synodickym couradnicim zdvisi na &ase, Jec tato Casové

derivace vytvorujici funkce necnulcvé. Umime tedy nalézt jeden

intesral. Jde moZno provést obvykly prrechod k Hamiltcnovskd for-
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lHam>ltonova funkce v synodickych scuifadnicich a cdpovidajicich

impulcech Jje pak podle obecného vzorce (1.6)

2, 2L

(9.13) ®= %p, + yp, + ip, - 3(E+§%2%) - 3 n%(x%ey®) +

+ n(xy-yx) + U

. ~ ¢ o ¢ Cp o s | . .
dosazenim 2z (9.12) za x,y,z vyjédrime teprve € tak, Jak Jge

potreba pomoci souradnic a impulsu

1, 2 2 |
(9.14) ¢ = g(px+p§+pz) + n(pxy-pyx) + U .

» -

Dily nezdvislosti @ na t & Hamiltonovym kanonickym rovnicim
o Je ¥ integrdélem pohybu. Tentc 1ntegrél
26 = konst.

lze ovéem vyJjédrit nejen Jako funkel _x,y,z,px,py,pz , ale 1

sako funkecl x,y,2,X%X,¥,2. Potom

(9.15) % = 2(:23222) - L n2(x%y?) + U = konst.

Integrél (9.15) bylo ovZem moZno okamzité& ziskat z pohybovych

> ~ p *
rovinic (9.11) vynésobenim prvni x , druhé y , treti z a seclte-

nim.




* 2o b v ¢ 0o d 1 .’) 12 '12 r ’ QU ¢ QU ’ 9U ’
KT Yy T2z =gy 3 (xTYET) = at(xkk v yP) - — k- — y - — &
72X 2y 2z
_'-> -g-.... l(:}2+:;2+£2) = n2 g-‘.... ;-L-. (x2+y2) - -@-.U. .
dt 2 dt 2 dt

Po 1lntegraci

Definujeme-1i
(9.16) W=~ U +;§ n€ (x°+y°) ,

muZeme ziskany inteprdl zapsat

v

(9.17) 2W - (%° + 3+ 22y = ¢ |

Tento integrdl nazyvédme Jacobiho lntegrdlem a konstantu C

Jacoktiho konstantou.

9.3 Bezroznirné souradnice

V literature je v&tdinou kruhovy omezeny problém formulovén
v bezrozmirnych souradnicich, ve kKterych jsou vzddlenost primérd
D, gravitadni konstanta Gy » stredni rychlost n 1 souédet
hmotnost{? my*tm,  rovay Jedné. Rovnice (9.11) jsou fyzikaln{
rovaice, kde x,y,z uddvédme v metrech [m], %,y v metrech ze

1. . # | — r . _11

sekundu [m/s] atd. Gravita&nf konstanta o= 6,670 . 10
N .m2/kg‘ . Zvolime-1i bezrozmérné souradnice f, ?, 6

(9.10) - ~, £= 1
9.18 o : T - , = -
575 0173 :

odpovidd to tomu, 2o m&pend délky uddvéme v Jednotkdch D[m] .

Podobné hmotnosti budeme uddvat bezrozmirnymi &isly vy juiiujicimi

) S S Yen b IR G R ~ % ~ b Yy e e A Vo4 b4 . e A
~0L1irat Je vryletlovend hmotnost votsii ne? hmstnosot mifm2 [lfgf;]




my - m2
(9.19) mq = - T T -
ml m2 .ml m2

Soucet hmotnosti obou t&les v bezrozmérnych jednotkdch Je
@ 4t M= 1 . Cas budem> uddvat opét bezrozmérnjm tislem T,
které ud&va kolikrét Jje &as t v sekundéch vitEl neZ doba
1/n [s], za kterou se primdry protoli o Jjeden radian
. + .
(9.20) <« = =— =n1t .
. 1/n
Jeden ob&h probdhne za 2w/n [s],%emui odpovidé @ = 24t .
7a U= 2 se spojnice primérd otodi o @ a thlova rychlost
ﬁ bezrozmérnych velidindch je v= 1. Zavedeme-li f, 7 £,7T,
(g &, mIsto X,¥,2,t,my,m; pomoci (9.1€), (9.19) a (9.20),

dostaneme postupne

d2 - 3¢ d2 , d2 3¢ , d2 §
"'"""",--}‘x:“n‘-D - | — v = 0D — = 12D —
at” at” s o A ac”
U g 1 2U
n2'x+2n57-——~:n21)§+ 2n2])...z.______ -
7x 3T D 9;
dy 1 U
= ﬂ2D [€+ 2 —— = 2 ]
de€ n°D 9-§
zavedeme-11 tedy
' n“p*°

dostaneme
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(9.22) — { = E"“ c ..._Z. - ——— :
AT - AT 9; -
34 ' A€ U
— 7 - 7 — 2 —" S ,
aT* aT 97
AP
w9

Definujeme-11

(L.23) @
g 1

H
-, l =
-
i
lﬁl
VM
I
N
nO
N
-
oy
A
+
s

a1/
$2 =5 [(§+ 2,07 + 27+ §°] ’

S,
QO
ctr
O
3
3
~ 3¢
{0
-3
(D
N
2,

"0
{
)
+

(9.:5) W: — ‘+ % (?P'f zz) = 2 W

potom pohybové rovnic: (5.22) majl =zvladté jednoduchy tvar

:i%f A%y U

(9.26)

inle i ——

AW

’I'j“

dz- = a7 9;7




dzz df U

N s

tf": ‘c ‘(:‘ 9 ?

A6 QW

SC S

Jaccbliho 1ntegral (9.17) lze pak prepsat

Z 2
d d d —
(9.27) 2W - —--E- + ___? + t': = C
4T 4T aT

Lde C 2 konctantn souvisceljici & C v (9.17) vztahem

(9.28) C = C/n°D*- .

G.4 Tisserandovo kritérium

‘Qdvodme nyni kritérium, které ném umoini urdit, zda nove
chjevena planetiza ncho kometa jo JiZz zneama z drivegska. Drihg
planetky miZe byt pli privilZeni k Jupiteru znadénd zminéna a
jeJ1i clementr a, e 1 se tedy mohou k nepoznéni 1i3it mezi
Av Ima prachiody v prisluni. Tisserandovo kritérium P{ikd, Ze
dv& planetky nebe dve komety mohou byt identické, jen Ldy?Z
maJl stegnou Jacoblho keonstaniu. Abychom mohli Jacobiho konstantu

vy Jéd2it pomoci elementl dréhy orbity planetky okolo Slunce,

pf:jdeme k coustavé [T,%,Y, jejir poditek T, leZf v bodg
, & JeJjlZ osy Jjoou rovinobéiné s csami s fixni soustavy

[&,ﬁ, ’“:l’ Lterg byla zavedena v ¢ldnku 6.1,

(9.29) X =X-%y, Y=Y -Y,, Z=2

tedy

(5.3C) ¥ = x coc nt - v sin nt - 'E CCaH
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Y = x ein nt + y cos nt —%sin nt |,
7 =
a naorak
(5.51) X:B-‘r £ cos nt + Y sin nt
y = = 4 sinnt + Y cos nt
zZ = 4 .

e el ey b WA e

Vyjdedreme nyni Jaccbiho integrdl pomoci{ X{,Y,2,%,Y,Z. Predevdim

U Je vygjedreno pomoci (9.7) s tim, Ze

X2 + Y€ 4 22

I

(9.32) RS

g’
PO
l

5 = (E + D cos nt)2 + (i + D sin nt)2 + 7, .

Déle z (9.30) plati pro derivace

(0.33) x = X cos nt + Y sin nt - Xn sin nt + Yn cos nt
vy = - X sin nt + Y cos nt - Xm cos nt - ¥n sin nt
z = 7 .

Dosazenim z (9.31) 3 (9.33) do (9.17) dostaneme

(9.24) Gyl =+ == |+ 2n B(K cos nt + Y sin nt) -
Rl R2

=2, G2, 52 o TTy -
- (X&+ ¥+ Z°) + 2n(XY - ¥YX) = C .
Dale vime, Ze oskulaéni elementy a,e,I planetky (komety)
Joou definovény Jjako elementy eliptické dréhy pri vypnuti poruchy
(tj. bez Jupitera). Pro takovy pohyb dvou t&les planetka -

-Slunce plati vztaeh pro kineticky moment
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(§.35) §§ ~.?E = VGﬂ Mq a(1~ez) cos I

\./

2 dale zndmy vztah mezl energli a velkou poloosou

(9.36) K¢+ ¥+ 28 = 2L g, =
Rl a

Dosadime-11 do (9.34) za n ze tiretiho Keplerova zdkona a

uzijeme (9.35) a (9.30), dostaneme

1 2 g v”““"“;“ 2 M,
— - v - —= VYa(l-e” S —_ ==+
- + 5372 1 4 (1-e“) cos I +

|

Np My
& m, - — C
Ty = ( X coc nt + { sin nt) = .
D My GOml

Predpoklade jme, Z¢ budeme urcovat Jacobiho konstantu C 2z po-

zorovaného a,e,l v dobe, kdy Je R2 dostatedné velké, napr.

yédove srovnatelné s D . Potom s presnosti mz/m1 (coZ Je

pro Jupiter a Slunce 1/1C47,355) mdZeme zanedbat dva poslednd
m

tleny (ndschené ;%) na levé stran® a téZz d¢len m2/m1 pod
odmocninou

2 C
(9.37) %— + 1—)—_-?7-5 V&(l—-eg)cos I = .

Goml
Kdybychom neﬁigili predpoklad o dostatedne velikosti R2 .
m
mohil by ¢len = i
&21

planetky al,el,I

byt nezanzdbatelny. Urclime-ll elemcnty

-V Case t, a po jlsté dobé& najdeme v Case

t, planetku s elementy ay,eq,I, , miZeme urcit z (9.37)

konstanty Cy a C, . Mé-11 jit o tuté? planetku, musi byt

obé takto ziskané Jacobiho konstanty shiodné. Rovanice (9.37)







[8. Artificial satellites 615

Figure 18.7 The swing-by
as a means to change the
momentum and the energy
of a spacecraft. A deflec-
tion to the right (case (a))
or left (case (b)) in the rest
frame of the planet gives in
the 1nertial frame (left) an
increase (decrease) of the
kinetic energy.

reservolr of an easily ionizable gas (e.g., cesium or xenon) passes through par-
allel plates, between which an electric field E is established; this field ionizes
the gas and generates a current J = o E; the magnetic field orthogonal to E
pushes the plasma out and generates the thrust. This is a concept of an ion or
plasma thruster. Another interesting concept is that of the solar sail: a large
(even kilometres wide) sheet of reflecting material is deployed and suitably
oriented with respect to the Sun, generating from the solar radiation pressure
a torce along its normal. Though 10on thrusters are being experimented and
already planned for torthcoming cosmic missions (e.g., the BepiColombo mis-
ston to Mercury), the solar sail has never been realized, nor is planned for the
near future.

Flybys for space navigation. One way to overcome the fuel problem for in-
terplanetary missions is to use the gravity pull of a carefully chosen planet
or natural satellite; Fig. 18.7 shows how this works. While in the rest frame
of the planet the velocity changes only in direction, by an amount depend-
ing on the impact parameter, in the inertial frame there is a net gain (loss) of
energy when the spacecraft passes behind (ahead) its direction of motion, at
the expense of the orbital energy of the planet. This is called a gravity as-
sisted maneuvre. One could say, an elliptical solar orbit with a velocity V_ is
matched to an hyperbolic orbit around the planet, with asymptotic velocities
v. = V. — V,; on the other asymptote this is matched to an elliptical orbit
with velocity V,. The deflection v. — v, is determined by the angle 6 be-
tween the asymptotes in terms of the impact parameter p (eqs. (11.43)). Its
appropriate value 1s obtained with a slight adjustment of the direction of V_
before the encounter. Note the great sensitivity of this manceuvre to errors:
an error o, produces an error os = 0,/ p 1n the direction of V, and an error
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je definovéna v n&jaké soustavé jednotek, ve které mushe udat
téZz téz gravitaén{ konstantu Gn « JestliZe budeme mErit délku
pomérem k délce D , hmotnost pomérem k ml+m2 a Eas pomérem
¥ 1/n , dostaneme misto (9.37)

1

(9.38) s b 2 ,8(1-82) cos I = C .

To Je obvykle uiivany tver Tisserandove kriteria.

9.5 Hillovy plochy

Pri zsdanych podétecnich g, 7, & f', 7 , € maji rovnice
(9.26) préveé Jednc reSeni. Pro toto refeni Jje moZno podle (9.27)
ur&it Jacobiho konstantu C . V kazdém bodé f y Ay € umonu je
pak (9.27) urdéit velikost rychlosti. Pro danou Jacobiho kenstan-

| 1,2y . Bt
tu pak definugme plochu iw‘-‘-"- algm) + or ' e 1

(9.39) W (E,7, §)-C=0

“yto plochy definované pro r3znd C nazyvéme Hillovymi plochami,
nebo téZ plochamil nulové rychlosti. Plocha (3.39) rozdé&luje obecnd
trojrozmérny prostor (o souradnicich .,E, 7 5 £ ) na dvé oblasti.
Oblast, kde 2%'- C >0 a oblast, kde 2" C<O . Do druhéd

z téchto oblasti se dréha s odpovidajici Jacotiho konstantou C
nikdy nemvie dostat. Teto drdha miZe doséhnout nejvyge Hillovu
plochu, kde bude t&leso nadbyvat nulové rychlosti, tj. §'= f= §':= 0.
V oblasti, kde je o/~ C<O , DY podle (9.27) musel byt &tverec

rychlostl zdpcrny, proto se tam Cdstice nikdy nedostane a nemfje

tek prekrodéit Hillovu plochu. Proto Jje zajimavé orientadng vy-
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setrit, Jjak Hillovy plocly vypadajfi. Rovnici (9.39) je mo2no

zapsat

(9.40) §2+12+ 2(‘;;*'(;2-

Pro velmi velké hodnoty C se Hillove ploche sklédé ze tdech
odd&lenych ploch.

1. plocha je velmi blizké k bodu &% , tj. velikost pravé streny
je zajisténa hlavne Clenem 2‘01/'¢i & vse ostatn{ na pravé

strané& je proti tomuto ¢lenu malé a shrneme to do mg¥ opravy €&

“

2—.....:
!

Tato C¢ést Hillovy plochy se tek velmli mdlo 1i8{ od kulové plochy

6""6 .

opsané okolo bodu s hmotnosti #, s poloméren 2,«1/6 . Cdstice

uvnity® této plochy se nemuZe dostat ven.

2. plocha Je obdobné& blizké bodu &, 8 1181 se velmi'mélo od
kulové plochy opsané okolo bodu o hmotnosti ﬂ%r s polomérem
@2rv2¢w2/c . Cdstice uvnit? této plochy se nemife dostat ven.

3. Treti ¢&4st Hillovy plochy Je velmi vzdélena od obou priméra.
Velikost levé strany (9.40) je zajidténa velikost{ €2+:ZZ

’

zatimco veliina v z&vorce je pouze mealou opravou. Rovnice

£°+1°=C-¢
tak popisuje plochu malo se odchylujfci od vélcové plochy s osou
§ a polomérem VE . Pohyb Jje moZiny vné& vélcové plochy & &ésti-
ce se nembZe dostat dovnitr.
Pri zmendujicim se C se poloméry prvnich dvou ploch zveét-
Sujf & plochy se stdle vice deformuji, zatimco polomé&r vélcové

plochy se zmen8uje opét za rostouci deformace. PPl Jjistych







hodnoté&ch konstanty C dochéz! X protinédni raznych dvojic

z uvedenych t#{ ploch (viz cbr.2).

2.6 labradni body Jjako singularity Hillovych ploch

Singuléarnim bodem plochy

(9.40) £(€,72,6) =0

nazyvéme takovy bod, ve kterém Je

2 N A
(9-41) Vf-O ’ V"‘ 96 ’ﬂ’z $9§)

Wapr. pro Jednoparemetrickou soustavu kulovych ploch
(9.42)  E°+ 7%+ £ - R = 0

déavé (9.471)
(2%, 27, 2§)= (0, 0, O0) ,

tedy plocha s R = 0 , kteréd se redukuje na bod, Je singulérnim
bodem. Pro soustavu Hillovych ploch (9.39) dostévéme singularni

body tam, kde

(9.43) vyiw= 0 .

Necht rovnice (9.43) je splndna v n&jském bodé& (E 5y 70 o)

Potom je bod ( {O’ ?03 60) S‘taCionéI‘nim bOdem, tj-

(9.44) §<t) = {o y L) = %, *,r(t) =85

je re8enim soustavy (9.26). Stezcionérni body omezeného kruhového
problému tri té&les nazyvédme téZ libradnimi body. Odtud tedy plyne

tvrzeni, Ze singuldrni body Hillovych ploch Jjsou libralnimi body




omezeného problému t#i téles. Pro libradni body tek dostaneme

z (9.43) a

soustavu t1*i rovnic

2% “ ﬂ%
(9'45) — - —— ( _(“ ) - — ( + ) = 0 ,

9&7; My T
Pyl Sl B " =57 =0
7 1 @5
-;210’: - /-“—?13- - /% é = O
/¢ 1" 2
| My A
Tret{ rovnice dévd €= O , protoZe f-’? + =5 # O . Tedy libragn{
1 3

body se nalézeji v rovin& primdrd. Druhou rovnici 3je moZno splnit

bud tek, Ze
a) 1z= O

tyto libraéni body leZf na pirimce spojujici priméry

M
b) 1:-——1-+,c2

3 3
fi P2
VySetfeme nejprve druhy priped. Nechi
M #
(9.46) R S
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Cleny s fr vypadnou diky (9.46) a tedy musi platit

(9.47) Pl = ?2 y

ale podle (9.46) to znamend

P = P, =1 .

V tomto pripadé dostéviéme jarko rfefeni body lezici{ v rovin&
primara, které tvei{ s priméry rovnostrenny trojihelnik. Tek ové
body Jsou dva v opadénych polorovinéch od primky spojujic{ priméry.
Témtc bodim r{kéme trojdhelnikové libraé&i body & znacdime Je

L4 , L5 .
Vygetrujeme ddle pripad g, # = 0, t). moZnost existence

primkovych libradnich bodl. Posledni dve& rovnice v (9.45) jsou

splné&ny automaticky a zbyvé splnit rovnici prvni

(9.48) "/i'j;'( - ""-ﬂz(*‘ ) = 0O
: €- @iﬁ ‘; 4ﬂﬁv égr gr /“i '

ProtoZe vyreazy @1 =

6— ﬂz a @2 = l f +(“':L l nabyval ruznych
hodnot podle toho, kde leif £ vzhledem k -My , %,

budeme vysgetrovat iri1 piripady.

(<-4 ] mm<E<ay L] m<§ L,
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Napi{&t& budeme predpoklédat, Ze sy éf%-, jinak prohodime
My 8 My Ulohu budeme charakterizovet jedinym parametrem
M= /uz < % . Misto %y pek pideme 1 - . Zapi&me neJjprve

rovinicli v oblasti

€'< -
jako rovnici 5. stupn® pro veli&nu Xk = f”z = - - e,

:>€=-k-1+/a/’ (Pté-g:/ui-k«l-j_-/o:k-l-l,
g-&-/wl:-k-l-b/u-l-l-/“:-k

1= 204

+ - = 0 >
(k+1)°  x°

(=k-1+40) +

Po Upravé

(9.49) X2 + (3-p) kK + (3-2) k3 = wk® - 2k - = 0 .

Podobnym postupem zavedeme k = f?2 pro —(‘014 {4/“2 a dostane-

me

(9.50) ¥ - (3= ) k4 + (3-2 ) k> - (wk‘? + 2uk - = 0 .

Konedné pro 5 7("—2 dostaneme pro k=r1 rovnici

(9.51) k2 + (2+ m) k* + (1424) k3 - (1- ) k° - 2(1- & )k-(1-)=0.

Rovnice (9.49) - (9.51) Jje moZno numericky vyredit a pro kaZdé
uré¢it t#i primkové libra&n{ body. Souradnice té&chto libraénich
bodd jsou v zdvislosti na /v vVvyneseny na obr.2. Zde {1 je
souradnice primkového libradniho bodu Ll , ktery leZ{ mezi pri-
méry, [2 soufadnice primkového libranfho bodu L, nachézeji-
ciho se bliZe k leh&imu priméru a §3 souradnice libra&niho bodu

L leZ{

2' T3
ovéem vné uselky spojujic{ primdry. Pro 4= O Dbody Ll’ L2

L3 leZ{ciho blizko k t&Z&8{mu z primérd. Body L




Lz §3- 4¢0(r\

1
[
1
-
1
I
:
o x
! —pEurd— ! -.-.-.H-'-r.l#p-u--.--\....imrl.u--lﬁ mr- T
IR L Rk A P T .
Li>drFr el o TL ol mrsap wEE - h iR wa w -k EER '
.I
L]

splyvajf a leZ{ v bod& nulové hodnosti /ﬂé , zatimco L3 leZ{
na opadné strané& neZ A% ve vzdélenostl rovné 1 od g o Pro
M= 0,5 je &,(0,5)=0, £,(0,5)% 1,1984061446 = - £,(0,5).
Kfivka &,(a4) nabyvéd minima v okolf mx= 0,18 , kde £, =

= =-1,271628.

Zajimavé aplikace Jje pouZit{ Hillovych ploch na systém
Slunce, Zemé&, M&s{ic, kde se ukazuje, 2e Jacobiho konstanta urcené
pro M&sic vede na Hillovu plochu, které v blizkosti Zem& protiné
ise&ku spojujic{ primdry (Zemé&, Slunce) bliZe k Zemi, neZ Je
bod Li . To ukazuje, Ze Més{ic je uvéznén v okoli Zek& svoll
Hillovou plochou & nemiiZe uniknout do vzddlen&j&ich oblast{.

10. Stabilita libraénich bodd

V minulé kapitole jsme nalezli pé&t stacionérnich redent
kruhového omezeného problému t#{ t&les, tedy p&t libra&nich bodui.
Body Li’LZ’L3 Jsou primkové, body L4,L5 trojdhelnikové li-
bradn{ body. V této kapitole se budeme v&novat otédzce stability
t&chto libraénich bodd. Bude néds zajimat, jak se chovéd re3eni
v té&sném okol{ libradnich bodd, zdg bod, jehoZ poloha a rychlost
se nepatrné zmé&ni oproti staciondrnimu FeBeni, zlstdvé stéle
v okol{ pfisluéného libraénfho bodu. Vime, Ze matematické kyvadlo
pri vychylen{ ze stabilni rovnovéZné polohy stéle kmité okolo teéto
polohy, zatimco pii neps#trném vychylen{ z nestabilni rovnovazineé
polohy se kyvadlo od této polohy nutn& vzddli. Abychom precizo-

veli tyto intuitivn{ dvahy, zavedeme né&které definice.

10.1 Stabilita re3en{ podle Ljapunova

Mé&jme soustavu diferencidlnich rovnic







(10.1) x = F(x,t) ,

kde xeRT , tJe x = (xl,... xn) a podobné&

F(x,t) = (Fl(x,t), F2(x,t),... Fn(x,t)) je zadéno n-tic{
funkc{ nabyvajicich obecn& komplexnf{ hodnoty. Funkce Fs necht

Jsou definovény v obhsti 2 = D x It y kde D, Je oteviend

oblast v R" a It = {to-(t < +t=-é} . Budeme predpoklédat, Ze
F. Jsou v oblasti Z s8pojité vzhledem k t a ma j{ spoJjité

prvinl parciélni derivace podle Xs

Definice: ReSenf{ x = ¥ (t) soustavy (10.1) definované pro

a<t<+o ge nazyvéd stabilnim podle Ljapunova, JestliZe pro li-
bovolné £2>0 a t0€ (a, +°) existuje J (&, to)>0 takové, Ze
véechna Fedeni ¢ (t) soustavy (10.1), kterd splnuijf podminku

[¥(tg) - Pieg)l<d

<

jsou definovéna pro tySt<+c© a pro viechna t,

1< +o0
ly ity -pyl<e .

Poznémka: JestliZe &{slo J >0 je moZno vybrat nezévisle na po-
tdtelnim momentu ty » Pak mluvime o stejnom&rné stabilité. Re-

Sen{, které nen{ stabiln{ podle Ljgpunova, nazyvédme nestabilnim.

Tedy znegovénim definice stability dostaneme:

Redenf x = ¥(t) soustavy (10.1) definoven & pro a<Lt £ +00 je
nestabiln{ podle Ljapunova, jestliZe existuje alespon jedna dvoji-
ce ¢isel &£ >0, to€ (a, +°) tak, %e pro vdechna Jd >0 existuje
aspon jedno refen{ ¢ (t) soustavy (10.1), tak ové, Ze plat{

[Py &- Yl< o

a pfitom bud ¥ (t) neni definovéno v celém intervalu toét‘( +00,

nebo existuje takové t, , Ze
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l({’(tl) - P(t,) I 2 E .
Dal&im ddleZitym pojmem Je tzv. asymptotickd stabilita.

Definice: Refen{ x = ¢ (t) v (a<t<+wo )  nazveme asymptoticky
stabilnim p¥i t—>+00 jestliZe platd
1) feSeni W(t) je stabiln{ podle Ljapunova
2) pro libovolné ts €(a,+o ) existuje A(to) >0 takové, Ze pro
v8echna FreSeni ¢ (t) v (a,te0 ), pro kterd je
¢ (ty) - Yt |<a
plat{
1m |y - ¢et) | =0 .

t 00

10.2 Stabilita lineérnich systéml diferenciélnich rovnic

M&Jjme lineérni systém
dy

110.2) — = A(t) y + £(t) ,
dt

kde y = (yl,...,yn), f(t)=(f1(t),... fn(t)) a A(t) Je mati-

ce typu nxn.

Definice: Linedrn{ systém (10.2) nazveme stabilnim, jestliZe
vBechna Jjeho re&fen{ jsou stabiln{ ve smyslu Ljapunova. Systém
(10.2) nazveme nestabilnim, jestliZe vZechna ¥eden{ jsou nesta-
biln{ ve smyslu Ljapunova,

Poznémka: V zdpé&td ukéieme, Ze systém (10.2) je bud stabilnft

nebo nestabilnf. NemdZe totiZ existovat linedrn{ systém, ktery by

m&l Jjedno reseni{ stabilni{ a druhé nestabilné. To plyne z n&sledu-
Jici véty.

Véta: Pro stabilitu systému (10.2) je nutné a stali, aby bylo



stabilni konstantni{ re8en{ x=0 homogennfiho systému
dx

(10.3) — = A(t) x .

dt

Dikaz:

a) Nejprve dokdZeme, Ze stabilita reden{ x=0 Jje nutné pro
stabilitu systému. Necht reSenf x=0 Jje nestabiln{. Bud
¢(t) n&jeké redenf{ (10.2). UkdZeme, Ze pak je nutné& nesta-
bilnf. Z nestability x=0 plyne, Ze existuje dvo jice
&, toe-(a,+ao) tak, Ze pro v3echna J >0 existuje agpon
jedno Preseni f(t) soustavy (10.3), pro které Je

lg(to)l-f o

a pritom bud £ (t) nenf definovéno v celém intervelu ty<t<+o0

nebo existuje t. € (ty,t) tak, Ze plat{

1)l 2g
Existujf{ tedy €, to (a,+00 ) tak, Ze pro v8echna o >0 exis-
tuje Fedenf soustavy (10.2) ¥ (t) = ¢ (t) + £ (t) , pro
které Jje
| ¥ (ty) - Pt =11 < o
a pritom bud ¥(t) nenf definovédno v celém intervalu t0£t< +06 ,
nebo existuje t, € (t0,+00) tak, Ze plati

[ (ty) - Pt 1= 1E(t) 12 € . Tedy fedent Y (t) Je
podle definice nestabiln{. |

b) DokdZeme, %Ze stabilita Feseni x=0 stad{ pro stabilitu

systému (10.2) Je-1i x stabiln{ #edenf (10.3) =2 pro libo-

volné €20 & t.€(a,+o0 ) existuje d (&, t0)>0 takove,

O
Ze pro v8echna Fe&eni (10.3) 6 (t), pro které
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|€(t) 1<
Je f(t) pro t €(ty,+) definovéno a plat{ zde

) I< e .

Je-1li ¢ (t) néjaké reden{ (10.2), pak pro libovolné &£ >0

a t€(a,+0) existuje J (& ,to) > 0 tmkové, Ze pro vsechna

fedeni ¢ (t) soustavy (10.2), pro které Je

| p(ty) - ()1 <

Y(t) definovéno v (tns*0 ). To platf proto, Ze funkce
E(t) = ¢(t) - €(t) Jc fe¥enfn (1C.3). Navic
() - ¥ (1)l =|{(t)l<é‘ .
tedy kaZdé Feseni ¢(t) je stabilni podle Ljapunova.

Konec ddkazu.

M&Jme nyn{ autonomn{ nelinedrni systém.
(10.4) x = X(x) .
Bud x(o) bod, pro ktery plati

X(xo) =0 ,
(0) (0)

tj. x = x je staciondrn{ resen{. Zavedeme-li x'=x-x ’

prevedeme stacionédrn{ bod do poldtku x’=0. Predpoklé&dejme, Ze
tento posun byl JjiZ proveden a Ze tedy plati

X(0) = 0 .

PoloZime-li v (7.18) xi=0 a8 naopak hi = X dostaneme pro

i ’
Tayloriv rozvoj funkce X(x) v okolf polétku

Il
- 1 E
(10-5) Xi(xl.-.xn)-— Zi Aij Xj"‘ 5 . Bijk x:j xk+ ¢ oo ’ .
J:

—_—— e —, — =
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¢ v W= et ’ PR - ere— X- X s T o o X 'y
1) ij 13k 2% '?xk 171 n
x=0 dJ k=0

Budeme-1l1 se zabyvat pohybem v nejbliZifm okol{ staciondrniho
bodu x=0 , zenedbdme v rozvoji (10.5) Cleny druhého a vy&&{iho
stupné v X5 Této aproximaci ¥{kéme linedrnf aproxkimace.

Dosazenim z (10.5) do (10.4) dostaneme v linedrn{ aproximaci

soustavu linedrnich diferenciédlnfch rovnic
n
(10-6) xi"':‘ ZAij xj o
J=1
Budeme rikat, Ze staciondrni reSen{ x=0 systému (10.4) je
stabiln{ v linedrn{ aproximaci, jestlize Je stabiln{ linerén{
systém (10.6). M{sto o stabilit& v linedrnf aproximaci d&asto
mluvime JjednoduZeji o linedrnf stebilit&. Je moZno ukdzat, Ze
JestliZe staciondrn{ FeZen{ x=0 rovnice (10.4) je stabiln{

ve smyslu Ljepunova, pak mus{ byt stabiln{ i systém (10.6). Opad-
ne ovéem z linedrn{ stebility nevyplyvé etabilita stacionérnilo

reseni nelinedrn{ho systému.

Vysetfujeme nyn{ stabilitu systému (10.6). Oloha je zvlaité
Jednoduchd, mé-1i matice A typu nxn n ruznych vlastnich

Cisel. Hledéme-li totiZ Fedenf rovnice (10.6) ve tvaru

x = a et ;

kde &a Je vektor, ktery chceme urdéit, dostévéme dosazenim do

(10.6)

(10-7) Z (Aij")tdvij) aj--o i=1’iil n 3
J

Aby m&la tato soustava felen{, mus{ platit
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(10.8) det | A - A.E(n”: o ,

tjo. A mus{ byt vlastn{ ¢islo matice A . Je-1li n rdznych

redenf A,, A, .. A, , pak je moZno ke kaZdému A, nalézt vektor

a(i) splnujfci (10.7). Obecné redenf (10.6) je pek linedrnf

kombinaci, JjejiZ koeficienty C, tvori n-tici integradnich

konstant.

n
(10.9) x=9 ¢, a¥ expa ¢t .
k=1

Je-1i nékteré z A, redlné a A, >0 , potom Fefenf C,a(K)Akt

12
miZe byt pro 1=, uéiné&no volbou Ck#O libovolné& blizké k O .,
Pro dostateln® velké t se v8ak toto reBeni{ od 0O 1libovolnd

vzdél{. Existence redlného vlastniho &isla 'ak matice A ,
pro které je ﬂk>0 zatuluje v tomto p¥r{pad® nestabilitu

systému.
PTO obecnou matici A mdZe v&8ak rovnice (10.8) mit nekoli-

kanésobny kofen A . Pak jiZ nen{ zajist®na existénce n rlznych

(k)

vlastnich vektord a a Fe8eni nelze obecn& psét ve tvaru

(10.9).

V matematice se v&ak dokazuje, Ze obecn® vidy existuje ma-

tice H , kteréd podobnostni transformac{ pirevede libovolnou
matici A ne tzv. Jordantv tvar.

1 | ® o0 0

o , aElkhplky) g

A H 5

(10.10) J = H
o , /’LrE(.kr)+P(kr)

Jsou vlastni &isla, E(ki) Je Jjednotkova

kde &1, °* oo A'! p '
P(ki) Je téZ matice typu k. x k,

matice typu k. x ki ,




O’ 1’ o’ 0, L 0

0, 0, 1, O, 0

(10.11) P} = : Cp1) - o .
0, 01
Oy veencennnnas O

TotéZ vlastn{ &islo A 8e miZe opakovat ve vice maticich na dia-
gondéle v (10.10). Nésobnost vliastnfiho & sla A je soulet v&ech
ki u matic odpovidajicich tomuto kofeni. ProtoZe rovnice (10.8)

mus{ mit 8 uvéZenim nésobnosti n kofend, musi platit

r
(10.12) Z ki - n °
i=1

Jinak »eleno, matice (10.10) Jje rozblokovéna tak, Ze mé kromé&

r matic na diagonéle v&ude nuly. Matice na diagoméle maj{ tvar

f’li, i, 0, «co , O
0, A, 1, 0, O

(10.13) o, 0, Az 1 .
0, 0, 0, «v. 0,2,

Pro k.=1 se matice (10.13) na diagonédle redukuje na Jjediné

g¢{slo A; . Pro pfipad n riznych vlastnich &{sel Jjsou v8echne&
k.=1. Zavedeme-1li tedy v piivodnim systému (10.6)

x = A X

nové neznédmé funkce Yy vztahem

(10.14) Xx = Hy resp. y = H""'1 X ;

kde H Jje matice prevadéjici{ matici A na Jordandv tvar, potom

pro y dostgneme soustavu rovnic




(10.15)

kde J

-1

§ = H™ x

H

-1
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Ax =

H

-1

AHy=4dJdy |,

rozblokovéna, rozpadaji se rovnice pro

soustav.

zj =
zabyvéme
Potom plat{
(10.16)

Zl=
22'-'-

Z = Q. Z + 2

Oznedime-11

Y
k1+...+ki_1+j

1

pro

Za Y
1 Z

2, t 2
2

Posledn{ rovnice mé reden{
Rit

(10.27)

Zk.

= €
3

e

y na

j=1,tttki 9

3 |

dosezenim do predposledni rovnice

a reseni

Z
ki-1

A
ki"'l

A

t

A-t
e 1

A .

. Z + e
i ki-i .

b |

t

tJ.

ee na chvili Jjen blokem odpovidajicim €1islu

je Jordanova matice (10.10). D{iky tomu, Zematice

Ay

J Je

r nezévislych

takto postupné vyre&ime celou soustavu (10.16). Jej{ resend

A

t

T__lIT_'tkl
ki" !

-1
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PoloZime-1i misto (10.17) 2z, _. , dostaneme dald{ nezdvislé
1

Fefeni
1 k.2
Zq k. -2)1 v *
Z
e st
. = e ]
z 1
ki""l
zk O

Dals8f{ nezédvisléd reSeni dostaneme obdobnég

T§;%§7T ki3 TE%:ZTTtki_ 1

O

éait ’ eait | eait O
1
1 O
O O

O O 0

Obecné ¥edeni Jje potom linedrni kombinac{ té&chto FeZeni, kde

koeficienty lineérni kombinace tvoi{ k integfaénich konstant.

A:t 1
Kazdé =z, Je tak soulinem e 1 8 polynomem R(t), JehoiZ
stupen v t Jje men&{ neZ ki . TotéZ plat{ i pro x , neb vzteh

mezi x a Yy (10.14) je lineérni. Z toho plyne pro stabilitu
*edeni (10.6)

a) Jestli%e alespon jedno z charakteristickych éfsel,&i mé klad-
nou reédlnou &4st, pek soustava (10.16) je nutn& nestabiln{.
Vidy totiZ existuje redeni, které se od feSen{ 2z = O libovolnsd
vzddl{. Tedy i soustava (10.6) Jje nestabilni. P¥i vhodné volbd&
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polateZnich podminek miZe i FeZenf (10.6) obsahovat jJen faktor

a.t
e * y tedy reSen{ vZdy unikne z £- okol{ nuly.

b) JestliZe v8echna charakteristickd &{slas A. ma ji reélnou

1

tast zépornou, pak je Fedeni x=0 rovnice (10.6) asymptotic-
2.t
ky stabilni{. KaZdy &len v Fedenf{ obsahuje faktor e 3 .

¢) Nenastévé~li ani jeden z pripadd a), b), tj. existuje-1li
alespon jedna ryze imaginérni vlastni hodnota matice A a
2édné vlastn{ hodnota nemé kladnou reélnou Cést, méme nejslo-
z1t& )81 p¥{ipad, kdy zéle%{ na tvaru Jordanovy matice. Jsou-1li
vBechna vlastn{ &fsla vzéjenn& rdznd, pak Je v tomto pr{ipadé
rovnice (10.6) stabilnf. ReSenf obsahuje Jen tlumené nebo
oscilujfe{ &leny. Rovnice v3ak miZe byt v pripadé& c¢) stabiln{,
1 kdyZ existuj{ vicenésobné vlestn{ &{sla. To v pripedé, kdy
matli ce odpovidajic{ imagindrnimu kofenu.,ai = A. majl

J

k; = kj =1, tj. v Joradnov& tvaru mafice A je sice koien

.ai alespon 2x nsa diagondle, ale je vidy spojen Jjen s P(1)=1,
Tedy vedle A; nenf{ v Jordanov& matici nikdy jednilka. V ostat-

nich p¥ipadech, kdy vicenéaobnémukofenuuai odpovidé ki>*1
Azt

se u periodiékého e * objevuje polynom alespon 1.stupné

v t & rovnice (10.16) jsou nestabilnf{.
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10.3 Vy8etrovén{ stability kolineérnich libre&nich bodd

Vy8etreme nyn{ linedrn{ stabilitu libra&nich bodd omezeného
kruhového problému t¥{ t&les. Pripomenme pohybové rovnice (9.26)

(10.18) £ - 27’ %—?
7 W

2

AR
S QW

* 7%

kde telkou znalime derivaci podle T =

N g P20
(10.219) @ -(-%;; %) > ({ 72) ,

(ay 9, Jsou dény (9.23)
[(6-pm2 +7q2+€2]2/2

Pz [(€*+1'{“)2+%2+§2]1/2 .

Yyéetfujme nyni pohyb okolo primkovych (kolinedrnich) libradnich

’

(10.20) (.,

H

bodd. Oznalme L. = (€., O, O). PFitom je-1li L, i-ty libraZnf

» 1
bod
(10.21) V?(/’(gi, O, 0) =0 .

Zavedeme poldtek soustavy souradnic do vySetfovaného i-tého

libraéniho bodu a rozvineme pravé strany pohybovych rovnic

do linedédrnich &lent
(10.22) g

it
it
f=to
+
>

A
H
N
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Potom
(10.23) ; - 23; = %({fx,y,z) =Z”]‘(x($i y0,0)x + Zﬂ;y({i ,0,0)y +

+2V;z(§;,0,0)z :

5; + 2£ = wsy(gi*.x’y’z) =w’yx({i ’0,0)X + W;y({i,0,0)y +

+?ﬂ"yz(§i,0,0)z ,

N,

= wz(€i+x,y,z) =W.zx("’Fi y0,0)x +w;y(éi ,0,0)y +
+sz(gi,o,0)z $

kde indexy u X vyznadujf parciélnf derivace po&ftané v pr{slui-
ném libradnim bod&. Abychom mohli pouZit teorii rozvinutou pro

rovnici (10.4) prevedeme soustavu (10.23) na soustavu 6 rovnic

prviotho r4du. Zavedeme

(10.24) P, =X , P,=Y s P, = Z

X o , 0, 0 ,1,0,0 X

y °c , o6, 0 ,0,121,0 N

1 ) z o , 0, 0 ,0,0,12 z
Oi25 ¢ -

Py Wex ,%;y » Uyg » 012, 0 Px

py Wyx’%y’wsrz"z’o’o py

P, zx'%fzy’”&z’o’oio P,

opoCtéme postupn& &i{sla ny, w;y atd. Jde o &{sla, neb jde

o druhé derivace funkce 201£i+x,y,z) spo¢tené v librainim bodé.

X 7 1- A
Fx v LTr vven2ee22221172 (7 aeenontaetqi72 |
D 9 x [(61+x'r‘°) +y2+z Ji e [(6i+x+1-(a,) +y“+z<)

1 1-
fo G e =yt ] = 5it% - '“? (343 = 55 (§;+x01-0
(07 05




U 1= v
-——=y-——§y-'—"‘y 9
7y ¢q 2

Oznadme R’.L = (&1(141) =]{i "'/“'l Rg = @2(1’:1) = lgi"’l"(“") .
Ddle |
-] pro
0, rxmp)l E-w 1
— = = = —1 pro L2
0 x 2 Ry \_1 tro L
Li Li 3
podobné
1 pro
0?2 ~ €i+x+1-/»v ~ €1+1-/" / E
o N
X P 2
2 -1 ro L
Py 1-p 1-p
(10.26) W _ = = 1 - - + 3 == R, + 3 R., = 1+ 2B.
Ly
kde Jjsme zavedli ¢&islo
(10.27) B, = 1_/“,*_ e

které samoziejmé& zdvis{ na libradénim dbodu Li « Podobné&

1-4 A
(10.28) Wyy=1-§§_-n—g=l_51 :
1-f v
(10.29) W;z=——-§--;3—=-si .
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Déle se snadno presvédéime, Ze vedkeré smiZené derivace Jjsou

rovny nule. Plat{ totiZ

:Efl =¢3L = 0 iffé = 0 gfl. = 0 f!&f -6
3 ’ 9 - °
)y ?1 7y 72 7z
Li Li Li Li Li

Rovnice (10.8) pro vlastni hodnoty matice linearizované soustavy

tedy zn{
-A , 0, 0 , 1, 0 , O
0 ’ -A' ’ O ’ 0 ’ 1 9 O
O ’ O ’ -/\. ’ O ’ O ’ 1
Q = det 1+ZBi ’ O ’ o ’ -/1 9 2 O - O ’
0 ? 1-Bi $ o ’ ""'2 ’ -/L 9 O
O ’ o , -Bi , O, O Wl
Rozvineme-1li determinant podle 3.r4dku, bude
-A 0:1) O, O -A, 0’01130
O ,"/\,0’ 1’0 0!“2-’0’0!1
Q =—A_'d8t 1"'"2Bi’ O ’-A’ 2, 0 - det 1+2Bi, 0 ’ O ’-‘A’ 2 .
O ’1-Bi ’-2,"A, O . 0 ’I-Bi’ O, ’ 2,"'/-1
0 9 0 » 0, 0’-A 0 9 O ,-Bi’ O, O
Rozvineme oba determinanty podle 5.r4dku
-/1 ’ O ’ l’ O ~\ ’ o ) 1’ 0
. 2d O ,-a4 , 0, 1 + B. det O y=2 , 0, 1 ~
Q =+A~det 1+2Bi: O ,=A, 2 i @€ 1+2Bi! C ,=A,.2 |~
o ’l-Bi ’-2’-/1 o ’1-Bi ’-2,‘1

0 ,-A, 2 .
O ,1""‘Bi ,-2 ’-A

Konelné& rozvoj podle 2.f8dku s vypodtem obou determinantd d4vs
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Q= (2% By) [FA (=27 + (142804 - 42) + (1428;)(1-28;) -(1-B;)2%)-

(A%B,) [a% +(2-B)) A% + (1+2B;)(1-B,)].

Vzhledem k tomu, Ze Bi:>0 dostévéme pirimo dvé vlastn{ &1slsa

A1’2=3ilf§; .

Tato dvé charakterisické &€isla bychom mohli dostat rovnou
z (10.18), kde posledn{ rovnice Je odseparovéna & po jejf linea-
rizaci dostaneme €= - B § , tedy resent Aq €Xp 1 VE;GE +

+ A, exp - 1 VE;CFF. U trojihelnikovych libra&nich bodd uZ budeme

2
postupovat timto zpisobem. TJ. dvé& vlastnf &fsla uréime z poslednt
separované rovnice a zbyvajici &tvericl z charakteristické rovnice
plynouc{ z prvnich dvou rovnic, iedy rovinice ¢&tvrtého stupns.

Dals8{ &tyri vlastn{ ¢isla jsou urdena bikvadratickou rovnict
(10.30) A% + (2-B; ) A% + (1+2B; ) (1-B;) = 0 .

Determinant odpovidajic{ kvadretické rovnice pro AJ=J\2 je
(10.31) D= (2 - By)® - 4(1+2B;) (1-B,) = B, (9B, -8)

Jak po chvi{li uvidime, Jje vZdy Bi..Z.l y, tedy D 20 =) obé& rfedeni
Ays /1, jsou reélnd, jejich soudin A, A, = (1+2B,)(1-B.)<0 .

Tedy jedno redeni /1, je zéporné, druhé kladné. Kladnému FeSent

Bi"“2+ rﬁ

A =
1 2

odpovidajf dvé& charakterisfiickéd &isla

33’4= + i/ll .

Protoze jedno z Sfsel A, = \’/I1 je kladné => kolinedrnf libran{

body Jjsou nestabilni{ JjiZ v lineé&rni{ aproximaci, tedy Jsou nesta-

biln{ obecné.




K dplnostl dikazu nestability kolinedrnich libralnich center

zbyvéd dokézat nerovnost B:. >1 . Pro libralni{ bod L, je nerovnost
zifejmd, neb v tomto pr{pad& je Ri.‘.‘.l . R2§..1 a tedy

1-p0 .
1
Ry R

Pro 'B2, B3 vyuZi jeme (9.48), kterou souradnice €i libradniho
bodu splnujfi. Plati tedy

“q
1723 (& ‘/"2)'/“‘%(51*/“1)"0
1 R?
neboli

1 1

tedy o fow o
1'Bi=""1‘f“’2(§g'%;)/fi N %l& ™

A nde mirQw
Godoetr dtm
Pro i=2 je R,>R, & §,20 =1 -B;<0 =>B;>1 . ol O
A

Pro v8echny t¥i pfimkové body je tedy BiZ‘l .

10.4 Stabilita trojiheln{kovych libraénich bodd

Souradnice troJjdhelnikovych libra&nich bodl jsou
(10¢32) L4’5= (/u'% ’ 1”3/2, 0) = (é‘i’ ?i’ €i) 'l

PoloZime-1li poddtek souXadné soustavy {Li,x,y,zj do i-tého
libraéniho bodu, tj.

(10.33) €= +x , 7=7+y , €=z ,
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dostaneme po linearizaci rovnice

(10.34) x-2y=W_x+ W _ y+W _ 2

XX XY XZ ’
Yt =Wy x+ Uy y+Wy, 2,
2 =Hqu:x:+ zyy'+z”;z z ’
kde nepr.
ufxy=.?f._7£.'/
78971,

ProtoZe plat{

(10.35) W = £-

Zz&

1
™
|

dostévédme

W =

Xy

|+
»
3



u =
XZ
/-
JY
_10;2 =
A y 2
W o o= - -4-+—-‘-?-) = -1
27 3 3 ‘
Ps f2 L
§,5

Linearizované rovnice Jsou tedy

(10.36) x -2y =2 x+ 23 (2u-1)y ,

§+2i=%yi%ﬁ(2ﬂ/-1)x ,

z +z=0 |,
Rovnici pro 2z miZeme rovnou vyfesit

+ A, e = ¢ cos (T- To) -

$C
€ 2

(10037) 2

A4

Vlastn{ hodnoty #+ i vnesené timto fedenfm zet{m stabilit& ne-

vad{. Dvojici rovnic pro x,y prevedeme na 4 rovnice prvniho

rddu zavedenim

(10-38) P. = i =y
¥ py A\ 4 .
Potom :
, 0
(10.39) 3: _ 3 y, 0, 0,1 ‘ y
Px 4 , B’y 0,2 Px
py B , % y=2 , O py
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kde B = 2V3(2u-1) .
Odpovidajic{ rovnice pro vlastn{ hodnoty

il
o
9

RozvoJ podle prvniho #8dku dévé

3 p 2 2\ -
-2 (-A 1—'23+%;1-4m)+1(:r25a,+rz-5--}a)—
=A4+a.2+(%%-52)=0.
ProtoZe plat{ '

2 P Y-
]2% 1%":%% (2/4.- 1)2=TZ/L(1 -M)

- B™ =
dostdvédme charakteristickou rovnici

(10.40) ;\_4 +)L2 + %Z,u(‘l -m) = 0,

D=1-27 « (1 - &) 9(0):4

Je-1li D>0 =y VD je reélné &islo a

M,o=% [-1¢ VD ]
Jsou ob& redlnéd. ProtoZe soulin /'1 /l2 = %1 (1 =) e
kladny a soudlet Al + A2 = «1 Jje zéporny , Jje Jjak /|1 , tak
/A, zéporné &fslo a tedy viechna &tyfi A jsou ryze imaginérnf{

a riznéd. Pro D20 Jje tedy libradni trojdhelnikové reseni sta-
biln{. Podminka D>0 vede m



2T ;P - 2Tu+ 17 0 .

Kofeny rovnice 27/a2 - 27/u,+ 1 =0 Jjsou

27 + ¥ 23.27 1 23.27
(“A B - -“— s i o
’ 54 2 54

—

Veétsl z korend je vE&t3{ nei 0,5, neni proto zajimavy. Pro
(10.41) M <py =3 (1 -\2) = 0,038520896

je tedy trojdhelnikovy libradnf bod stabilnf. Pokud & 2/
Je DKO /11 5 jsou komplexné& sdruZend
b

!

Ay o = 1AL 227 e <0, D :
Bud /11’2 koreny rovnice )\.2':/’1
;i £
2-1 - V,_/‘_l. = V.I_/T'— e K
i (L +T0 )
12=W7|T e 2 .

UZ tato dvé A maj{ opaénou redlnou &st, tedy alespon pro jedno
z nich, totiZ pro /'12 Je tato redlnéd d&dst zdpornéd. Podle vt

o stabilité je tedy pro 4 >/(B trojdhelnikovy libraén{ bod nesta-
biln{.

10.5 Libradni body v eliptickém problému

Na z4vé&r uvah o problému t#{ t&les nalezneme specidln{ e~
sen{ omezeného eliptického problému. Toto ¥edeni je spojeno se

Jménem &Ceského nebeského mechanika profesora Nechvile, ktery je
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publikoval v r.1926.

Lagrangidn problému je dé4n podobné& jako u kruhového problému

vzorcem (9.1)

. : . M
(10.1) &£ =% (X% + 1%+ 22y + L 22
B R
kde fixn{i souradnicovou soustavu [T;X, Y, Z:] JiZz predpoklddédme
bezrozmérnou, tj. gravitadni konstanta G0= 1, (al-l- (“2 =1 a
velkd poloosa eliptického pohybu primérd a’=1 . ProtoZe jde o elip-
ticky pohyb, obdoba vzorcl (9.4) md nyn{ tvar

(10.2) Xy = r(T) M, cos V(%) , ¥, _ r(T) e, sin v(7)

X, --1:-("‘2’7)(«,1 cos v(T) , Y, = -r(¥)A4, 8in v(?) |,

kde r(%) je vzddlenost primédrd, v () je pravéd anomélie pro

. o . M/_—"F—\L_“
pohyb primard. Plati samoziejm& (\1\) - M__.: KG\-\'\C\U“U:
Q1 - e2) - o\

- 1l+e cos v(T ) '

Zavedeme~l1li souradnice [:T; X, ¥, z:] otd¢ejic{ se tak, Ze osa
x zachovava smér primérd, tj.

(10.4) X=XxXco8Vv -y 8iny ’

Y

x 8in v ¢y cosv ,

dostaneme pro kinetickou energii

r=2 X+ 12+ 2% =3 P+ 324 i) v 29(xy - )+ VRPD)
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zatimco pro potencidln{ energii

U = -(fﬁl-+ 42;) » kde Bf

Ry R,

(x _./‘42 I‘(t))2 + 32 + 32 ’

Rg (x +/Ml I‘(t))2 + y2 v z°

Lagrangeovy rovaice druhého druhu potom dédvaj{

0 P ® eP ¢ ?U
(10.5) x = 2 v y~-VvVvy- v2x7= - o y
Jdx
’e * ¢ *e o 9U
y+t2vXx+tvx - vzy Z - R
y
U
YA - - S °
02

(10.6) x = r(77).§ ,

y = P(?)q >

zZ = r(?T)if .
Potom P, )

1
(10¢7) U= - -_j': + ffg ) »
r(T)\Q, ¢

kde

10.8) 02 = (£-0,)% 472+ 62 | 02 = (E4 )2 4924 g2

Zavedeme-1li
Y7 _
(10.9) R = =% + f.‘.‘.% ,
SO

potom




7U 1 2 U 1 7 U 1 2
(10.0) —==—-—R , =—=-=3—R,—= == —R,
7P r@{ 7y r< 97 72 rﬁf

Zapideme rovnice (10.5) pro f, 7 :7" 8 tim, Ze misto &asu T

zavedeme nezdvislou promé&nnou v . Tedy

a . ad
— X Y] e
de dv

Ozna&ime-li derivaci podle v ¢&drkou, potom pro vztah mezi de-

rivac{ funkce £ podle C a v plat{

4 ®

f-":Vf"a

e

Abychom mohli dosadit do (10.5), vypo&teme nejprve x, x atd.

"

pomoc{ g’, § atd.
X = V"(I'(‘f»")g)’ = v(p? €+ rg’)
X %;\?(r’f'* rf’)='v'(r’§'+ rg")+72(r"§+ r’kr + z EV)

L 4

y = v (r'y + ryp*) ,
y = i'(r’? try') ¢ iz(r"? + 21:"?’ + r?") ,
z = i'r(r’g-f ré’)

Dosazenim do (10.5)

*?v'(r’{"' r{’) + Vz(r"f*' 2r’{’ + r{") - 262(1"2 +rp) -

. . . 1 9R
_vr?-vrf--?;‘"é $

tedy srovném-li podle &4arkovanych &lent

2

(10.11) ve r g"‘ + {’('v'r + 2 v° r*) + g(?; r* + vor® - r) -

¢ 2

- 2 r -9y(Vr+ 2 i 2R

re 3{'

$er?) =
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Podobné& z dal3ich dvou rovnic (10.5)

2 2. »

(10.12) #°r9™ + 97 (V r + 2¢°0?) + 7(¥ r? + vor" - v%r) +
' 2 o 2 2R
t €' 2vr + E(vr + 2v© p?) = —
; §(¥ r - Ty
' 1. R

* o , 18* o oo . .2” _
(10.13)vr§ +§(vr+2vr’)+§(vr -fvr)-r2 9§'

ProtoZe pohyb primdrd nen{ ovlivn&n ti¥etim t&lesem (jde stdle
o omezeny problém), plat{ pro pohyb primérd zédkon zachovéni{

momentu hybnosti (srovnej (2.16))

d . 2
~— (v r®) =0 tedy
s ('

aé *P

Vel + v () =¥ rl + 29 ppr = p(¥r+ N8p?)=0 .

Plat{ tedy

(10.14) Vr+2vépr=0 ,

d{ky tomu vypadne rada &lend v rovanicich (10.11) - (10.13).

UkédZeme dédle, Ze plat{

rl

(10.15) ¥ r’ + vor" = v°p = = ¢°
e Y

coZ povede k daldimu zjednoduseni rovnic. Pro ddkaz (10.15)

vyJdeme zc z8kona zachovdni momentu hybnosti primérd (2.16)

v kombinaci z (2.36)

r27'= 1-92=C
odtud
y d (C) 2C 2C | 2 .
VE == | |= - r = - Vs -=vyv"p
dT r2 r ';3} r ’




& proto
: ) 2
r" - v2r = vz(r” - - w (r’)z) .
r

v+ vl

Veiiéiny r’, r" dostaneme derivovanim (10.3)

d ¢4 , _02 e sin v e sin v,
dv 1+e cos Vv (1+e cos v) C
2 2 2e23in2v 3
=y = (r’) = ——p—r
r C
. d : d e sin v 5 e cos v . e sin v
r“ = =—pr’ = — r-=+ —~——s——r-"+¢—p—rr’-=
dv dv  C° C C
e cos v , ezsinzv 3
C C
Tedy
2 5 e cos v , e281n2v 3 2e231n2v
r® -r - = (r’)" = 5——r°+ 2 —7—7r° -r - T =
r C C C
e cos v , 1'2(C2 ) e
=——§-—-—r -y = --...1 - T = -
C Eﬁl r E§

a pro dalsd{ z koeficientd v (210.11) - (10.13) jsme tak odvodili

2
e » . r
(10.16) v .r? + v2r” - v2r = - v2 .

C
Dosadme do (10.11)

r? 1 PR
621'5"-{‘}2&-2-2621‘7’:;5?, ’

tedy po vydélen{ obou stran C2/r3

_ ) . r 2R r r 7R
(10.17);-27 =07;€+{C—§=E§[€+“] o
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Podobné z daldfich 2 rovnic (10.12) a (10.13) dostaneme

7R

’ r

. AN
Zavedeme~li konedné | | f

P R T
(10.20) _Q_-R+2(§ +’f)-2£" e cos v ,

miZeme (10.17), (10.18) a (10.19) zapsat ve tvaru

1 - 7 )
1+e cos v ﬁg !
1 2

I

(‘10.21)/\ g"' - 2 'z’

A

l+e cos v 92

1 ?
{ 1+e cos v Qg

Je zrejme, Ze staciondrn{ Feen{ t&chto rovnic splnujf yn= 0 ,

£ “ «,
-== (g=-MH) - == (S + ) = 0 ’
" 5 o S+
tre3 b g3 !
- ({‘—(’% + jf-% + @ ¢Co08 V) g =0 .
1 P2

Opét mus{ platit §'= O a rovnice pro Z ’ f Jsou udplné stejné
Jako pro kruhovy pohyb. Tedy ¥ rotujicfch a pulsujicich sourad-
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nicich existuj{ op&t libradén{i body urlené stejnymi souradnice-
mi Jjako kruhovy pohyb. Kdybychom vy3etifovali stabilitu té&chto
libradnich bodd v lineérnf aproximaci, dostali bychom nesta-
bilitu pro p¥imkové libradéni body, zatimco pro trojuhelniko-

vé libradni body by se oblast stability v 4 pro dané e
rozpadala na dva intervaly. Oblast stability leZ{ uvniti# kiFivky

na obr.4.




i

Ubr.3 Poloha priméari a libracnich hod:

. ” - )
\

s

v omezcném problému 1t

o W f
1T * P
1 teles




